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Setting und Wiederholung

Notationen und erste Bemerkungen

In diesem Vortrag sei
e ( eine algebraisch abgeschlossene und vollstandige
nicht-archimedische Erweiterung von Q, (z.B. C =C, = Q?p)
e Oc ={ae C||a] <1} der Bewertungsring von C,
e mp. ={a€ C||a] <1} sein maximales Ideal und

e k:=Oc/mo, der entsprechende Restklassenkorper (ein
algebraisch abgeschlossener Korper der Charakteristik p).
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Setting und Wiederholung

Wiederholung:

Wir haben das folgende Diagramm von Kategorien:

{p-divisible Gruppen tiber O¢} {(T,W)}
\ 177

= {Dieudonné-Moduln}

L

{p-divisible Gruppen Ulber k}

Hierbei ist
e T ein endlich erzeugter freier Z,-Modul und W C T ®z, C
ein C-Untervektorraum.

e die obere Aquivalenz ist gegeben durch
G — (Tp(G), Lie(G) ®o. C).
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Setting und Wiederholung

Flaggenvarietat

e Fiir natiirliche Zahlen 1 < d < n sei {(T, W)}(™9) die volle
Unterkategorie von {(T, W)} bestehend aus solchen Paaren
(T, W) mit rankz,(T) = n und dimc(W) = d.

e Die Wahl von Trivialisierungen ¢ : T = Z liefert eine
(nicht-kanonische) Abbildung

(T WD = Fliog)(C) = Flvu(C)

= {d-dimensionale Untervektorraume des C"}.

Wir definieren eine Abbildung F/, 4y(C) — {Dieudonné-Moduln},
indem wir ein ein geometrisches Objekt konstruieren, welches
Informationen tiber C und iiber W(k) enthalt.
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Vektorbiindel auf der Fargues-Fontaine-Kurve

Der Korper CP

Ch = limyyue C = {(x("))neN0 | x(M e ¢, (x("“))p = X(”)} (der
Tilt von C)

e Cb ist ein algebraisch abgeschlossener, vollstindiger,
nicht-archimedischer Korper mit Charakteristik p.

e Die Bewertung auf C” ist gegeben durch

(Xl o 1= |xH] = [x(O).
o p?:=(p, pl/”,pl/”27 ...) € C" ist ein topologisch nilpotentes
Element.

o Ob = ch und Olé/mozé — Oc/moc = k.
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Vektorbiindel auf der Fargues-Fontaine-Kurve

Der Ring Ainf

Definition und Bemerkung

e Der topologische Ring
Ainf := W(0O2) = {Z[a;]pi | ai € Og}
i=0

versehen mit der (p, [p?])-adischen Topologie ist ein
Huber-Ring.
e Der Frobeniusisomorphismus ¢ : (’)2 — (92 induziert einen
Isomorphismus ¢ : Ain — Ainf, Y icolailp’ — D oieplailPp’.
o 0: Apnr = Oc, %2 [ailp’ = 35, alp! ist ein surjektiver
Ringhomorphismus dessen Kern von & := p — [p?] erzeugt
wird.
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Vektorbiindel auf der Fargues-Fontaine-Kurve

Das adische Spektrum eines Huber-Rings

e Eine stetige Bewertung auf einem Huber-Ring A ist eine
Abbildung x : A — I, U {0}, wobei I, eine total geordnete
abelsche Gruppe ist (z.B. [, = R>?), s.d. fiiralle f,g € A
und v € Iy gllt

x(0) =
x(1) =
x(fg )= x(F)x(g),

x(f + g) < max(x(f), x(g)),
{f € A| x(f) < v} C A offen fiir alle v € I'.

e Wir schreiben auch |f(x)| anstatt x(f).

e Das adische Spektrum von A ist die Menge aller stetigen
Bewertungen auf A modulo Aquivalenz und wird mit Spa(A)
bezeichnet.
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Vektorbiindel auf der Fargues-Fontaine-Kurve

Der adische Raum Spa(Aiqf)

e Spa(Ajnf) ist ein adischer Raum.

e ©: A — Ainf induziert einen Isomorphismus
@ : Spa(Ainf) — Spa(Ainf) via o(x)(f) := x(¢(f)).

Spa(Ainf) enthilt die folgenden vier Punkte, benannt nach ihren
Restklassenkorpern:

e xi induziert durch A = W(O2) — W(k) — k.
e x; induziert durch Ajps — W(k) — W(k)[%] = IL

o xc induziert durch Ay & Oc — C.

e xc» induziert durch Aj s — O‘é — Cb.
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Vektorbiindel auf der Fargues-Fontaine-Kurve

Veranschaulichung von Spa(Aix)

T p=10 I

Figure: Aus lecture notes on p-adic geometry (Scholze, Weinstein)
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Vektorbiindel auf der Fargues-Fontaine-Kurve

Eigenschaften von Spa(Aixf)

Beobachtungen

e x ist der einzige nicht-analytische Punkt von Spa(Ajf)

e Fiir jeden anderen Punkt x findet man eine eindeutige
Generisierungen X vom Rang 1.

e Dies erlaubt die Definition einer stetigen surjektiven Abbildung

e - Iog(([])
KJ.SP (Alnf)\{ k} 1Y = [O’ ]7 - ()?( ))

e Fiir ein beliebiges offenes Intervall | C [0, o] setzen wir
V= w"H(I).
e ¢ rotiert Punkte gegen die ([p®] = 0)-Achse, da

r(p(x)) = pr(x).
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Vektorbiindel auf der Fargues-Fontaine-Kurve

Veranschaulichung von Spa(Aix)

T p=10 I

Figure: Aus lecture notes on p-adic geometry (Scholze, Weinstein)
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Vektorbiindel auf der Fargues-Fontaine-Kurve

Die adische Fargues-Fontaine-Kurve

Der adische Raum Xgr := y(o,oo)/wz heiBt adische
Fargues-Fontaine-Kurve.

Bemerkung
Vektorbliindel auf Xrr entsprechen ¢-aquivarianten Vektorbiindeln
auf V(g,0c), d-h. Paaren (&, pg) bestehend aus

e einem Vektorbundel & auf V(g o) und

e einem Isomorphismus von Vektorbiindeln ¢¢ : ¢*€ = £.
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Vektorbiindel auf der Fargues-Fontaine-Kurve

Die algebraische Fargues-Fontaine-Kurve

Theorem (Fontaine, Fargues)

e Aus den Geradenbiindeln auf Xrr konstruiert man ein
regulares noethersches Schema Xgg der Dimension 1 mit
einen Morphismus von lokal geringten Raumen Xgr — Xer.

e Dieser Morphismus induziert eine Aquivalenz zwischen der
Kategorie der Vektorbiindel auf Xgr und der Kategorie der
Vektorbiindel auf Xgr.

e Die abeschlossenen Punkte von Xgr korrespondieren zu
Untilts von C? (d.h. Paaren (C’,v : (C')> = CP)).

o U:= Xrr \ {xc} ist das affine Spektrum eines
Hauptidealringes Be.
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Vektorbiindel auf der Fargues-Fontaine-Kurve

Der Ring B},

Beobachtungen

° BjR = O/XF;c = O/XF;C ist ein diskreter Bewertungsring
mit Uniformisierer £ = (p — [p?]) und Restklassenkérper C.

o Wir setzen Byr := Quot(B}R).

e Vektorbiindel auf Xgr korrespondieren zu Tripeln
(Me, M, @)

e Hierbei ist M. (bzw. M) ein endlich erzeugter freier Be-
(bZW. BJR—)MOdul und a : M, KB, Bir = M;,rR ®B;-R Bgr ein
Isomorphismus.

e Isomorphieklassen von Vektorbiindeln vom Rang n auf Xgr
korrespondieren zu Elementen des Doppelquotienten

GLn(Be) \ GLn(Bar)/ GLn(Br).
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Abbildung von der Flaggenvarietat

Konstruktion der Abbildung: Teil 1

o Zu W € Fl, 4)(C) assoziieren wir das Bj.-Gitter
Zw = {x € (Bjr)" | x mod £ € W}.

e Damit erhalten wir das Tripel (BY,=w, «), wobei « durch die
Inklusion =y C (Byr)" = (Be)" ®p, Bgr induziert wird.

e Ein solches Tripel korrespondiert zu einem Vektorbtindel F auf
XFr zusammen mit einer Trivialisierung 5 : F|y = (Ox.-|u)".

e F korrespondiert zu einem ¢-aquivarianten Vektorbiindel
(‘Fv 90.7:) auf y(O,oo)-

e [3 korrespondiert zu einem @-aquivarianten Isomorphismus 3’
auf dem Komplement von % (xc) zwischen (F,pz) und dem
trivialen ¢-dquivarianten Biindel ((Oy, )" ¥) auf V(0 c)-
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Abbildung von der Flaggenvarietat

Veranschaulichung von Spa(Aix)

T p=10 I

Figure: Aus lecture notes on p-adic geometry (Scholze, Weinstein)
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Abbildung von der Flaggenvarietat

Konstrution der Abbildung: Teil 2

e Das p-aquivariante Vektorbiindel (F, ¢r) lasst sich kanonisch
auf V(o oc] forsetzen.

* ((0y.00))"s ) lasst sich kanonisch auf V) ) forsetzen.

e Das Verkleben dieser beiden Biindel entlang 3’ liefert ein
Vektorbiindel £ auf Y = Y0,00] Mit einem Isomorphismus
©*&" — &' auf dem Komplement von ¢%(xc).

e Dieses Vektorbiindel kann wiederum kanonisch auf Spa(Ajqf)
fortgesetzt werden.

e Damit erhalten wir einen Breuil-Kisin-Fargues-Modul.

Definition

Ein Breuil-Kisin-Fargues-Modul ist ein endlicher freier
Ain-Modul M mit einem -linearen Isomorphismus

om Ml =il = Mgl
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Abbildung von der Flaggenvarietat

Breuil-Kisin-Fargues-Moduln

Theorem (Scholze)
Die folgenden Kategorien sind aquivalent:

e {(T,=)}, wobei T ein endlich erzeugter freier Z,-Modul und
= C T ®z, Byr €in BjR—Gitter ist.

o {(F, 7,8, T)}

e Breuil-Kisin-Fargues-Moduln

e Der Funktor {(T, W)} — {(T,=)},(T,W) — (T,=w) ist
volltreu.

e |m oben beschriebenen Fall erhalten wir einen
Breuil-Kisin-Fargues-Modul mit M C (M) C M.

Timo Henkel Die Ekedahl-Oort-Stratifizierung der Flaggenvarietat



Abbildung von der Flaggenvarietat

Konstruktion der Abbildung: Teil 3

e Durch den Ringhomomorphismus Aj,s = W(O2) — W(k)
erhalten wir einen Funktor von der Kategorie der
Breuil-Kisin-Fargues-Moduln in die Kategorie der Kristalle:

(M’ QOM) = (M®Ainf W(k),(p ®0)'

e Ein Kiristall, den wir aus einem W € F/(, 4)(C) konstruieren,
wird so auf einen Dieudonné-Modul vom Typ (n,d) (d.h. vom
Typ (GL,, 114)) abgebildet.

e Dies definiert eine Abbildung
6 : Flin,g)(C) — {Dieudonné-Moduln vom Typ (n, d)}.
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Abbildung von der Flaggenvarietat

Beispiel

Wir betrachten den Fall n =2 und d = 1.

e Dann ist Fl, 4)(C) = P}(C) = {Geraden im C?}.

e In diesem Fall gibt es bis auf Isomorphie nur zwei
Dieudonné-Moduln vom Typ (n, d).

e Falls die Steigung von W rational ist, so sind (Zp, W) und
(Zj, W') isomorph in {(T, W)} fir W = (1,0)- C.

e Man zeigt, dass dies eine Stratifizierung von
Flinay)(C) = PL(C) in PY(Qp) U Q2 liefert, wobei Q? die
Drinfeldsche obere Halbebene bezeichnet.
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Abbildung von der Flaggenvarietat

Ausblick

Wir haben das folgenden kommutative Diagramm:

~Fl(md)(c)

ig
S

{Dieudonné-Moduln vom Typ (n, d)}

T

{F-Zips vom Typ (n,d)} {Isokristalle vom Typ (n, d)}

e Caraiani und Scholze definieren lber die Abbildung ¢’ die
Newton-Stratifizierung der Flaggenvarietat.

e Mit Hilfe ihrer Beweismethoden wollen wir die Fasern der
vertikalen Abbildung untersuchen.
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Abbildung von der Flaggenvarietat

Vielen Dank fur die Aufmerksamkeit!
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