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Note added in 2011

This thesis had never been published in its original form. The main part on sheaf rep-
resentations which is contained in Chapter 3 of this thesis and the results therein have
been published in English under the title

The representation of lattice-ordered groups and rings by sections in sheaves

in: Lecture Notes on the Applications of Sheaves to Ring Theory, Lecture Notes in
Mathematics, 248 (1971), Springer Verlag, pp. 1-98.

In this English published version the presentation has been restricted to lattice-ordered
groups and rings. In the original French version we have introduced a structure, annéloides
réticulés, which covers both lattice-ordered groups and rings.

At the other hand, the published English version contains a GENERAL REPRESEN-
TATION THEOREM (3.3) which is an improvement of the results contained in the
French original.

There is also a mistake in the published English version: In the FIRST SPECIAL REP-
RESENTATION THEOREM (4.9) it is claimed that the stalks of the sheaf over the
Stone space of the Boolean algebra of direct factors are directly indecomposable. But in
the proof there is a gap; there is a reference to lemma 4.4; but in this lemma the surjec-
tivity of the homomorphism of Boolean algebras is not claimed; but this surjectivity is
used in the proof of indecomposability. This error is not present in the French original,
as section 4 of the English version is not contained in the French original.

But the French original contains a section 4 in Chapter III which has been omitted in
the published English text. Results contained in this unpublished section have been
proved later on by other authors.

In 2010/2011 this electronic version of the original thesis has been produced by copying
word by word from the original. Only some misprints have been corrected. Of course,
the outlay has changed because of the use of LaTex.

For the moment, the later sections of Chapter 3 are reproduced only incompletely.
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INTRODUCTION

Le but de ce travail est d’établir une théorie de représentation pour les anneaux réticulés
et d’en donner des applications.

Nombreux sont les auteurs qui ont donneé des représentations de groupes réticulés
archimédiens et d’anneaux de fonctions archimédiens au moyen de fonctions contin-
ues définies sur certains espaces topologiques & valeurs dans la droite réelle achevée, par
exemple D. G. Johnson [21], D. Papert [27], J. Kist [25], J. S. Bernau [1], B. Z. Vu-
likh [41]. (Nous appelons anneau de fonctions, ou simplement f-anneau, tout anneau
réticulé, produit sous-direct d’anneaux totalement ordonnés.) Let méthodes utilisées
par ces auteurs ne peuvent plus étre appliquées aux groupas réticulés non-archimédiens
ni aux anneaux réticulés en général.

Nous cherchons a représenter les anneaux réticulés par des sections de certains faisceaux.
Les méthodes que nous utilisons ont été développées par J. Dauns et K. H. Hofmann
[11, 12] ainsi que par R. S. Pierce [28] dans la théorie des anneaux (non réticulés). Kist
[42], Ch. Mulvey [43] et S. Teleman [34, 35, 36, 37] ont utilisé ces mémes méthodes de
représentation.

Le pobléme principal que nous nous sommes posé est le suivant:

Etant donné un anneau réticulé A, trouver canoniquement un espace topologique com-
pact 3A et un faisceau F?(A) d’anneaux réticulés de base A, tels que A soit isomorphe
a I'anneau réticulé TFP(A) de toutes les sections (globales et continues) de F#(A).

Ce probleme est résolu en toute généralité.

Une note de J. R. Isbell [18] a été extrémement utile pour la solution du probléme. Isbell
a associé fonctoriellement a tout groupe réticulé commutatif un espace compact. La con-
struction d’Isbell n’utilise que les propriétés du treillis des idéaux de A. (Ici on appelle
idéal tout noyau d’'un homomorphisme de groupes (respectivement d’anneaux) réticulés.)
Généralisant la construction d’Isbell, nous exposons dans le deuxieme chapitre une
construction qui permet d’associer canoniquement a tout treillis distributif pseudo-
complémenté, un espace topologique compact. Le treillis des idéaux d’un anneau réticulé
A étant distributif et pseudo-complémenté, cette construction nous permets d’associer a
tout anneau réticlé A uns espace compact GA. Sil’on définit les morphismes d’anneaux
réticulés d’une maniere appropriée,  est un foncteur. Nous montrons aussi que A n’est
rien d’autre que le compactifié de Stone-Cech de I'espace des idéaux irréductibles de A,
muni de la topologie de Zariski. Dans la cas particulier o‘u A est 'anneau C(X) des
fonctions réelles continues sur un espace topologique X, I'espace SA est le compactifié
de Stone-Cech de X.

Sur cet espace 3A nous construisons un faisceauF”(A) d’anneaux réticulés tel que A soit
isomorphe & l'anneau réticulé T FP(A) des toutes les sections de F?(A). Si I'on définit
les morphismes de maniere appropriée, F* est un foncteur. Si A est 'anneau C'(X) des
fonctions réelles continues définies sur un espace compact X, le faisceau F7(A) n’est
rien d’autre que le faisceau des germes des fonctions réelles continues.



Il y a des anneaux réticlés A d’'une structure tres riche, dont I'espace3A est réduit a un
seul point, par exemple les extension lexicographiques. Ce phénomene ne peut pas se
produire si A est riche en facteurs directes; car les facteurs directs de A correspondent
bijectivement aux ouverts fermés de SA. Dans ce sens nous considérons en détail les
représentations par sections de plusieurs classes d’anneaux réticulés:

a) Les anneaux réticulés stoniens dans la section I11.4 (un anneau réticulé est stonien si
tout pseudo-complément dans le treillis des idéaux de A est un facteur direct; les anneaux
de fonctions complets ou orthocomplets sont des exemples d’anneaux stoniens).

b) Les anneaux réticulés projetables dans la section III.5 (un anneau réticulé est pro-
jetable si le pseudo-complément de tout idéal principal est un facteur direct; les anneaux
de fonctions o-complets sont projetables).

c¢) Les anneaux quasi-réguliers dans la section II1.9 (un anneau réticulé est quais-régulier
si tout idéal principal est un facteur direct).

Les anneaux réticulés quasi-réguliers correspondent aux anneaux biréguliers dans la
théorie des anneaux. Notre théoreme de représentation I11.9.8 correspond au théoreme
de représentation d’anneaux biréguliers de Bourbaki [7, p. 173] et de Dauns et Hofmann
[11]. Les groupes hyper-archimédiens de Bigard [3] sond quasi-réguliers.

Déja Isbell a donné deux autres classes d’anneaux réticulés pour lesquelles I'espace A
n’est pas trivial:

d) Si A est un groupe réticulé abélien ayant une unité forte, SA est homéomorphe a
'espace des idéaux maximaux de A, muni de la topologie de Zariski (voir section II1.6).

e) Si A est un anneau de fonctions, I'espace des idéaux maximaux dominés est homéomorphe
a un sous-espace ouvert de SA. (Un idéal maximal I de A est dit dominé s’il existe un
élément d dans A n’appartenant pas a I, vérifiant d? + I > d + I. Voir section I11.7.)

Nous donnons une généralisation du premier cas et étudions le faisceau F?(A) dans les
deux cas.

Les applications que nous donnons de cette théorie de représentation concernent surtout
les anneaux de fonctions. Nous montrons que tout anneau de fonctions admet une
extension stonienne minimale et une extension orthocomplete minimale; de plus, ces
extensions sont unique dans un certain sens. Ainsi nous précisons des résultats de
Veksler [40] et Bernau [2]. Nous généralisons aux idéaux dominés un certain nombre
de résultats de Henriksen et Isbell [17] sur les idéaux supermodulaires des anneaux de
fonctions. Nous montrons par exemple, que dans un anneau de fonctions, tout idéal
engendré par un élément d vérifiant d> > d > 0 est un facteur direct. Enfin nous
généralisons la notion d’anneau de fonctions archimédien. Nous dirons qu'un anneau de
fonctions est quasi-archimédien si pour tout idéal I # {0} et pour tout élément a, il existe
b € I tel que b £ a. Nous montrons que tout anneau de fonctions quasi-archimédien
est un produit sous-direct d'un anneau réticulé archimédien B tel que B* = {0} et
d’un anneaux de fonction d-semisimple. (Un anneau de fonctions est dit d-semisimple si
I'intersection des ses idéaux maximaux dominés est réduit a zéro.) Ce résultat permet
de caractériser les anneaux de fonctions d-semisimples comme des anneaux de fonctions
n’admettant aucun idéal infinitésimal non nul (cf. II1.8).



Pour inclure aussi les groupes réticulés non commutatifs dans cette théorie de représentation,
nous introduisons la notion d’annéloide réticulé. Un annéloide réticulé est un groupe
réticulé non nécessairement commutatif, noté additivement, muni d’une multiplication
distributive par rapport a l'addition et vérifiant la regle habituelle d’isotonie. Cette
notion ne comporte aucun intéret en elle-méme. Mais elle permet d’établir la théorie de
représentation simultanément pour les groupes réticulés non commutatifs et les anneaux
réticulés.

Beaucoup de propriétés des annéloides réticulés que nous utilisons, ne dépendent que
du treillis des idéaux. C’est pour cette raison que nous avons anticipé dans un premier
chapitre les raisonnements qui ne concernent que les treillis et en particulier les éléments
irréductibles des treillis algébriques distributifs.

La terminologie en ce qui concerne les treillis est celle de Birkhoff [4], en ce concerne
la topologie, celle de Bourbaki [6]; en particulier, un espace topologique compact est
toujours séparé, sinon on parle d’espace quasi-compact.
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CHAPTER 1

ELEMENTS PREMIERS D’UN TREILLIS

Dans ce chapitre nous étudierons les éléments premiers d'un treillis.
La premiere section contient quelques définitions et préliminaires.

Dans la deuxieme section nous étudions la topologie de Zariski sur des parties de
I’ensemble des éléments premiers d’'un treillis 7' et les relations entre cette topologie
et la structure du treillis 7. Cette section ne contient rien de nouveau; mais ’auteur
ne connait pas de référence qui fournirait les résultats dans le langage et la généralité
voulus. La topologie de Zariski est couramment utilisée dans la théorie des anneaux
(voir par exemple Jacobson [19], Bourbaki [7]). Dans la théorie des groupes réticulés
elle a été étudiée surtout par F. Sik [31, 32], ainsi que par Henriksen and Isbell [17].
L’exposé de la topologie de Zariski le plus proche du notre semble da a P. Samuel [29].

Dans la section 3 nous traitons la notion de compacité. La notion de valeur que nous
utilisons est empruntée a la théorie de groupes réticulés (cf. [9], p. 26). La proposition
3.5 a été formulé par R. L. Blair [5] dans le cas du treillis des idéaux d’un anneaux. On
la retrouve aussi presque en totalité dan [4], p. 128 et 189.

Dans la section 4, nous caractérisons les éléments premiers d'un treillis algébrique dis-
tributif complet, en particulier les éléments premiers minimaux. Les résultats de cette

section peuvent étre considéré comme des généralisations des propriétés de groupes
réticulés (cf. Byrd [8], Conrad [9], p. 42-45).

La notion délément germinal associé a un élément premier dans la section 5 généralise la
notion d’idéal germinal associé a un idéal irréductible d’un f-anneau [22]. Pour les idéaux
supermodulaires maximaux d’un f-anneau, cette notion a été introduite par Henriksen
et Isbell [17] qui a leur tour ont généralisé les idéaux des fonctions réelles continues
s’annulant dans uns voisinage d'un point donné d’un espace topologique. Certains de
nos résultats généralisent des propriétés du treillis des f-sous-groupes convexes d’un
groupe réticulé (cf. [9], p. 43-45).

La derniere section de ce chapitre est consacrée a trois classes particulieres de treillis:
les treillis de Stone, les treillis projetables et les treillis plats. Dans ces cas, 'ensemble
des éléments premiers a une structure simple. Bigard [3] a étudié les groupes réticulés
dont le treillis des ¢-sous-groupes convexes appartient a une de ces trois classes.

I1.1. Définitions et propriétés élémentaires
Soit T" un treillis. Nous désignerons par V et A les opérations borne supérieure et borne

inférieure dans T'. Si T admet un plus petit élément, nous le désignerons par 0; et si T'
admet un plus grand élément, nous le désignerons par 1.

12



13 I. ELEMENTS PREMIERS D’UN TREILLIS

I.1.1. - Un élément x de T est dit premier si x # 1 et si t; Aty £ x pour tout couple
t1,ty déléments de T tels que t; £ x et t9 £ . Si C est une chaine non vide délément
premiers d'un treillis complet, o = A, .- est aussi un élément premier: Utilisant
I’axiome de Zorn, on en déduit que tout élément premier d’un treillis complet majore au
moins un élément premier minimal.

I1.1.2. - Un élément x d’un treillis T est dit irréductible si x # 1 et si t; Aty =
pour deux éléments t1,7T5 de T entraine t; = x ou ty = x. Tour élément premier est
irréductible. Inversement, si T est un treillis distributif, tout élément wrréductible est
premier. Un élément maximal d’un treillis est toujours irréductible. Donc, dans un
treillis distributif, les élément maximaux sont premiers. (Si 7" possede un plus grand
éleément 1, “maximal” signifie "maximal dans 7"\ {1}".)

1.1.3. - Soit T un treillis ayant un plus petit éément 0. Soit ¢ € T. Si l'iesemble
des s dans T tels que s A t00 admet un plus grand élément, on appelle cet élément
pseudo-complément de T. On le note t+. On dit que le treillis T est un treillis pseudo-
complémenté si tout élément de T ad met un pseudo-complément. Nous utiliserons
souvent le théoreme de Glivenko (cf [4], p. 130; voir aussi Samuel [29], Frink [14], Varlet
[38]):

Soit T un treillis pseudo-complémenté. Alors t+ pour tout t € T'; l"application
t — t+ est une fermeture dans T, dont les fermés sont exactement les pseudo-compléments.
Les pseudo-compléments dans T forment und treillis de Boole B, image homomorphe du
treillis T. Le complément d’un élément a de B est a*. Le treillis de Boole B est complet
si T est complet.
pLL

—plLL

Puisque t — est une fermeture, la borne inférieure dans B d’une famille quelconque
de pseudo-compléments coincide avec la borne inférieure de cette famille dans 1. Mais
si a et b sont dans B, a V b n’appartient pas nécessairement a B. On désignera par a Y b
la borne supérieure de a et b dans B. Remarquons que

aYb=(aVb)'t

Par définition, un treillis pseudo-complémenté possede toujours un plus petit élément 0.
Il posséde aussi un plus grand élément, & savoir 1 = 0+,

1.1.4. - On appelle treillis de Brouwer un treillis T tel que, quels que soient ¢ et ¢ dans
T, 'ensemble des s dans T tels que t A s < ¢, possede un plus grand élément. Un treillis
complet T" est un treillis de Brouwer si, et seulement si, T" est A-distributif général, c’est
a dire si, et seulement si, pour tout famille (¢,) d’élements de T,

tEA (\/tu) - \/(t Aty)

(cf. [4], p. 128). En particulier, un treillis de Brouwer est distributif et, s’il possede un
plus petit élément, il est pseudo-complémenté.

I.1.5 EXEMPLE. (cf. [4], p. 216) - Soit X un espace topologique. L’ensemble Ox
des ouverts de X est un treillis de Brouwer complet. En particulier, Ox est un treillis
distributif et pseudo-complémenté. Les pseudo-compléments dans Ox sond exactement
les ouverts réguliers, c’est a dire les ouverts qui sont égal a 'intérieur de leur adhérence.
Si U est un ouvert, le pseudo-complément U+ est égal & X \ U, ott U désigne I'adhérence
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de U. Le théoreme de Glivenko montre que les ouverts réguliers de X forment un treillis
de Boole complet que 1'on notera R x.

L’application U + X \ U est un anti-isomorphisme du treillis Ox des ouverts de X sur
le treillis des fermés de X. Si U est un ouvert régulier, X \ U est un fermé régulier, c’est
a dire que X \ U est 'adhérence de son intérieur; inversement, tout fermé régulier de X
est de la forme X \ U avec U € Rx. Il s’ensuit que les fermés réguliers de X forment
un treillis de Boole complet anti-isomorphe a Ry.

1.2. Espaces d’éléments premiers

Soit T" un treillis complet. Soit X une partie de ’ensemble des éléments premiers de 7.
Pour tout t € T, soit

Sx(t)={re X |t £},
Zx(t)={ze X |t<z}=X\Sx()

S’il n’y a pas d’erreur possible, nous écrirons simplement S/t) et Z(t). Pour tout famille
(ty)uer d’éléments de T, dont la borne supérieure existe, on a:

(1) S(\/tu) = US(tu),

(2) Z(\/tu) = ﬂZ(tu)'

So9ient t; et to deux éléments de T. Un élément x € X appartient a S(t; A o) si, et
seuelement si, t; Aty £ x; puisque x est premier,cela s’écrit aussi t; £ x et to £ x, c’est
a dire que x € S(T}) et x € S(t3); donc:

(3) Sty Ata) = S(t1) N S(ts),

(4) Z(ty Nty) = Z(t1) U Z(ta).

La relation (3) montre que les ensembles de la forme S(t),t € T, forment une base
d’ouverts d'une topologie sur 7.

I.2.1 DEFINITION. - La topologie sur X, dont les ensembles de la forme Sx(t),t €
T, forment une base, est appelée topologie de Zariski.

Sur un ensemble X d’éléments premiers de T', nous ne considérerons jamais de topologie
autre que la topologie de Zariski.

1.2.2 DEFINITION. - On appelle espace d’éléments premiers de T tout I’ensemble
d’éléments premiers de 7' muni de la topolgie de Zariski.

Notation. - On désigne par £T I'espace de tous les éléments premiers, par p1' 'espace des
éléments premiers maximaux de 1" et par w1 I'espace des éléments premiers minimaux
de T
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1.2.3 PROPRIETES. - Soit X un espace d’éléments premiers d’un treillis complet
T.

(a) t — S(t) est un homomorphisme surjectif du treillis 7" sur le treillis Oy des ouverts
de X d’apres (1) et (3).
(b)Une partie de X est fermée si, et seulement si, elle est de la forme Z(t),t € T.

(c) SiY est une partie de X, la topoplogie de Zariski sur Y coincide avec la topologie
induite sur Y par la topologie de Zariski sur X.

(d) X est un espace de Kolmogoroff (= Tj), c’est ‘a dire que pour deux éléments distincts
quelconques de X, il existe un ouvert contenant I'un de ces deux éléments, mais pas
lautre. (En effet, si 2 et y sont deux éléments distincts de X, on a par exemple z £ y;
il s’ensuit que l'ouvert S(z) contient y, mais pas z.)

(e) X est un espace accessible (= T7)si, et seulement sio, les éléments de X sont deux a
deux non comparables. (Un espace topologique est dit acessible si, et seulement si, pour
tout couple (z,y) d’éléments distincts de X, il existe un ouvert contenant x amois pas
y; cette propriété se démontre comme (d).)

(f) Pour que X soit un espace topologique séparé (75), il suffit que pour tout couple
x1, xy d’éléments premiers distinct de X, il existe t; et t5 dans T tels que

ti Nty = 0,11 £ 21,5 leqas.
Si A,ex ® = 0, cette condition est aussi nécessaire.
Soit X un espace d’éléments premiers d'un treillis complet 7. D’apres (2) et (4), t —

Z(t) est un anti-homomorphisme du treillis 7" sur le treillis des fermés de X. On a en
particulier:

(5) t1 <t entraine Z(t1) 2 Z(ta).

Définissons inversement une application R du treillis (X)) des parties de X dans T par:

R(Y) = /\ y quel que soit Y C X.

yey
Cette application vérifie:
(6) Y1 C Y; entraine R(Y)) > R(Y3).
On a de plus:
(7) t < RZ(t) quel que soit t € T,
(8) Y C ZR(Y) quel que soit Y C X.

Les relations (5), (6), (7), (8) montrent que les applications Z: T" — PB(X) et R: P(X) —
T constituenmt une correspondance de Galois entre 7" et P(X).

La théorie générale des correspondances de Galois (cf. [4], p. 124) permet d’affirmer:
(9) RZR=Ret ZRZ = Z.

De plus, TZ et ZR sont des fermetures respectivelemtn dans 7" et P(X). Notons
t=RZ(t) et Y = ZR(Y) les fermés associés respectivement aux éléments ¢ de T et aux
parties Y de X. LEs applications R et Z induisent des anti-isomorphismes mutuellement
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réciproques entre le treillis complet T = {Z | ¢t € T'} et le treillis complet des fermés de
PB(X). Notons que les fermés de P(X) sont exactemetn les parties fermées de X pour
la topologie de Zariski d’apres (9) et 2.3b. PuisqueF +— X \ F' est un anti-isomorphisme
du treillis des fermés des X sur le treillis Ox des ouverts de X, t +— S() est un
isomorphiosme du treillis 7 des fermés de T sur le treillis Ox des ouverts de X. Par
conséquent, T est un treillis de Brouwer complet.

Appliquons ces raisonnements dans deux cas: Prenons d’abord X = £T et supposons

que tout élément de T soit la borne inférieure d’une famille d’éléments premiers. Alors
T = T donc:

1.2.4 PROPOSITION. - Sitout élément d’un treillis complet T est la borne inférieure
d’une famille d’éléments premiers, alors T est un treillis de Brouwer.

Dans le deuxieme cas les hypotheses sont moins fortes. Soit X = &7 et supposons
que /\,eer® = 0. Dans ce cas on a 0 = RZ(0) = 0. Montrons que T est pseudo-
complémenté: Soit £ un élément de T'. Pour toput élément s de T tel que s At =0, on
asAt=0=0. On en déduit que s <5 < t+, on t+ désinge le pseudo-complément de 7
dand T. Par conséquent, t* est qussi le pseudo-complément de ¢ dans 7', Nous avons:

1.2.5 PROPOSITION. - Un treillis complet T dont le plus petit élément est la
borne inférieure de la famille des éléments premiers est pseudo-complémenté.

Soit X un espace d’éléments premiers d'un treillis complet T' tel que A, .z = 0.
D’apres la proposition précédente, T' est pseudo-complémenté. Les pseudo-compléments
dans T' forment un treillis de Boole complet B d’apres le théoreme de Gliventko (1.3).
Nous avons les propriétés suivantes:

I.2.6 PROPRIETES. - (a)a — S(a) est un isomorphisme du treillis de Boole B
sur le treillis de Boole Ry des ouverts réguliers de X.

(b) a — Z(a) est un anti-isomorphisme de B sur le treillis de Boole des fermés réguliers

de X.
(c) Pour tout t € T, S(t+) U S(t++) est partout dense dans X et S(t+) N S(t++) = 0.

(d) Pour tout t € T, t+ = RS(t); en particulier, tout pseudo-complément est la borne
inférieure d’une famille d’éléments premiers appartenant a X.

(e) U — R(U)* est un isomorphisme de Rx sur B.
(f) Pour tout t € T, Z(t+) est I'adhérence de S(t) et S(*) est intérieure de Z(t).
(g) Pour tout t € T et tout z € X, les propriétés suivantes sont équivalentes: (i) Z(t)

est un voisinage de z; (i) Z(t+1) est un voisinage de z; (iii) = € S(t1).

Démonstration. (a) Puisque I'application t — S(¢) est un isomorphisme de T sur Oy,
elle induit un isomorphisme du treillis de Boole B des pseudo-compléments de T sur le
treillis de Boole R x des pseudo-compléments de Ox.

(b) est une conséquence immédiate de (a).

(c) D’apres (a), S(t*1) = S(t+)*; et pour tout ouvert U d'un espace topologique ,
U U U est partout dense et U N U+ = 0.
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(d) Sit £ x € X, alors t* < x puisque x est premier; donc S(t) C Z(t), ce qui entraine
RS(t) > RZ(t') = t+. Inversement, RS(t) < z pour tout = € X tel que t £ x; par
suite,

RS(t) ANt <z pour tout z € X.
On en déduit que RS(t) At =0 et par conséquent RS(t) < tt.
(e) Soit U un ouvert régulier de X, D’apres (a), il existe a € B tel que U = S(a); donc
R(U)* = RS(a)t =a*t =a.
(f) L’adhérence de S(t) est ZRS(t); d’apres (d), ZRS(t) = Z(t'). L'intérieur de Z(t)
est X\ ZR(X \ Z(t)) = SRS(t) = S(t1).
(g) résulte de (f); car d’apres (f), 'interieur de Z(t) ainsi que de Z( est égal a
S(th). O

tJ_J_)

I.3. Compacité

Soit T" un treillis. Un élément k de T est dit compact si la condition suivante est verifiée:
Tout famille d’éléments de T" dont la borne supérieure existe et majore k, continient une
famille finie dont la borne supérieure existe et majore k. Cette condition est équivalente
a la condition suivante: Tout idéal de T, dont la borne supérieure existe et majore k,
contient k.

Les éléments compact d’un treillis 7" forment un V-sous-demi-treillis K de T. Si T
admet un plus pertit élément 0, cet élément est compact. Mais K n’est pas un treillis
en général.

Soit k£ un élément compact de T'. On appelle valeur de k tout élément maximal dans la

famille des ééments de T' ne majorant pas k. Par V' (k) on désigne I’ensemble des valeurs
de k. Un élément de T est dit semi-mazimal s’il appartient & un ensemble V (k).

Si T est un treillis complet, la famille des éléments de T' ne majorant pas un élément
compact k donné, est inductive. Par conséquent:

1.3.1 LEMME. - Soit k un élément compact d’un treillis complet T'. Alors tout
élément de T' ne majorant pas k est majoré par une valeur de k.

Si v est une valeru de k, ’élément v* = v V k est le plus petit élément de la famille des
majorants stricts de v. Donc v est irréductible. Dans un treillis distributif, tout élément
semi-maximal est donc premier, et nous pouvons parler de I'espace des valeurs de k.

1.3.2 PROPOSITION. - Soitk un élément compact d’un treillis complet distributif.
Alors lespace V (k) des valeurs de k et l'espace S(k) des éléments premiers ne contenant
pas k sont quasi-compacts.

Démonstration. Soit X =V (k) ou X = S(k). Soit (U,), un recouvrement ouvert de X.
Tout ouvert U, est de la forme Sx(t,) pour un certain ¢, € 7. Puisque

X = UU# = USX(tM) = S(\/tﬂ)a
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1élément \/ b n’est majoré par aucune valeur de de k. D’apres le Lemme 1.3.1, on a
donc k <V, t,. Puisque k est compact, (t,), contient une sous-famille finie ¢1,...,1,
telle que k£ <t; V---Vt, Par consequent,

X =Sx(ti V- Vi) =St)U---USx(t),

c’est a dire que (U;);=1,..» est un recouvrement fini de X. O

Si le plus grand élément 1 d’un treillis complet distributif est compact, alors V(1) = uT
et S(1) =¢T. D’apres 1.3.1 et 1.3.2, nous avons donc:

1.3.3 PROPOSITION. - Soit T un treillis complet distributif, dont le plus grand
élément 1 est compact. Alors tout élément different de 1 est majoré par un élément
mazimal: L’espace uT des éléments mazrimauz et liespace T des éléments premiers
sont quast-compacts.

Un treillis T' est dit algébrique si tout élément est la borne supérieure d'une famille
d’éléments compacts.

1.3.4 EXEMPLE. - Soit A une algebre universelle et Z(A) le treillis complet des
relations de congruence dans A. Les éléments compacts de Z(A) sont les congruences qui
ont un nombre fini de générateurs; Z(A) est un treillis algébrique (cf. [4], p. 189). Dans
le treillis des idéaux d'un anneau, les éléments compacts sont les idéaux engndrés par
un nombre fini d’éléments. Dans le treillis des idéaux d‘un V-demi-treillis, les éléments
compacts sont les idéauc principaux.

Dans un treillis algébrique, la distrubivité est équivalente a des propriétés qui sont, en
général, plus fortes:

1.3.5 PROPOSITION. - Pour un treillis algébrique complet, les propriétés suiv-
antes sont équivalentes:

(a) T est distributif.

(b) Tout élément des T est la borne inférieure d’une famille déléments premiers.

(c) T est un treillis de Brouwer.

(d) T est N-distributif général.

Démonstration. (a) = (b): Il suffit de montrer que dans un treillis algébrique complet,
tout élément ¢ est la borne inférieure d’une famille d’éléments semi-maximaux. Soit
t' la borne inférieure de la familles de tous les éléments semi-maximaux majorant t.
supposons que t < t'. Puisque T est algebrique, il existe un élément compact k < t’ tel
que k £ t. D’apres 1.3.1, il y a une valeur v de k tel que ¢t < v. Il s’ensuit que v est un
élément semi-maximal tel que t < v et v £ t/, ce qui est absurde.

(b) entraine (c) d’apres la proposition 1.2.4.

(c) = (d): Sot (t,), une famille d’éléments de T et soit ¢’ = \/ (s At,). On a toujours
' <sn(V i t,). Puisque s At, <t et puisque T est une treillis de Brouwer, on a aussi

sA(V, tu) <t
Il est évident que(d) entraine (a). O
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Une partie H de T' est appelée base compacte de T si tout élément de H est compact et
si tout élément de T est la borne supérieure d’une famille d’éléments de H.

Soit H un base compact de T'. Soir X un espacve d’éléments premiers de T'; alors pour
out t € T, Pouvert Sx(t) est la réunion d’ouvwerts de la forme Sx(h),h € H. Notons
qu’'un élément x de T est premier si et seulement si pour sdeux éléments quelconques
hi et ho de T', hqy £ x et hy £ x entraine hy A ho £ x. En effet, si x est premier, sette
condition est vérifiée. Supposons inversement que cette condition soir vérifiée. Soient ¢,
et ty deux éléments de T tels que t; £ x et t9 £ x. Puisque H est une base compacte, el
exisite Hy et hy dans H tels que hy < t1,hy <tget hy L x,ho £ x,dou hy Ahy < t; Aty
et hqi A hy £ x et par suite t; Aty £ x.

Si Z(A) est le treillis des congruences d'une algeebre universelle A, les congruences
principales forment une base compacte de Z(A).

I1.4. Eléments premiers et filtres premiers

Soit E un V-demi-treillis ayant un plus petit élément 0. On appelle filtre toute partie
F de F vérifiant les propriétés suivantes:

(F1) 0 & F;
(Fg) F est filtrant inférieurement;
(F3) Sike Fk' € Eet k<K, alors k' € F.

Un filtre F' de E est dit premier, s’il vérifie
(Fy) E\ F est un V-sous-demi-treillis de F.

La famille des filtres dans F est inductive. Les filtres maximaux sont appelés ultrafiltres.

Soit T" un treillis algébrique complet. L’ensemble K des des éléments compacts est un
V-sous-demi-treillis de T'. Pour tout filtre premier F' de K, soit

(F) =\ k

kEK\F

Pour tout élément = de T', soit

ple) ={kec K[k £z}

I.4.1 PROPOSITION. - Pour tout filtre premier F de K, w(F') est un élément pre-
mier de T, et pour tout élément premier x de T, p(z) est un filtre premier de K. De plus,
@ et sint des correspondances bijectives mutuellement réciproques entre [’ensemble des
éléments premier de T et I’ensemble des filtres premiers de K.

Démonstration. Soit x un élément premier de 7. Evidemment, ¢(z) vérifie (Fy),(F3)
et (Fy). Ai k; et ko sont deux éléments compacts non majorés par x, ki A ky n’est pas
majoré par x, puisque x est premier. Puisque k; A ko est la borne supérieure d’une
famille dd’éléments compacts, il existe un élément compact k < ki A kg et k £ x. Par
conséquent, (Fy) est aussi vérifié, et p(z) est un filtre premier de K.
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Puisque z est la borne supérieure de la famille des éléments compacts k tels que k& < x,
on a bine mp(x) = x.

Soit moaintenant F' un filtere premier de K. L’élément 7(F) est la borne supérieure
des éléments compacts non dans F'. Si un élément compact k est majoré par 7(F), il
est donc majoré par un élément compact n’appertenant opas a F', ce qui entraine que
k n’appartient pas a F. Par conséquent, om(F) = F. De plus, n(F') est premier. En
effet, soient ¢; et ty deux éléments de T' non majorés par w(F). "Il existe ky et ky dabs
om(F) = F tels que ky <ty et ko < ty. Puisque F est un filtre, il existe dans F' un
élémentk < ki A ko. Puisque k £ 7(F), on a aussi t; Aty £ w(F). O

Il est évident que ¢ et 7 inversent 'ordre, c’est a dire que z; < x5 pour deux éléments
premiers de T entraine ¢(z1) 2 ¢(z3). On a donc:

COROLLAIRE. -y etn sont des correspondances bijectives mutuellement réciproques
entre [’ensemble des éléments premiers minimaux de T et [’ensemble des filtres premiers
mazximaux de K.

En général, on ne peut rien dire sur l'existence d’éléments premiers dans un treil-
lis algégrique complet.Dans la propsosition 1.3.5 nous avons vu que, dans un treil-
lis algébrique complet distributif, tout élément est la borne inférieure d’une certaine
famille d’éléments premiers. Maintenant nous allons considérer une autre classe de
treillis algébriques qui possede “suffisamment” d’éléments premiers.

Soit £/ un treillis ayant un plus petit élément 0. Nous dirons que E est 0-distributif si,
pour tout ty,t9,t € F,

ti ANt =0 et to At =0 entraine (t; Vi) At =0.

Nous dirons que E est 0-distributif général si, pout tout ¢ € E et pour tout famille
(ty)uer déléments de E tels que t At, = 0 quel que soir p € 1,

tA\/t, =0,
o

pourvu que \/” t, existe.

1.4.2 LEMME. - Soit E un treillis ayant un plus petit élément =. Si E est 0-
distributif, tout ultrafiltre F' de E est premier.

Démonstration. Un élément k de E n’appartient pas a l'ultrafiltre F' de E si, et seulement
si, il existe k' dans F' tel que k A k' = 0. Si k; et ko sont deux éléments de E \ F il
existe donc &} et k) dans F tels que ky A kb = ko A kb = 0.Puisque E est 0-distributif,
(k1 V ko) A (k) A kL) = 0. Puisque k] A k) appartient a F, ky V ko n’appartient pas a F.
Donc F' est un filtre premier. O

1.4.3 DEFINITION. - Un treillis T" est appelé arithmétique, si T est un treil-
lis algébrique et si ’ensemble K des éléments compacts est un sopu-demi-treillis 0-
distributif de 7.

D’apres 1.4.2 et le corollaire de 1.4.1 on a le théoreme suivant:
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1.4.4 THEOREME. - Soit T un treillis arithmétique complet. Alors ¢ et m sont
des correspondances bijectives mutuellement réciproques entre [’ensemble des ultrafiltres
dans K et l’ensemble w1 des éléments premiers minimaux de T

Ce théoreme a une série de conséquences:

COROLLAIRE 1. - Pour un treillis algébriqgue complet T, dont l’ensemble K des
éléments compacts est un sous-treillis, les propriétés suivantes sont équivalentes:

(a) T est pseudo-complémenté;

(b) T est =-distributif général;

(¢c) T est O-distributif;

(d) K est 0-distributif;

(e) 0 est la borne inférieure de la famille 7T des éléments premiers
MINIMAUL.

Il est évident que (a) = (b) = (¢) = (d). D’apres la proposition 1.2.5, (¢) =
(a). L’implication (d) = (e) est une conséquence du théoreme 1.4.4; car pour tout
élément compact k différent de 0, il existe un ultrafiltre F' contenant k et on a k £ m(F').
Par conséquent, la borne inférieure de la famille des éléments premiers minimaux est 0.

Maintenant nous allons supposer que T est un treillis arithmétique complet. D’apres le
corollaire 1, T" est pseudo-complémenté.

COROLLAIRE 2. - Un élémenmt premier x d’un treillis arithmétique complet T est
premier minimal si, et seulement si, pour tout élément compact k de T, ou bien k < x
ou bien k+ < x.

Démonstration. Supposons que x est premier minimal et & un élément compact. Si
k & x, alors k* < x puisque x est premier. Si k < x, il existe ¥’ € o(x) tel que
k A k' = 0 puisque () est un ultrafiltre. Donc k' < k+ et &' £ x. Donc k+ £ .

Supposons inversement que x est un élément premier de T tel que pour tout élément
compact k, k £ z ou kt £ x. Montrons que le filtre premier p(x) est un ultrafiltre.
En effet, si k est un élément compact xon dans ¢(z), alsor k < x et par suite k+ £ x.
Il existe donc un élément compact k' tel que k' < kt et k' £ x. Donc k' € p(x) et
kENE =0. OJ

COROLLAIRE 3. - Soit x un élément premier minimal d’un treillis arithmétique
complet T. Pour tout élément compact k tel que k < x, on a aussi k*+ < x.

En effet, k < z entraine k+ £ x d’apres le corollaire 2. Donc k*++ < z, puisque z est
premier.

COROLLAIRE 4. - SoitT un treillis arithmétique complet. L’espace 7T des éléments
premiers minimauz est séparé; les ensembles Syr(k), k compact, sont ouverts et fermés
et ils forment une base de la topologie de 7T .
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Démonstration. Puisque T est algébrique et puisque K est un sous-treillis de 7', les
ensembles S,r(k), k € K, forment une base de la topologie de 7T. D’apres le corollaire
2, Syr(k) = Zr(k'). Donc S,r(k) est aussi fermé pour tout élément compact k. Tout
espace de Kolmogoroff ayant une base d’ensembles ouverts et fermés est séparé. O

EXAMPLE. - Soit E un treillis ayant un plus petit élément 0. Supposns que E est
O-distributif. Alors le treillis des idéaux de F est un treillis arithmétique complet.

I.5. Elément germinal associé a un élément premier
Soit T" un treillis complet pseudo-complémenté.

1.5.1 DEFINITION. - Pour tout élément premier x de T'. soit
y(z) =\ ¢
tlLx

on appelle y(x) I’élément germinal associé a .

1.5.2 PROPRIETES. - Soit x un élément premier d'un treillis complet pseudo-
complémenté T'.

a) Puisque t <ttt et t+ = (ttH)+ on a
Yy =\t
tlga
b) Puisque z est premier, t+ £ x entraine t++ < z, dong
V(z) < @

c¢) 7(x) est la borne supérieure d'une famille de pseudo-compléments filtrante supérieuere
emnt. En effet, si t+ € z et st £ z, alors st Att £ x; done st v+ = (st AtH) L < .

d) Pour tout élément compact k de T, les propriétés suivantes sont équivalentes:

(i) k < y(x); (i) k5" < Ay(2); (i) & £ =
En effet, puisque v(z) est la borne supérieure d’une famille filtrante de psuedo-compléments
a tels que at £ x, la relation k < () entraine l'existence d’un pseudo-complément a
tel que k < a et at £ z. 1l sensuit que k- > at £ x. Donc (i) entraine (iii). D’apres
la définition de y(z), (iii) entraine (ii). Finalement, (ii) entraine (i) puisque k < kL.

e) Si x est un élément premier d’un treillis algébrique complet pseudo-complémenté,
’Y(ﬁ) — \/ kLi — \/ kLL — \/ ]{?L,
klgx k<~v(z) kLx
ot la lettre k ne représente que des éléments compacts.

Les deux premieres égalités sont claires d’apres la définition de y(z) et d). Démontrons
la derniere égalité: Soit ki compact et k; < y(x). Alors ki £ x d’apres d). 1l existe
donc un élément compact k tel que k < ki et k £ x. On a k; < kit < kt. Puisque
k % x on a aussi k*+ £ x et par suite k- < v(z). Par conséquent, y(z) = Vi< F1 <

\/kgm k< ().
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1.5.3 PROPOSITION. - Soit T un treillis complet et X un espace d’éléments pre-
miers de T', dont la borne inférieure est 0. Pour tout x € X, y(x) est la borne supérieure
des éléments t de T tels que Zx(t) soit un voisinage de x.

Démonstration. D’apres 1.2.6g, Zx(t) est un voisinage de x si, et seulement si, t+ £
T. 0

COROLLAIRE 1. - Supposons que T et X wvérifient les hypothéses de 1.5.3 et que
T soir algébrique. Alors pour tout x € X, v(x) est la borne supérieure des éléments
compacts k tels que Zx (k) soit un voisinage de x.

COROLLAIRE 2. - Supposons que T et X vérifient les hypotheéses de 1.5.3 et que X
soit un espace séparé. Alors pour tout x dans X, x est le seul élément de X majorant

v(x).

En effet, si x et y sont deux éléments distuincts de X, il y a un voisinage fermé V' de
x ne contenant pas y. Il existe ¢ dans T tel que V = Zx(t). On at £ y et d’apres la
proposition, t < y(x). Par conséquent, v(x) £ y.

1.5.4 DEFINITION. - Soit m un élément maximal d’un treillis distributif 7. Un
élément t de T est appelé m-primaire si x < m pour tout élément x # 1 de T tel que
t <z

1.5.5 LEMME. - Soit m un élément mazximal d’un treillis algébrique complet dis-
tributif. Alors v(m) <t pour tout élément m-primaire t.

Démonstration. Tout élément ¢ de T est la borne inférieure d’une famille d’éléments
premiers (1.3.5). Si ¢ est m-primaire, ¢ est la borne inférieure d’une famille d’éléments
premiers = tels que z < m. Or, si  est un élément premier tel que x < m, on a
v(m) < x; car si tt+ £ m, on a aussi t+ £ x, ce qui entraine t < . [

1.5.6 PROPOSITION. - Soit T un treillis algébrique complet tel que (a) 0 est la
borne inférieure de la famille des éléments mazximauz de T', (b) 1 est un élément compact,
(c) Vespace pT' des éléments maximaux est séparé. Alors pour tout élément maximal m
de T, v(m) est le plus petit élément m-primaire de T et y(m) = A{p € T p < m}.

Démonstration. D’apres le corollaire 2 de 1.5.3, v(m) est m-primaire. D’apres le lemme
[.5.4, v(m) est m-primaire minimum. En particulier, v(m) < z pour tout élément
premier minimal = tel que z < m. D’autre part, v(m) est la borne inférieure d'une
fa,ille d’éléments premiers. Puisque tout élément premier majorant v(m) est aussi m-
primaire et puisque tout élément premier majore un élément premier minimal, on abine

v(m) = N{p € nT; p < m}. O

1.5.7 PROPOSITION. - Soit x un élément premier d’un treillis arithmétique com-
plet. Alors v(x) = N{p € nT; p < z}.
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Démonstration. Soit p un élément premier minimal majoré par x. Si t+ £ z, alors t+ £
p. Par conséquent, vy(z) < p. Il s’ensuit que v(z) < A{p € #T; p < z}. Inversement,
soit k un élément compact non majoré par y(x). Pour tout élément compact k' tel que
K £ x, onakAKk > 0. Il existe donc un ultrafiltre F' de K contenant ¢(x) et k.
L’él’ement premier minimal 7(F) ne majore pas k et on a m(F') < z. Par conséquent,

()= NpenT; p<ax} O

COROLLAIRE 1. - Pour tout élément premier minimal p d’un treillis arithmétique
complet, p = (p).

COROLLAIRE 2. - Pour tout élément premier minimal d’un treillis arithmétique
complet, y(x) est premier si, et seulement si, x majore un seul élément premier minimal.

I1.6. Treillis projetables et plats

Soit T" un treillis distributif pseudo-complémenté. Rappelons que pour tout élément a
de T', les propriét’es suivantes sont équivalentes:

(a) a admet un complément.
(b) aVat=1.
(c) a=att et attvat =1.

Si a vérifie I'une de ces proriétés, on dit que a est un élément central. Les élément
centraux forment un treillis de Boole D, sous-treillis de Boole du treillis de Boole B des
pseudo-compléments.

On appelle treillis de Stone tout treillis distributif pseudo-complémenté T tel que D = B.
On peut donner les charactérisations suivantes d'un treillis de Stone:

I1.6.1 PROPOSITION. (Gritzer et Schmidt [16], Frink [14]) - Pour un treillis
distributif pseudo-complémenté T', les propriétés suivantes sont équivalentes:

(a) T est un treillis de Stone.

(b) a*t Vbt = (a Ab)* quels que soient a,b dans T

(¢) B est un sous-treillis de T

(d) Tout idéal premier de T' contient un unique idéal premier minimal.

(e) Pour tout t € T, l'ensemble {s;t AN s = 0} est un facteur direct de
T.

Rappelons qu’un treillis algébrique complet distributif est pseudo-complémenté (cf.
1.3.5).

1.6.2 DEFINITION. - Un treillis algébrique complet distributif est appelé pro-
jetable si k* V k*+ =1 pour tout élément compact k de T.

1.6.3 PROPOSITION. - SoirT un treillis algébrique complet distributif projetable:
Soit K [’ensemble des éléments compacts de T'. On a les propriétés suivantes:
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a) Pour tout ki, ks € K, il existe k1 €T tel que
]{5_1/\]{32:0 etk:1 :]{?_1\/<k1/\]€2)

b) Pour tout ki, ko € K, on a ki V ki = (ky A ko)t

c) T est arithmétique.

d) Tout élément premier de T majore un unique élément premier min-
imal.

e) Tout élément germinal de T' est premier.

f) Les ensembles de la forme Syr(k),k € K, forment une base de
l’espace mT' des éléments premiers minimaux et ils sont tous com-
pacts.

Démonstration. (a) Soient ky, ks € K. Posons ky = ky A (k1 Aky)t. Alors ki Aky =0 et
ki V (ki A k) = (ki A (ki A ko)) V (ki A k) = Ky

(b) On vérifie facilement que ki- V ky est un complément de kit A kit = (ky A ko)Lt

Donc ki V ky = (ki A ko)™t

(c) I suffit de montrer que les ékléments compacts forment un A-sous-demi-treillis de 7.
Soient k; et ko deux éléments compacts et supposons que (t,,),es soit une famille filtrant
supérieurement d’éléments de T tels que ky A ko <'\/ i t,. Choississons k1 comme dans
(a). Alors
k= ki V (ky Aks) <\ (R V).
o
Puisque k; est compact, on en déduit pour au moins un p € I,

ki Ao < (ki Vi) ANka= (ki Aka) V (t, Aka) <ty
Donc ky A ko est compact.

(d) Supposons qque z est un élément premier de 7T tel qu'il existe deux éléments premiers
minimaux distincts p; et p, majorés par x. Alors on peut trouver un élément compact
k vérifiant k < p; et k £ po. On en déduit k*+ < p; et k+ < py, dont kv E+ < 2, ce
qui est impossible dans un treillis projetable.

(e) Compte tenu de 1.5.7, la propriété (e) est une conséquence de (d).

(f) Cette proprété sera démontré dans le chapite 11.4.7. O

Définissons maintenant une classe de treillis projetables qui a des propriétés partic-
ulierement intéressantes:

1.6.4 DEFINITION. - Un treillis algébrique complet distributif 7" est appelé plat
si tout élément compact de T est central, c’est a dire si k V k+ = 1 pour tout élément
compact k de T.

Si T est un treillis algébrique complet distributif plat, 7" est projetable et on a k = k*++

pour tout élément compact k de T'. Donnons quelque charactérisations de treillis plats:

1.6.5 THEOREME. - Pour un treillis algébrique complet distributif T, les pro-
priétés sutvantes sont équivalentes:
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(a) T est plat.

(b) v(x) = x pour tout élément premier x de T.

(c) T est arithmétique et tout élément premier de T' est maximal.

(d) T est arithmétique et tout élément premier de T est premier mini-
mal.

(e) T est arithmétique, 0 est la borne inférieure de la famille des
éléments mazimauzr de T et les ensembles de la forme S,r(k), k
compact, forment une base d’ouverts fermés de l'espace pT des
éléments maximauz de T'.

Démonstration. (a) = (b): Soix z un élément premier. Soit k& un élément compact
majoré par x. Puisque kV k+ =1, on a k* £ z et par suite k < y(x). Par conséquent,

x = y(z).
(b) = (a): Soit k un élément compact de T'. Pour tout élément premier x tel que

k<, onak<~y(x),donc kt £ x d’apres 1.5.2d. Par conséquent, k V k- n’est majoré
par aucun élément premier, ce qui entraine k V k+ = 1.

(a) et (b) = (c): Puisqu’un treillis plat est projetable, il est aussi arithmétique
d’apres 1.6.3. Soient x et y deux éléments premiers tels que x < y. On a donc y(y) < z.
Mais d’apres (b), v(y) = y; donc = y. Cela entraine (c) puisque tout élément de T
est la borne inférieure d’une famille d’éléments premiers.

Il est clair que (d) et (c) sont équivalentes.

(a) et (c) = (e): Puiqu'un treillis plat est projetable, les ensembles S;r(k), k com-
pact, forment une base d’ouverts compacts de 77" (cf. 1.6.3). De plus, dans tout treillis
algébrique complet distributif, 0 est la borne inférieure de la famille des éléments pre-
miers minimaux. D’apres (c), 77 = pT. On a donc démontré (e).

() = (c): Soit m un élément maximal de 7. Si k est un élément compact tel que
k <m, alors Z,p(k) = pT'\ S,r(k) est un voisinage de m; donc k < y(m) d’apres 1.5.3.
I s’ensuit que m = ~y(m). Par conséquent, tout élément maximal de T est premier
minimal. Puisque 0 est la borne inférieure de la famille des éléments maximaux de
T, pT' est une partie partout dense de 77". Pour tout élément compact k, S,r(k) est
une partie partout dense de S;r(k). Puisque 77" est est un espace séparé et S,r(k)
compact, S,r(k) est une partie fermé de 7#7". Donc S,r(k) = Syr(k). Puisque tout
élément premier minimal appartient a au moins un ensemble de la forme S,r(k), k
compact, on en déduit uT" = «n'T. O



CHAPTER II

L’ESPACE DE STONE-CECH-ISBELL D’UN
TREILLIS DISTRIBUTIF
PSEUDO-COMPLEMENTE

J.R. Isbell [18] a associé a tout groupe réticulé commutatif G un espace topologique
compact GG et il a démontré que certains homomorphismes de groupes réticulés f: G —
H induisent des applications continues G f: SH — (G de maniere que (3 soit un foncteur
contravariant. Bigard a remarqué que la construction de GG n’utilise que les propriétés
du treillis des idéaux de G et il a suggéré de généraliser les raisonnemants d’Isbell aux
treillis distribitifs pseudo-complémentés.

Nous associerons a tout treillis distributif pseudo-complementé T un espace topologique
compact 1. Avec une définition convenable des morphismes,  sera un foncteur: la
construction de BT est une abstraction d’une certaine construction du compactifié de
Stone-Cech d’un espace topologique. Le treillis Oy des ouverts d’un espace topologique
X est en effet distributif et pseudo-complémenté, et nous verrons que SOx n’est rien
d’autre que le compactifié de Stone-Cech de X. Plus généralement: Si T est un treillis
distributif complet, dont tout élément est la borne inférieure d’une famille d’éléments
premiers, alors AT n’est rien d’autre que le compactifié de Stone-Cech-Isbell.

II.1. c-r-voisinages et c-r-idéaux

Dans cette section, T désignera toujours un treillis pseudo-complémenté distributif.
Nous utiliserons les notations de I.1.3. En particulier, V and A désigneront les operations
de treillis dans T'; le pseudo-complément d’un élément ¢ de T sera noté t+. On désigne
par B le treillis de Boole des pseudo-compléments dans 7.

1II.1.1 DEFINITION. - Soient a et b deux élélements de T'. Nous dirons que b est
un r-voisinage de a, et nous écrirons a < b, si a* Vb= 1.

I1.1.2 EXEMPLE. - Soit Ox le treillis des ouverts d'un espace topologique X.
Soient U,V € Ox. Alors V est un r-voisinage de U si, et seulement si, U C V.

Démontrons quelque propriétés de la relation <:
Puisque 0+ VO=1Vv0=1et 1t Vv1=1,on a:

(P1) 0<0 et 1=<1.
SiatVvb=1,alorsa=aA (atVb)=(aAat)V (aAb)=aAb;donc:
(P2) a < b entraine a <b.

27
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Si atVvb=1,alors (b*)*Vat = 1; donc:

(P3) a < b entraine bt < a’.
Si at Vb=1,alors (a*+)t v b =1; donc:
(P4) a < b entraine a* <b.

Sial§a<b§bl,adorsafzal etaL\/bzl,doncaf\/blzlz
(P5) a; < a—<b<b entralne a; < b.
SiatVvb=1etaf Vb =1,alorsat-VbVb =1=aiVbVb, cequientraine

(at ANai) V (bV by) = 1 puisque T est distributif. Puisque a* A a; = (a V a;)*, nous
avons donc:

(P6) a<b et a; <b; entrainent aVa; <bVb.

SiatVvb=1etat Vb =1,alors at V(bAb) =1 Donca <beta= b entrainent
a < bAb. On en déduit:

(P7) a<b et a; <b; entrainent a Aa; <bAb.

11.1.3 DEFINITION. - Soit () I'’ensemble des nombres rationnels compris entre 0
et 1. Soient a et b deux éléments de T. On appelle chaine normale entre a et b toute
famille (¢,)req d’éléments de T telle que ¢ = a et ¢; = b et telle que ¢, < ¢, chaque
fois que r < s. On dit que b est un c-r-voisinage de a, et on écrit a << b, s’il existe
au moins une chaine normale entre a et b. Dans cette définition on peut évidemment
remplacer () par n’importe quel ensemble ordonné o-isomorphe a Q).

II.1.4 EXEMPLE. - Une famille (U,),cqo d’ouverts d'un espace topologique X est
une chaine normale dans Oy si, et seulement si, U, C U, chaque fois que r < s.

Démontrons quelque propriétés de la relation <<:
La famille (a,),eq avec a, = 0 (resp. a, = 1) pour tout r € ) est une chaine normale
d’apres (P1). Par conséquent:

(P'1) 0 <0 et 1 =1
Si b est un c-r-voisinage de a, alors b est un r-voisinage de a. Donc (P2) entraine:
(P'2) a << b entraine a <b.

Si (¢r)req est une chaine normale entre a et b, la famille (¢;-),cq est une chaine normale
entre bt et at d’apres (P3); donc:

(P'3) a << b entraine b+ << at.

De méme, la propriété (P4) permet de montrer:

11

(P'4) a << b entralne o~ << b.

Siap <aetb<b etsi(c¢)eq est une chaine normale entre a et b, la famille (d,),¢q
définie par dy = ag, di = ¢1, d, = ¢, pour tout r # 0, 1, est une chaine normale entre a;
et by d’apres (P5). Nous avons donc:

(P’5) a3 < a << b<b; entraine a; =< b.
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Si (¢;)req est une chaine normale entre a et b et si (d,),eq est une chaine normale entre
ay et by, alors (¢, V d,),eq est une chaine normale entre a V a; et bV by et (¢, A d,)reg
est une chaine normale entre a A a; et b A by d’apres (P6) et (P7). Donc:

(P'6) a =< b et a; =< by entrainent aVa; =< bV b.

(P'7) a < b et a; =< b; entrainent aAa; = bAb.
La propriété suivante sera tres importante: Si (¢,)req est une chaine normale entre a

et b, la famille (c;),cq <1 est une chaine normale entre a et c1 et (¢;),eq,>1 est une
T3 2 )

chaine normale entre c: et b. Donc:
2

(P’8) Si a << b, ilexiste ¢ tel que a << ¢ << b.

11.1.5 DEFINITION. - Un idéal ¢ du treillis T" est appelé c-r-idéal si tout élément
a de r admet un c-r-voisinage b appartenant a p.

Soit Z(T) le treillis de tous les idéaux de T. D’apres [4, p. 114], Z(T') est un treillis
distributif. Soit C(7") 'ensemble des c-r-ideaux de T'.

I1.1.6 LEMME. - Sip est la borne supérieure das Z(7") d'une famille (r,),enm de
c-r-idéaux, r est aussi un c-r-idéal.

Démonstration. Sot a un élément de . Il y a un nombre fini d’indices puy,...,u, € M
et des éléments a; € 1, (i = 1,...,n) tels que a = a; V --- V a,. Tout a; admet un
c-r-voisinage b; dans r,,. D’apres (P’6), b = by V --- V b, est un c-r-voisinage de a. De
plus, b appartient a r. Donc ¢ est un c-r-idéal. O

D’apres le lemme I1.1.6, C(T") est un V-sous-demi-treillis complet de Z(7). Puisque {0}
est un c-r-idéal, C(7T") est donc un treillis complet. Tout idéal y de T' contient un plus
grand c-r-idéal que nou désignerons par k(n). Si y est I'idéal principal engendré par un
élément a de T, c’est a dire si

p={teT|t<a},

on notera simplement k(a) au lieu de k(y). On peut donner une caractérisation simple
de k(y):

I1.1.7 LEMME. - Pour tout idéal y de T, k(n) est ’ensemble des éléments a de T
qui admettent un c-r-voisinage b € ).

Démonstration. Soit 3 'ensemble des éléments a de T qui admettent un c-r-voisinage
b € y. Evidemment, k(y) C 3. D’autre part, 3 est un c-r-idéal. En effet, si a << b € p
et a3 < a, alors a3 << b d’apres (P’5); donc 3 est héréditaire. Sia << b € py et
a; << by €y, alorsaVa; << bVb €y dapres (P’6); donc 3 est un idéal de T'. L’idéal
3 est un c-r-idéal; car si a € 3, il existe b € 1y tel que a << b; il existe donc un c tel
que a << ¢ << b, et on a ¢ € 3. Puisque 3 est un c-r-idéal contenu dans 1, on a aussi

3 C k(n). O

COROLLAIRE. - Sibest un élément quelconque de T', le c-r-idéal k(b) est I'ensemble
des éléments a de T dont b est un c-r-voisinage.
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L’intersection d’une famille quelconque de c-r-idéaux de T n’est pas nécessairement un
c-r-idéal. Mais si 11 et 1o sont deux c-r-idéaux, ry Ny est aussi un c-r-idéal. En effet,
tout élément a de r; Ny admet un c-r-voisinage b; € r; et un c-r-voisinage by € ro;
I'élément b = by A by appartient a rq Ny et est un c-r-voisinage de a d’apres (P’7).
Par conséquenmt, C(7') est un sous-treillis de Z(7T'); en particulier, C(7") est distributif.
Puisque a << 1 pour tout a € T, on a en effet T € C(T'). De plus, T est un élément
compact de C(T"), puisque tout idéal principal est compact. Ainsi nous avons démontré:

I1.1.8 PROPOSITION. - L’ensemble C(T") des c-r-idéaux de T est un treillis dis-
tributif complet dont le plus grand élément est compact.

D’apres 1.3.3, tout c-r-idéal propre de T' est contenu dans un c-r-idéal maximal de
T. Dans la section 2 nous aurons besoin de la caractérisation suivante des c-r-idéaux
maximaux:

11.1.9 LEMME. - Pour un c-r-idéal g, les propriétés suivantes sont équivalentes:

(a) ¢ est un c-r-idéal maximal.
(b) 11 existe un idéal premier y de T tel que r = k().
(c) a =< b entraine a € ¢ ou b+ € ¢ quels que soient a,b € T.

Démonstration. (a) entraine (b), puisque tout c-r-idéal maximal ¢ est contenu dans au
moins un idéal maximal y de T, ce qui entraine ¢ = k().

(b) = (c): Soit r = k() pour un idéal premier y de 7" et supposons que a << b. Il
existe ¢ tel que a << ¢ << b. Puisque y est un idéal premier, on a ¢ € y ou ¢+ € y. Si
cep,onaac k). Sicten,onabt € k(y) puisque ¢t =< bt d’apres (P’3).

(¢) = (a): Supposons que ¢ vérifie la condition (c) et que r; soit un c-r-idéal contenant
¢ strictement. Il y a alors un élément a n’appartenant pas a ¢, qui admet un c-r-voisinage
b €r,. Dapres (c), b+ appartient a ¢ et par suite & r;. Donc c=bV bt €. Or, c €1y
entraine ¢t € r; d’apres (P’4). Puisqe ¢t =1, on a donc gy =T |

Tout c-r-idéal permier verifie la prpriété (c¢) du lemme précédemt. Par conséquent, tout
c-r-idéal premier est maximal.

Si T est un treillis distributif avex 0, I'intersection des idéaux premiers de 1" est réduite
a {0} d’apres 1.3.5. Le lemme précédent admet donc la conséquence suivante:

COROLLAIRE. - L’intersection des c-r-idéaux maximaux de 7" est réduite a {0}.

I1.2. L’espace de Stone-Cech-Isbell.

Sot T" un treillis distributif pseudo-complémenté. Nous utiliserons les mémes notations
que dans la section précédente.

D’apres la proposition II1.1.7, le treillis des c-r-idéaux de T est distributif. Les éléments
maximaux de ce treillis sont donc premiers. On peut donc considérer 'espace des c-
r-idéaux maximaux de 7', c’est a dire I’ensemble des c-r-idéaux maximaux muni de la
topologie de Zariski comme dans la section 1.2.
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I1.2.1 DEFINITION. - L’espace des c-r-idéaux maximaux d’un treillis distributif
pseudo-complémenté T est appelé espace de Stone-Cech-Isbell de T'; on le note BT

Donnons une autre définition de la topologie sur S7": pour tout élément a de T', désignons
par Sg(k(a)) I'ensemble des c-r-idéaux maximaux ne contenant pas le c-r-idéal k(a) et
par Zs(a) Pensemble des c-r-idéaux maximaux ¢ tels que a € r. On a Zg(a) = Zg(att)
pour tout a dans 7T'; car a € ¢ entraine a'* € r pour tout c-r-idéal t.

I1.2.2 LEMME. - Pour tout a € B, Ss(k(a)) = Zs(a'). Les ensembles Zs(a),
a € T, forment une base de la topologie de 5T

Démonstration. Soit t € T. Siat € r,il y aun ¢ € 1 tel que at << c¢. Puisque

ct << att, onact € k(att.On en tire que k(att) € , puisque ¢t € r. Inversement,
si k(att) Cp, il existe ¢ € ¢ tel que ¢ =< att; donc at € ¢ d’aprés 11.1.9. Ainsi
nous avons démontré que Sg(k(att)) = Zs(at). Si 3 est un c-r-idéal quelconque de
T, alors 3 = U{k(a);a € BN} Donc Sp(3) = U,cpn, Ss(k(a)). Donc tout ouvert
de fBTest une réunion d’une famille d’ouverts de la forme Sg(k(a)),a € B. Puisque
Sg(k(a))NSa(k(b)) = Sa(k(a)Nk(b)) = Sa(k(aAb)), les ensembles de la forme Sz(k(a)),
a € B, forment une base de la topologie de Zariski sur 57 O

Démontrons maintenant le théoreme prinipal de ce chapitre:

I1.2.3 THEOREME. - L’espace de Stone-Cech-Isbell 3T d’un treillis distributif

pseudo-complémenté T est compact.

Démonstration. D’apres les propositions I1.1.8 et 1.3.3, T est quasi-compact. Montrons
que BT est sésparé. Soient r; et ro deux c-r-idéaux maximaux distincts. Soit a un
élément de p, n’appartentant pas a ri. Il existe des éléments b, c,d dans g, tels que
a << b =< ¢ =< d. Puique bAct =0, on a k(b) Nk(ct) = {0}; de plus, k(b) Z 11
puisque a € k(b) et a & r1; en outre k(ct) & 1o puisque d* € k(ct) et dt & 1y Le treillis
des c-r-idéaux de T vérifie donc les hypotheses de 1.2.3f. O

Nous aurons besoin du lemme suivant:

11.2.4 LEMME. - Soient H et K deux parties compactes disjointes de S7'. 1l existe
c dans T et un c-r-voisinage b de ¢ tel que H C Zg(b) et K C Zg(ch).

Démonstration. Tout r € H admet un voisinage ne rencontrant pas K, de la forme
Zg(ay), ay € T (cf. lemme 11.2.2). Pour tout r € H soient b, et ¢, deux éléments de ¢
tels que a, << ¢, << by; évidemment Z(b,) est aussi un voisinage de r ne rencontrant
pas K. puisque H est compact, il y a un nombre fini g1, ..., r, d’éléments de H tels que
H C Zz(b,)U---UZg(b,). Solent b=1by A---Aby, et ¢ =cy A+ Acy,. Alors c << b
d’apres (P’7) et H C Zg(b). Puisque a,, << ¢, et a,, & ¢ pour tout ¢ € K, ci appartient
a ¢ pour tout ¢ € K quel que soient i = 1,...,n. On en déduit K C Zg(ct). O

Un élément a de T vérifie a << a si, et seulement si, a V a't = 1, c’est a dire si, et
seulement si, a est central. Rappelons que I’ensemble D des éléments centraux de 1" est
un sous-treillis de Boole de B (cf. sec. 1.6).
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Si @ =< a, tout c-r-idéal maximal contient a ou at d’apres ??; puisque aucun c-r-idéal
propre ne contient & la fois a et a', Pespace de Stone-Cech-Isbell 3T et la réunion
de deux ouverts disjoints Zg(a) et Zz(a™)e; il sensuit que Zg(a) et Zz(a™) sont aussi
fermés. Réciproquement, nous démontrerons que toute partie a la fois ouverte et fermée
de BT est de cette forme; plus précisément:

I1.2.5 PROPOSITION. - a+ Zg(at) est un isomorphisme du treillis de Boole D
des éléments a de T vérifiant a << a sur le treills de Boole des parties a la fois ouvertes
et fermées de BT.

Démonstration. 11 suffit de montrer que a — Zz(at) est (i) strictement croissant et (ii)
surjectif.

(i) Soient a et b deux éléments de D tels que a < b. On a alors at > b* et il est clair
que Zg(at) C Zg(b*). 11 existe un idéal premier y de T' contenant b* et ne contenant
at. D’aprés le lemme I1.1.9, t = k(p) est un c-r-idéal maximal. Il contient b+ puique
b+ € D, mais il ne contient pas a®. Par conséquent, Zs(at) # Zs(b").

(ii) Prenons une partie ouverte et fermée H de ST. D’apres le lemme 11.2.4, il existe
c € T et un c-r-voisinage b de c tels que H C Zg(b) et 3T\ H C Zg(c*). 1l s’ensuit
que b A ¢t est contenu dans tout c-r-idéal maximal. Donc b A ¢t = 0, c’est & dire que
b < ¢tt. Puisque ¢ =< b, on a aussi ¢t < b d’apres (P'4) et (P’2). Par conséquent,
b = ctt. Puisque b est un c-r-voisinage de ¢, bV ¢t = bV bt = 1. Si 'on pose a = b,
on a donc H = Zg(a*) et a € D. O

I1.3. Morphismes et applications continues.

Soient T et T" deux treillis distributifs pseudo-complémentés.

I1.3.1 DEFINITION. - Une application f: T' — T’ est appelée morphisme (de
treillis dstributifs pseudo-complémentés) si les propriétés suivantes sont vérifiées:

rm(M1) f(1) =1.
(M2) fla) A f(a™) =0 quel que soit a € T.
(M3) flaVvbd)= f(a)V f(b) quels que soient a,b e T.

L’application composée de deux morphismes est aussi un morphisme. Par conséquent,
les treillis distributifs pseudo-complémentés et les morphismes au sens défini ci-dessus
forment une catégorie.

11.3.2 EXEMPLE. - Soient X et Y deux espaces topologiques et ¢: X — Y une
application continue. Définissons une application O,: Oy — Ox par O;(U) = ¢ }(U)
pour tout ouvert U de Y. Alors O, est un morphisme au sens défini ci-dessus. On vérifie
facilement que O est un foncteur contravariant de la catégorie des espaces topologiques
dans la catégorie des treillis distributifs pseudocomplémentés.
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Soit f: T — T’ un morphisme de treillis distributifs pseudo-complémentés. Démontrons
queslque propriétés: Si l'on pose a = 0 dans (M2), on obtient en utilsant (M1):
0=f(0)A f(o*) = f(0) A f(1) = f(0) A1 = f(0); donc:

(M4) f(0)=0.

Si at Vb =1, alors f(at)V f(b) = f(1) = 1 d’apres (M1) et (M3). D’apres (M2),
flat) < f(a)*, donc f(a)* A f(b) = 1. Ainsi nous avons:

a < b entraine f(a) < f(b) quels que soient a,b e T. (M5)

Si (¢;)req est une chaine normale dans 7', (f(c,))req est une chaine normale dans 7"
d’apres (M5). Donc:

(M6) a << b entraine f(a) << f(b) quels que soient a,b € T.

Remarquons qu’un morphisme au sens défini ci-dessus n’est pas en général un homo-
morphisme de treillis.

Nous allons montrer que tout morphisme f: 7T — T’ induit une application continue
Gf: BT — BT.

Soit ¢ un c-r-idéal maximal de 7". En vertu de (M3), I'image réciproque f~(r) est
un idéal de T. Soit Sf(x) le plus grand c-r-idéal de T' contenu dans f~'(x). Dapres
I1.1.7, Bf(z) est 'ensemble des éléments a de T qui admettent un c-r-voisinage b tel que

fb) ex
I1.3.3 LEMME. - 3f(r) est un c-r-idéal maximal de 7.

Démonstration. Soient a et b deux éléments de T' tels que a << b. Choisissons c et d
tels que a << ¢ << d << b. D’apred (M6), f(c) =< f(d). Puisque ¢ est un c-r-idéal
maximal, f(c) € rou f(d)* € r d’apres [1.1.9. Si f(c) € ¢, alors a € 3f(x). Si f(d)* €1,
alors bt € Bf(x); car f(dt) < f(d)*+ d’apres (M2) et bt << dt. D’apres 11.1.9, Bf(x)
est donc un c-r-idéal maximal. O

Ainsi nous avons une application bien définie gf: 8T" — [T. Montrons qu’elle est
continue: Soit ¢ € ST" et soit U C BT un voisinage de f(x). D’apres 11.2.2, on peut
supposer que U = Zz(a) pour un certain élément a de 7. En particulier, a appartient a
Bf(x). Soit b un c-r-voisinage de a appartenant aussi a ff(r). L’élément a appartient a
Bf(n) pour tout y € BT” tel que f(b) € y. Donc I'image réciproque (3f)~1(U) contient
I'ensemble Zg(f (b)) qui est un voisinage de ¢ dans G7".

Montrons que [ est un foncteur contravariant de la catégorie des treillis distribu-
tifs pseudo-complémentés dans la catégorie des espaces topologiques compacts: Soient
f: T —T etg: T — T" deux morphismes de treillis distributifs pseudo-complémentés.
Soit ¢ un c-r-idéal maximal de T”. Alors [Bg(z) est le plus grand c-r-idéal de T" con-
tenu dans g~'(x). Donc f~(8g(x)) € f~ (g (x)). Or, (3] o Bg)(x) est le plus grand
c-r-idéal contenu dans ¢~ '(f~1(x)). Donc (Bgo Bf)(x) C B(f o g)(x). Puisqu’il ’agit de
c-r-idéaux maximaux dans les deux cas, on a nécessairement égalité. Par conséquent,

BfopBg=pB(gof)

Ainsi nous avons démontré le théoréme suivant:
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11.3.4 THEOREME. - [ est un foncteur contravariant de la catégorie des treillis
distributifs pseudo-complémentés dans la catégorie des espaces topologiques compacts.

Le foncteur 8 sera appelé foncteur de Stone-Cech-Isbell.

Dans ce qui soit, soit f: T"— T" un morphisme de treillis distributifs pseudo-complémentés.

11.3.5 PROPOSITION. - L’application Gf: 1" — BT est surjective si, et seule-
ment si, f(a) # 1 pour tout éléments a de T qui admet un c-r-voisinage b # 1.

Démonstration. Supposons que f(a) # 1 pour tout élément a qui admet un c-r-voisinage
b # 1. Sip un cr-idéal maximal de 7. L’'image f(r) est filtrant suérieurement et ne
contient pas 1 en vertu de I’hypothese. De plus, tout élément de f(r) admet un c-r-
voisinge appartenant aussi a f(r) d’apres (M6). Par conséquent, f(xr) est contenu dans
un c-r-idéal maximal 3 de 7’. Puisque t C f~%(3), on a ¢ = f~!(3). Donc Sf est
surjective.

Supposons inversement que [ f soit surjective.Soit a un élément de T' qui admet un c-r-
voisinage b # 1. Soit y un idéal maximal de T" contenant b. Alors a € k(y) et k(p) est un

c-1-idéal maximal d’apres I1.1.9. Soit ¢ un c-r-idéal maximal de 7" tel que k(n) = Gf(r).
Alors a € Bf(xr) C f'(x) et pas suite f(a) € r. Donc f(a) # 1. O

COROLLAIRE 1. - Si f(a) # 1 pour tout pseudo-complément a de 7" différent de
1, alors (f est surjetif.

COROLLAIRE 2. - Si f est injectif, 5 f est surjectif.

11.3.6 PROPOSITION. - Pour que Bf: 17" — (T soit injective, il suffit que pour
tout couple a’, b’ d’éléments de T" tels que @’ << V', il existe a,b € T tels que a << b et

fla) =d', f(b) =V

Soient r; et ro deux c-r-idéaux maximaux de 7" distincts. Soit ¢’ un élément de r; non
contenu dans ra; soit b’ un c-r-voisinage de a’ dans ry. D’apres 'hypothese, il existe a et
b dans T tels que a << bet f(a) =d, f(b) =¥. L’élément a appartient a Gf(z1), mais

pas & Bf(x2). Donc Bf(x1) # Bf(x2)-

COROLLAIRE . - §f est injetive si f est surjective et si la condition (I) suivante
est vérifiée:

(I) Pour tout a,b € T, f(a)* V f(b) =1 entraine a=Vb=1.

En effet, soient a’ et v’ deux éléments de T tels que a’ < . Puisque f est surjective, il
existe a,b € T tels que f(a) = d, f(b) = V. Donc 1 = (')t VvV = f(a)* Vv f(b) ce qui
entraine a Vb = 1 d’aprés la condition (I); donc a < b. On en déduit que si (c.),cq est
une chaine normale dans 7", il existe une chaine normale (¢, ),¢cq in T telle que f(c,) = ¢
pour tout r € (). Cela entraine que la condition suffisante de la proposition 11.3.6 est
vérifiée.
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11.3.7 EXEMPLE. - Soit T" un treillis distributif pseudo-complémenté et soit u un
élément de T. Soit T" = {t € T';t < u}. Alors T" est aussi un treillis distributif pseudo-
complémenté. L’application g: T'— T” défini par g(t) = t A u quelque soit t € T, est un
morphisme surjectif. L’ application Bg: 8T’ — [T est surjective si, et seulement si, u
n’admet aucun c-r-voisinage différent de 1, comme le montre la proposition I11.3.5. En
particulier, si utt = 1, B¢ est surjective. Si la propriété (I') suivante est vérifiée:

(I pour tout a,b € T, a* Vb >u entraine a=Vb=1,

alors 3¢ est injective d’apres le corollaire de 11.3.6. De plus, u*+ V 0 > u entraine
utt = utt v 0 = 1lorsque (I') est vérifiée. Donc, si (I') est vérifiée, Bg: BT" — BT est
un homéomorphisme.

11.3.8 EXEMPLE. - Soit z un élément d’un treillis de Brouwer complet T. Soit
T = {t € t;z <t}. T" est aussi un treillis de Brouwer. L’application h: T"— 7" définie
par h(t) =tV z est un morphisme surjectif. D’apres 11.3.5, Sh: fT" — BT est surjectif
si, et seulemet si, z n’est c-r-voisinage d’aucun élément a différent de 0.

I1.4. Propriétés de ’espace de Stone-Cech-Isbell.

Soit B un treillis de Boole. Tout treillis de Boole est distributif et pseudo-complémenté.
Tout idéal de B est un c-r-idéal. Par conséquent, I'espace BB des c-r-idéaux maximaux
coincide avex 'espace de Stone des idéaux maximaux de B.

Considérons maintenant un treillis distributif pseudo-complémenté T'. Désignons par o1’
I’éspace de Stone des idéaux maximaux du treillis de Boole B des pseudo-compléments
dans T

I1.4.1 PROPOSITION. - L’application t — ¢(t) = t** est un morphisme de T sur
B. Elle induit une application continue (q: ¢ ' — BT. Cette application est surjective;
elle est un homéomorphisme si, et seulement si, 7" est un treillis de Stone.

Démonstration. 1l est clair que I'application ¢: T"— B est un morphisme (cf. le théoreme
de Glivenko I.1.3). La restriction de ¢ sur B est bijective. D’apres le corollaire 1 de 11.3.5,
I’application (g est donc surjective.

Soit ¢ un c-r-idéal de T'. D’apres (P’4), x N B est un idéal du treillis de Boole B. Par
conséquent, r N B est contenu dans au moins un idéal maximal de B. Si y est un idéal
maximal de de B cotenant ¢ = rN B, ol ¢ est un c-r-idéal maximal de T', alors Gq(y) = .
Par conséquent, 3q est est injective si, et seulement si, pour tout c-r-idéal maximal ¢ de
T, rtN B est contenu dans exactement un idéal maximal de de B. Tout idéal propre d'un
treillis de Boole étant l'intersection d’une famille d’idéaux maximaux, cette derniere

condition signifie que r N B est un idéal maximal de B pour tout c-r-idéal maximal ¢ de
T.

Si T est un treillis de Stone, a << a pour tout a € B; par conséquent, a € r ou a- € t
pour tout c-r-idéal maximal ¢ de T', ce qui entraine que ¢ N B est un idéal maximal de
B quel que soit ¢ € BT. Donc [3q est injective.

Inversement, si r N B est un iéal maximal de B pour tout c-r-idéal maximal ¢ de T, alors
quel que soit a € B, a € r ou a- € ¢ pour tout ¢ € BT donc BT est la réunion de deux
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ouverts dsjoints Zz(a) et Zg(at) quel que soit a € B. D’apres 11.2.5, cela entraine que
D = B, c’est a dire que T est un treillis de Stone. |

Soit T" un treillis distributif e pseudo-complémenté. Si x est un élément premier de T,
I'idéal principal {t € T;t < x} est un idéal premier. Par conséquent, le plus grand
c-r-idéal k(z) majoré par z est un c-r-idéal maximal d’apres I1.1.9.

11.4.2 PROPOSITION. - Soit X un espace d’éléments premiers d’un treillis dis-
tributif pseudo-complémenté T'. L’application x +— k(z) de X dans ST est continue. Si
N.ex © =0, I'image k(X) est une partie partout dense de 57".

Démonstration. Soir x € X et soit U un voisinage de k(x) dans 7. On peut supposer
que U = Zg(a) pour un certain élément a de 7. Soit b un c-r-voisinage de a, contenu
dans k(x). L’ensemble Sx(b*) des éléments y € X tels que bt £ y, est un ouvert de X.
Puisque b appartient & k(x), on a bt £ x, c’est a dire que Sx (b*) est un voisinage de z.
De plus, Sx(b*) est contenu dans k=1 (U); car b < y pour tout y € Sx(b') et par suite
a € k(y) pour tout y € Sx(b+). — La deuxiéme assertion est évidente. O

Maintenent nous sommes prétes a démontrer la liaison entre le compactifé de Stone-
Cech d’un espace topologique X et ’espace de Stone-Cech-Isbell d’un treillis distributif
pseud-comlémenté T

Soit X un espace topologique et Oy le treillis des ouverts des X. Pour tout x € X, soir
u(z) le plus grand ouvert de X ne contenant pas z. Alors u(x) est un élément premier
du treillis Ox. Soit u(X) l'espace des éléments premiers de Ox de la forme u(x), z € X.
La topologie sur u(X) étant la topologie de Zariski, tout ouvert V' de u(X) est de la
forme suivante: Il y a un ouvert U de X tel que V est I'ensemble des u(x) tels que
U Z u(z), c’est a dire que V' = u(U). Par conséquent, x +— u(x) est une application
continue de X sur u(X).

D’aprés I1.4.2, nous avons une application continue k de u(X) dans I'espace de Stone-
Cech-Isbell 5Ox. L'image ku(X)) est partout dense dans fOx, puisque [,y u(z) = 0.
Posons k = k o u.

11.4.3 THEOREME. - Soit ¢: X — K une application continue d’un espace
topologique X dans un espace topologique compact K. Alors il existe une unique
application continue p: fOx — K tel que ¢ = P o k:
BOx

K

X

© [
K

En d’autres termes, SOy est un compactifié de Stone-Cech de X.

Démonstration. L'unicité de P est une conséquenmce immédiate du fait que x(X) est
partout dense dans SQOx. Il suffit donc de démontrer 'existence de @.
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Soit ¢ un c-r-idéal ma