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1 Die affine Ebene

Definition 1.1 Es sei P # (), die Menge der Punkte, B # (), die Menge der Blocke,
I seit Teilmenge von P x B, die Inzidenzrelation.
Dann heifit (P, B, I) Inzidenzstruktur.

Definition 1.2 P = Punkte der Anschauungsebene,
G = Geraden der Anschauungsebene und I=€.

(P, G, €) heifit reelle affine Ebene.

1.1 Grundlegende Inzidenzeigenschaften

Al: Zu P # @ € P gibt es genau eine Gerade g mit P,Q € g.

A2: (Paralellen-Axiom) Zu P € P, g € G gibt es genau ein h € G mit P € h,gNh =
() oder g = h.

A3: Es gibt wenigstens 3 nicht auf einer Gerade liegende Punkte.

Definition 1.3 1. Gerade g heifst paralellel zu Gerade h (h || h) genau dann,
wenn g N h = oder g = h gilt.

2. Fir Gerade g sei ||,={he€ G | h| g}.
3. Fir zwei Punkte A # B sei AV B die Gerade durch A, B.

4. Fiir zwei nicht parallele Geraden g # h sei A A\ h der Schnittpunkt von g, h.

Definition 1.4 Fine Inzidenzstruktur (P, G, €) mit den FEigenschaften A1 — A3
heifst affine Ebene.

Lemma 1.1 Ist A = (P, G, €) eine affine Ebene, so gilt:
a) Die ||-Relation ist eine Aquivalenzrelation. b) |P| > 4.

1.2 Affine Koordinatenebene iiber IR bzw. Schiefk6rper K

Definition 1.5 Flir
P =1R?,
G = {{(z,y) € R* | ax + by + ¢ = 0} | (0,0) # (a,b) € R*}
={{(z,y) eR? | y=maz+d} | mdecR}U{{(z,y) ER | z=c} | ce R}
heifft A(R) := (P, G, €) reelle affine Koordinatenebene.

Verallgemeinerung:

Definition 1.6 FErsetzt man IR durch einen beliebien Korper oder Schiefkorper K,
so ist die Inzidenzstruktur A(K) immer noch eine affine Ebene.
A(K) heifit affine Koordinatenebene iiber K.



1.3 Kollineationen von A(K)

Definition 1.7 Es sei A = (P, G, €) eine affine Ebene. Eine Permutation k von
P, die eine Permutation von G induziert heiffit Kollineation von A.
KollA := Menge der Kollineationen von A.

Bemerkung: Bei einer Kollineation bleibt || erhalten.

Satz 1.1 Ist k eine Kollineation von A(K), dann gibt es a,b,c,d, s,t € K und einen
Automorphismus o von K so, dafs

(x> <aoz(x) + ba(y) + 3>

K : —

Yy ca(z) + da(y) +t

Satz 1.2 (IR, +,-) besitzt nur die Identitit als Automorphismus.

Definition 1.8 FEine Kollineation k von A(K) heifit Affinitat, wenn « = id ist.
Aff(A(K)) :=Menge der Affinititen von A(K).

Satz 1.3 a) Aff(A(K)) ist eine Gruppe.
b) Aff(A(K)) operiert auf den Tripeln nicht kollinearer Punkte scharf transitiv (d.h.
zu Py, Py, Ps, Q1, Qa, Q3 gibt es genau ein ¢ € Aff(A(K)) mit o(P;) = Q;,i=1,2,3).

Definition 1.9 Es sei k eine Kollineation einer affinen Ebene A.

a) k heifit Dilatation, wenn jede Gerade g zu ihrem Bild parallel ist: g || k(g).
A := Menge der Dilatationen.

b) ... Translation , wenn k fizpunktfreie Dilatation ist.
T := Menge der Translationen.

c¢) ... Streckung am Punkt P, wenn x Dilatation mit Fizpunkt P ist.
Ap := Menge ...

d) ... Streckung an der Gerade ¢ in Richtung der Gerade h }f g, wenn k die Gerade
g punktweise festlifit und k(h) = h ist.
2gn = Menge ...

e) ... Scherung an der Gerade g, wenn k die Gerade g punktweise und jede Pa-
ralelle zu g als Ganzes festlifst.
2 = Menge ...

Lemma 1.2 Flir die Dilatationen A einer affinen Ebene A gilt:
a) A ist eine Gruppe.
b) 6€ A, PeP, P#(P)= PVJiP) ist fix.
c¢) Eine Dilatation mit zwei Fizpunkten ist die Identitdt.

c) Eine Dilatation ist durch die Bilder zweier Punkte eindeutig bestimmdt.



Lemma 1.3 FEs sei A eine affine Ebene, T die Menge der Translationen.

o) TeT, 7#id, Q# PP =PV7(P)| QVT(Q).
(1 ist durch P — 7(P) eindeutig bestimmt.)

b) T ist Normalteiler von A.

Beispiele in A(K):

)
2. (x,y)" — (z,dy)", 0#d € K Streckungen an x-Achse
3. (z,y)' — (az,y)’, 0#£a € K Streckungen an y-Achse
4. (z,y)" — (az,ay)’, 0 £a € K  Streckungen am Punkt (0,0)
5. (z,y)T — (z +by,y)T, b€ K Scherungen an x-Achse
6. (z,y)T — (z,cx +y)T, ce K Scherungen an y-Achse

Lemma 1.4 Fir A(K) gilt:
a) Ap, Xy und X, sind Untergruppen von KollA.
b) T ist transitiv auf P. T ist kommutativ.
c) Ap ist transitiv auf g \ {P}, g Gerade durch P.

d) Yy ist transitiv auf k \ g, wobei k Gerade und k || h ist.

6) A=TU U APZTA(O,O).

PeP
Lemma 1.5 Fir A(K), K Kérper gilt:
a) Ap, P € P ist kommutativ.

b) Xgn, g,h € G, ist kommutativ.

Definition 1.10 Es sei A=A (K). Fiir 3 kollineare Punkte A, B, P mit AP = tPB
heifit die Zahl t das Teilverhiltnis [AP : PB].

Lemma 1.6 FEine Affinitit von A (K) lafst das Teilverhdltnis invariant.



1.4 Der Satz von DESARGUES, der Satz von PAPPUS

Satz 1.4 (DESARGUES) Es sei A=A (K), (K Schiefkorper).

Sind Z,A, A", Z,B,B', Z,C,C" drei Tripel kollinearer Punkte auf drei verschiedenen
Geraden durch Z und ist

AVBI|AVB, BvVC|BvVvVC, soauh AVCI|AVC.

Abbildung 1: Der Satz von DESARGUES

Bemerkung:

Eine affine Ebene A, in der der Satz von DESARGUES fiir alle Konfigurationen gilt,
148t sich als A(K) iiber einem Schiefkérper K beschreiben. Solch eine Ebene heifit
deshalb desarguessch.

Satz 1.5 (PAPPUS) Es sei A=A(K), K Kérper (!!).

Liegen die Ecken eines Sechsecks Py, (QQs, P, Q1, P», Q3 abwechselnd auf zwei Geraden
g, h, jedoch keine auf beiden, und sind zwei Seitenpaare parallel, so ist auch das dritte
Seitenpaar parallel.

Abbildung 2: Der Satz von PAPPUS

Bemerkung:

Eine affine Ebene A, in der der Satz von PAPPUS fiir alle Konfigurationen gilt, 1453t
sich als A(K) iiber einem Korper K beschreiben. Solch eine Ebene heifit deshalb
pappussch.



2 Die projektive Ebene iiber einem Koérper K

2.1 Definition einer projektiven Ebene

Definition 2.1 Es sei A = (P, G, €)eine affine Ebene.
P=PU{l;, |l9eG}, P:={guly [9eG} U{|, |g€G},
9oo ={llg 1 9€G}

Peg fallsPeP,geG
Prg:={gell, falsP=|,

e, falls P € goo, § = goo
A = (P,G,I) heifit projektive Erweiterung von A.

Grundlegende Inzidenzeigenschaften von A:

P1: Zu P # Q € P gibt es genau eine Gerade g mit P, Q7.

P2: Zu g # h € G gibt es genau einen Punkt P mit PIg, h.

P3: Es gibt wenigstens 4 Punkte, von denen keine drei auf einer Gerade liegen.

Definition 2.2 FEine Inzidenzstruktur B := (P, G, €) mit den Eigenschaften P1-P3
heif§t projektive Ebene.

Definition 2.3 Es sei P = (P, G, €) eine projektive Ebene. Fine Permutation k
von P, die eine Permutation von G induziert heifit Kollineation von ‘.

KollB:= Menge der Kollineationen von 3.

Lemma 2.1 st P = (P, G, €) eine projektive Ebene und g € G, so ist
q:;g = (P97Gg7€) mit Pg Z:P\g, Gg = {h\g | g%h € G};
eine affine Ebene. g heifst Ferngerade von B,,.

2.2 Projektive Ebene iiber einem Korper K

Definition 2.4 FEs sei K ein Korper und
P, := K2UK U {0}, oo ¢ K,
Gi:= {{(z,y) € K? |y =ma+dyU{(m)} | m,d € K}
U {(z,y) e K2 |z =ctU{oo} | ce K} U {(m) | m € K} U {oo}
goo = {(m) | m € K} U {00}
PBi(K) = (P1,Gy, €) heifft inhomogenes Modell der projektiven Ebene tiber dem
Koérper K.

Definition 2.5 Es sei K ein Korper, V. der Vektorraum K* and 0 := (0,0,0)7,
P, := {I-dim. Unterriume von V} ={< &> |0#T €V},
wobei < T > der von T aufgespannte Unterraum ist.
Gy := {2-dim. Unterrdume von V}

= {{< (21,29, 73)" > € Py | azy + bxo + cx3 =0} | 0 # (a,b,¢)” € K3}.
Po(K) := (Pg, Go, €) heifst homogenes Modell der projektiven Ebene tiber K.

Satz 2.1 Py (K) und Po(K) sind isomorphe projektive Ebenen.

Bemerkung:
PB1(K) und Po(K) sind auch fiir einen Schiefkoérper K isomorphe projektive Ebenen.



2.3 Kollineationen von P;(K) und Py(K)

Satz 2.2 Jede Kollineation einer affinen Ebene A ldsst sich eindeutig zu einer Kol-
lineation der projektiven Erweiterung A von A fortsetzen.

Lemma 2.2 Jede Kollineation k von A(K) ldsst sich zu einer Kollineation § von
PB1(K) unf damit auch von Pa(K) fortsetzen. & wird in Po( K) (homogenes Modell)
von einer semilinearen Abbildung induziert. Ist k eine Affinitdt, d.h. o = id, so wird
R in Po(K) von einer linearen Abbildung induziert.

Lemma 2.3 Jede bijektive lineare Abbildung ¢ von K? induziert eine Kollineation
O von Po(K) (und damit auch von P1(K)).

Definition 2.6

GL(3,K) = {M | Mist 328 -Matriz iber K,det M # 0}
PGL(3,K) = {om | em: von M induzierte Koll. in Po(K), M € GL(3,K)}

Die Elemente von PGL(3, K) heiffen projektive Kollineationen oder Projektivitaten.

Lemma 2.4 FEs gilt: PGL(3,K) = GL(3,K)/Z, wobei
Z ={\E | 0# X € K, E : 323-Einheitsmatriz}
(Z ist das Zentrum der Gruppe GL(3,K).)

Definition 2.7 Vier Punkte einer projektiven Ebene heiffen in allgemeiner Lage,
wenn keine 3 kollinear sind.

Lemma 2.5 Sind A, B,C, D vier Punkte (aus P2(K)) in allgemeiner Lage, so lifst
sich immer eine Koordinatentransformation so durchfiihren, dass

A=<(1,0,00" >, B=<(0,1,00" > C=<(0,01)"> D=<(1,1,1)" >.
Folgerungen:

Lemma 2.6 a)Sind Py, Py, Ps, Py und Q1,Q2, Q3, Q4 jeweils Punkte von Po(K) in
allgemeiner Lage, so gibt es genau eine Projektivitit m € PGL(3, K) mit m(P;) = Q;
firi=1,..,4, d.h. PGL(3, K) operiert scharf 4-fach transitiv. b) Fine Projektivitit
m, die vier Punkte in allgemeiner Lage festlafit, ist die Identitdt.

Lemma 2.7 Wahit man in Po(K) (oder P1(K)) eine beliebige Gerade g, so ist die
affine Ebene B, 4 (s.0.) mit g als Ferngerade zur affinen Ebene A(K) isomorph.

Definition 2.8 a) SL(3,K) = {M € GL(3,K) | det M = 1}  heifit spezielle
lineare Gruppe.
b) PSL(3,K)={pm | M € SL(3,K)}  heifit spezielle projektive Gruppe.

Satz 2.3 Es sei T'L(3,K) = {7 | v bijektive seminlineare Abbildung von K3}.
(Y(AE) = a(MN)y(Z) fir X € K, € K® a: Automorphismus von K .)

Jede Kollineation k von Bo( K) wird von einer semilinearen Abbildung v € T'L(3, K)
induziert.

PT'L(3, K) := {von ~ induzierte Koll. | v € I'L(3, K)}.

Satz 2.4 Fir K =R gilt: PSL(3,R) = PGL(3,R) = PTL(3,IR).



2.4 Zentralkollineationen

Definition 2.9 FEine Kollineation T einer projektiven Ebene 3, die das Geradenbiischel
eines Punktes Z elementweise festldfst, heifst Zentralkollineation oder Perspektivitét
und Z das Zentrum von 7.

Lemma 2.8 a) Es sei m # id eine Zentralkollineation der projektiven Ebene 3 mit
dem Zentrum Z. Dann gibt es eine Gerade a, die m punktweise festlifit und a U{Z}
ist die Fizpunktmenge von . a heifst Achse von m und 7 eine (Z, a)-Persektivitit.
Ist z ¢ a, so heifit m Homologie, ist z € a, so heifst m Elation.

b) Eine Zentralkollineation ist durch ihr Zentrum Z, Achse a und ein Paar Punkt-
Bildpunkt eindeutig bestimmt.

Lemma 2.9 FEs sei ‘P eine projektive Ebene, m eine (Z,a)—Perspektivitit und k eine
beliebige Kollineation. Dann ist kmk™" eine (k(Z), k(a))—Perspektivitt.

Lemma 2.10 Ist 7 eine (Z, a)—Perspektivitit # id und k eine Kollineation mit
7wk = km, dann gilt: K(Z) = Z und k(A) = A fir A € a.

2.5 Das Dualitatsprinzip

Definition 2.10 Es sei & := (P, G, I) eine Inzidenzstruktur, P* .= G, G* := P
und I* C G x P mit:

Firge G, PeP qilt: gI"P & Plg.

S = (P*,G*, I*) heifst die zu & duale Inzidenzstruktur.

Lemma 2.11 Die zu einer projektiven Ebene B duale Inzidenzstruktur B* ist eine
projektive Ebene. SP* heifft die zu B duale projektive Ebene.

Definition 2.11 FEs sei B eine projektive Ebene. Fine Kollineation von B auf P*
heifst Dualitét.
Fine Dualitit m von P auf PB* heifit Polaritit, wenn aus X € n(Y) folgt Y € w(X).

Bemerkung: a) Nicht jede projektive Ebene ist isomorph zu ihrer dualen Ebene.
b) Allerdings: Jede projektive Ebene B;(K) ist isomorph zu ihrer dualen Ebene.

Satz 2.5 FEs sei S eine Aussage tiber eine projektive Ebene B, die mit den Axiomen
P1, P2, P3 bewiesen werden kann. Dann ist die duale Aussage D, die aus S durch
Vertauschen der Worte

Punkt < Gerade, liegt auf < geht durch,  kollinear < kopunktal,

schnetden < verbinden,

entsteht eine wahre Aussage von L.

2.6 Die Siatze von DESARGUES und PAPPUS in einer pro-
jektiven Ebene

Satz 2.6 (DESARGUES) In Bi(K) gilt:

Sind Z,A, A", Z,B,B', Z,C,C" drei Tripel kollinearer Punkte auf drei verschiedenen
Geraden durch Z und st

U:=(AVB)ANA'VEB), V.=(BVC)ANB'VC), W:=(AVC)AN A"V,

so gilt U,V.W sind kollinear.



Satz 2.7 (dualer DESARGUES) In B;(K) gilt:

Sind z,a,d’, z,b,b, z, ¢, drei Tripel kopunktaler Geraden und
u:=(aVb)A(@V), vi=0bVc)ANV V), w:=(aVec)A(d V),
so gilt w,v,w sind kopunktal.

Satz 2.8 (PAPPUS) In P;(K) gilt:

Liegen die Ecken eines Sechsecks Py, QQa, P3, Q1, P», Q3 abwechselnd auf zwei Geraden
g, h, jedoch keine auf beiden, und ist

U .= (Pl\/Qz)/\(PQ\/Ql), V.= (PgVQg)/\(Pg\/QQ), W .= (Pg\/Ql)/\(Pl\/Qg),
so qilt: U, V., W sind kollinear.

Satz 2.9 (dualer PAPPUS = THOMSEN) In B,(K) gilt:

Gehen die Geraden eines Sechsseits p1, g2, P3, q1, P2, @3 abwechselnd durch zwei Punkte
G, H, jedoch keine durch beide, und ist

w:=(P1Va)AN@P2Va), vi=@Va)A@PsVae), w=((psVa)A(pVae),

so gilt: u,v,w sind kopunktal.

2.7 Transitivititseigenschaften

Lemma 2.12 [n einer projektiven Ebene *B gilt:

a) Die (Z,a)-Homologien (—Elationen) mit festem Zentrum Z und fester Achse a
bilden eine Gruppe H(Z,a) (bzw. E(Z,a)).

b) Die Elationen mit fester Achse a (bzw. Zentrum Z ) bilden eine Gruppe E(a) (bzw.

E(Z)).

Definition 2.12 FEs sei P = (P, G, €) eine projektive Ebene, Z € P,a € G. Die
Gruppe der (Z,a)—Perspektivititen heifit linear transitiv, wenn es zu jedem Punkt
P ¢ {ZYyUaund Q € PV Z\ ({Z} Ua) eine (Z,a)—Perspektivitit © gibt mit
m(P) = Q.

Lemma 2.13 In B,;(K) gilt:

a) Die (Z,a)-Homologien (—Elationen) mit festem Zentrum Z und fester Achse a
sind linear transitiv.

b) Die Elationen mit fester Achse a (bzw. festem Zentrum Z ) operieren transitiv auf

P\ a.

Lemma 2.14 In PB;(K) gilt:

a) Die von den Elationen erzeugte Kollineationsgruppe Kollg ist “dreieckstransitiv”.
b) Die von den Homologien erzeugte Kollineationsgruppe Kolly ist gleich der Gruppe
IT der Projektivititen, falls |K| > 3.



2.8 Perspektive und projektive Abbildungen von Geraden

Definition 2.13 FEs sei B eine projektive Ebene, g # h zwei Geraden und Z ¢ gUh
ein Punkt. Dann heifit die Abbildung

)=
TNYX = @ZvX) A
FEine Abbildung einer Gerade g auf eine Gerade | heifst projektiv, wenn sie Produkt
von endlich vielen perspektiven Geradenabbildungen ist.

eine perspektive Abbildung von g auf h mit Zentrum Z.

Lemma 2.15 Es sei P eine projektive Ebene, g, h zwei Geraden und Il,, die Menge
der projektiven Abbildungen von g auf h, Dann gilt:

a) Iy, operiert 3-fach transitiv.

b) I1,, ist eine Gruppe.

2.9 Das Doppelverhiltnis in B;(K)
Definition 2.14 Fiir vier Punkte A; : a; = T + a;7,1 = 1,2, 3,4, von A(K) heifst

as —ay a4 —a

(A1,A2|A3,A4) =

a3 — as 'CL4—(12

das affine Doppelverhéltnis von Ay, Ay, Az, Ay.

Definition 2.15 Fir vier Punkte A; =< a;a + bib > 1 = 1,2,3,4, der projektiven
Gerade g = {< ad +bb > | (a,b) # (0,0)} heifst

(lgbl — a1b3 a461 — CL1b4

Ay, Ag|As, Ay) = ;
(4, 42l A, 4) azby — asbs  asby — asby
das Doppelverhéltnis von Ay, Ay, A3, Ay.

(Fir b; = 1 erhdlt man das affine DV.)

Lemma 2.16 (A, As|As, Ay) hingt nur von den Punkten Ay, ..Ay ab, d.h. bei einer
Koordinatentransformation oder beim Ubergang zu einer inhomogenen Beschreibung
bleibt das DV invariant.

Sonderfall: Fir Ay =< a >, Ay =< b > Az =< d+ b > Ay =< zad + b > ist
(Al, A2|A3, A4) = X.

Lemma 2.17 a) Das Doppelverhiltnis (in B;(K)) ist bei projektiven Kollineationen
invariant. b) Das Doppelverhdltnis (in B;(K) ) ist bei projektiven Geradenabbildungen
mvariant.

Satz 2.10 (Fundamentalsatz) In der projektiven Ebene P;(K) (K: Korper !) ist die
Menge 11y, von projektiven Abbildungen einer projektiven Gerade g auf eine Gerade
h scharf 3-fach transitiv.

Lemma 2.18 Ist in einer projektiven Ebene P die Menge der projektiven Abbildun-
gen 1y, einer Gerade g auf eine Gerad h scharf 3-fach transitiv, so ist eine Abbildung
m € Iy, mit g A h als Fizpunkt perspektiv.



Satz 2.11 FEine projektive Ebene B ist genau dann pappussch, d.h. isomorph zu
einer projektiven Ebene P;(K) mit K : Kérper, wenn fir je zwei Geraden g,h die
Menge 114, scharf transitiv operiert.

Definition 2.16 Fiir 4 Geraden g1, 9s2,93,94 durch einen Punkt Z und Geraden
g,h nicht durch Z seien A; = g A g;,B; = h A g;. Dann gilt (A1, As|As, Ay) =
(B1, B2|Bs, By) und (g1, 92193, 94) := (A1, A3 As, Ay) heifst das Doppelverhéltnis der
Geraden g1, g2, 93, ga.

2.10 Die projektive Gerade iiber einem Korper

Definition 2.17 FEs sei K ein Korper. Dann heifst

a) &y = {< | ¥ e K% & # 0} homogene Darstellung der projektiven Gerade
tber K.

b) & :={x | x € K} U{oco} inhomogene Darstellung der projektiven Gerade iiber
K.

Definition 2.18 GL(2, K) := Gruppe der requldren 2 x 2 Matrizen tiber K.
PGL(2,K) := von GL(2, K) induzierte Permutationsgruppe von ;.

Definition 2.19 Die Wirkung von o € PGL(2, K) mit M, = < CCL z ) auf & ist:

xr— < cr+d
00, falls cx +d =0,
und heif$t gebrochen lineare Abbildung

ar +b a
—, fall 0
falls cx +d # 0 und oo—>{c falls ¢ #

oo, falls ¢ = 0.

Lemma 2.19 Die Gruppe PGL(2, K) operiert scharf 3-fach transitiv auf & bzw.
&;.

Lemma 2.20 In B,;(K) ist jede Gruppe 11, von projektiven Abbildungen einer Ge-
raden g auf sich isomorph zu PGL(2, K).

Eigenschaften von PGL(2, K):

Lemma 2.21 Fin Element o € PGL(2,K) mit M, = ( (i 2 > ist genau dann
eine Involution, d.h. o? = id, o # id, wenn a +d = 0 ist.

Lemma 2.22 Vertauscht m € PGL(2, K) zwei Punkte, so ist m eine Involution.

2.11 Harmonische Punkte in 3;(K), Char K # 2

Definition 2.20 Vier Punkte A, B,C,D einer Gerade g in P;(K), Char K # 2,
heiffen harmonisch, wenn (A, B|C,D) = —1 ist.
Bezeichng.: H(A, B;C, D)

Lemma 2.23 Aus H(A, B;C, D) folgt H(A,B; D,C), H(C,D; A, B).

Lemma 2.24 FEs gilt H(A, B; C, D) genau dann, wenn es zu jeder Gerade a # AV B
durch C eine involutorische Zentralkollineation o mit Achse a durch C und Zentrum
D gibt, die A und B vertauscht.



Lemma 2.25 Aus H(A, B;C, D) folgt: Es gibt genau eine Involution 7 in Iy, g =
AV B, mit 1(A) = B,n(B) = A,n(C) = C,n(D) = D.

Lemma 2.26 In B,;(K) sind vier Punkte A, B,C, D einer Gerade g genau dann in
harmonischer Lage, wenn es ein Viereck Py, Py, P3, Py gibt, so dafs
A = (P1VP2)A(P3VP4)7 B = (PQ\/Pg)/\(P4\/P1), C = (Pl\/Pg)/\g, D= (PQ\/P4)/\g

3 Kegelschnitte in pappusschen projektiven
Ebenen

Definition 3.1 Es sei K ein Korper. In Bo(K) sei

ky = {< (21,29, 23)" > | my29 = 23}.

(In P (K) ist by {(2) |y = Lox £ 0} U {(0), (s0)}.)

Jedes Bild von ki unter einer Kollineation von PBo(K) heifft nicht ausgearteter Ke-
gelschnitt.

Definition 3.2 ky := {< (21,72, 23)" > | zow3 = 23},

In Py (K) ist ky: {@) |y =22} U{(0)}.

Lemma 3.1 Die n.a. Kegelschnitte in B;(K) sind projektiv dquivalent zu ki (oder
ky). (D.h., sie sind durch eine projektive Kollineation ineinander tiberfihrbar.)

Lemma 3.2 Die projektiven Kollineationen in B1(K) mit

I (0) = (o o) #0 0(0)= (1)

bilden ky = {(}) | y = 2*} U{(c0)} auf sich ab.

Lemma 3.3 Es sei k ein n.a. Kegelschnitt (in PB;(K) ).

a) Die Gruppe Iy, der projektiven Kollineationen, die k invariant lassen, operiert auf
der Punktmenge k 3-fach transitiv.

b) Fine Gerade g hat mit k entweder keinen Punkt oder einen Punkt oder zwei Punkte
gemeinsam. Im ersten Fall heifit g Passante im zweiten Fall Tangente und im dritten
Fall Sekante.

In jedem Punkt von k g¢ibt es genau eine Tangente.

Lemma 3.4 a) Ein n.a. Kegelschnitt k in B1(K) mit (0), (00),(1,1) € k und (0,0)
ist der Schnittpunkt der Tangenten in (0) und (00), ist der Kegelschnitt k;.

b) Ein n.a. Kegelschnitt k in P1(K) mit (00),(0,0),(1,1) € k und (0) Schnittpunkt
der Tangenten in (0,0) bzw. (c0) ist k.

c) Ein n.a. Kegelschnitt ist durch 3 Punkte und die Tangenten in 2 Punkten davon
eindeutig bestimmit.

d) Iy ist scharf 3-fach transitiv.

Definition 3.3 FEine Punktmenge o in einer projektiven Ebene B heifst Oval, wenn
(1) eine beliebige Gerade mit o hichstens 2 Punkte gemeinsam hat,
(2) in jedem Punkt P € o genau eine Tangente (Gerade g mit g| No| = 1) existiert.

Lemma 3.5 FEin n.a. Kegelschnitt ist ein Ouval.



Lemma 3.6 Fliir ein Oval 0 in einer endlichen projektiven Ebene B der Ordnung n
(d.h.: jede Gerade hat n+ 1 Punkte) gilt:

a) o] =n+1.

b) Falls n ungerade ist, gehen durch jeden Punkt keine oder 2 Tangenten.

c¢) Falls n gerade ist, gehen alle Tangenten durch einen Punkt N, den Knoten von
0.

Lemma 3.7 Im Foll CharK = 2 hat ein n.a. Kegelschnitt einen Knoten, d.h. alle
Tangenten gehen durch einen Punkt.

Lemma 3.8 FEin Oval o in einer projektiven Ebene B ist genau dann ein n.a. Ke-
gelschnitt, wenn es zu jedem Punkt P ¢ o einer Sekante s eine involutorische Zen-
tralkollineation op gibt, die o invariant ldfst und P als Zentrum hat.

Lemma 3.9 (Hyperbelviereck)
Es sei K ein Korper und P; = (x;,v;), i=1,...4, vier Punkte der affinen Ebene A(K)
mit x; # g, Y; 7 yYr fir 1 # k. Dann gilt:
Py, Py, Ps, Py liegen genau dann auf einer Hyperbel y = —% +c, wenn keine 3 kollinar
liegen und

(ya —y1)(@a —x2)  (y3 — 1) (@3 — 22)

(24 — 1) (Y2 — ¥2) (23 — 1) (Y3 — ¥2)

15t.

Satz 3.1 (PASCAL)

Es sei o ein Oval in einer pappusschen projektiven Ebene P (B;(K)). o ist genau
dann ein n.a. Kegelschnitt, wenn gilt:

Ist P\, Py, P3, Py, Ps, Pg ein beliebiges Sechseck auf o, so sind die Punkte

P, = (PIVP)N(PyVPy), Py:=(PIVE)N(PsVPE), Py:=(PoVPs)\(P3VPFs)
kollinear.

Lemma 3.10 (Parabelviereck)

Es sei K ein Korper und P, = (x;,y;), i=1,...4, vier Punkte der affinen Ebene A(K)
mit x; # xy firi # k. Dann gilt:

Py, P, Py, Py liegen genau dann auf einer Parabel y = ax?® + bx + ¢, wenn keine 3
kollinar liegen und

Ys—n  Ya—Y2  Ys— Y1 Y3 — Y2
Ty — T Ty — T T3 — I T3 — T2

1st.

Satz 3.2 (5-Punkte PASCAL)

Es sei o ein Oval in einer pappusschen projektiven Ebene B (B;(K)). o ist genau
dann ein n.a. Kegelschnitt, wenn gilt:

Ist Py, Py, P3, Py, P5 ein beliebiges Fiinfeck auf o und ser PV Py die Tangente in Py,
so sind die Punkte

PGI:(Pl\/Pl)/\(PQ\/P4), P7Z:(P1\/P5)/\(P3\/P4>, PgZ(PQ\/P5)/\(P3\/P1)
kollinear.



Satz 3.3 (4-Punkte PASCAL)

Es sei 0 ein QOuval in einer pappusschen projektiven Ebene SB. o ist genau dann ein
n.a. Kegelschnitt, wenn gilt:

Ist Py, ..., Py ein beliebiges Viereck auf o und ist P,V Py bzw. Py V Py die Tangente
an o in Py bzw. Py, so sind die Punkte

Ps = (PLVP)N(PV Py), Ps:=(PIVE)AN(PVE), Pri=(PVE)A(PV Ps)
kollinear.

Satz 3.4 (3-Punkte PASCAL)

Es sei 0 ein Oval in einer pappusschen projektiven Ebene P iber einem Korper der
Char # 2 . o ist genau dann ein n.a. Kegelschnitt, wenn gilt:

Ist Py, Py, P3 ein beliebiges Dreieck auf o und ist P; V P; die Tangente an o in P;, so
sind die Punkte

P42:<P1\/P1)/\(P2\/P3), P5Z:(P2\/P2)/\(P1\/P3>, PﬁZ(Pg\/P3>/\(P1\/P2)
kollinear.

Satz 3.5 (Perspektive Dreiecke)

Es sei o ein Oval in einer pappusschen projektiven Ebene B iber einem Korper der
Char # 2 . o ist genau dann ein n.a. Kegelschnitt, wenn gilt:

Ist Py, Ps, P3 ein beliebiges Dreieck auf o und ist t; die Tangente an o in P;, so sind
die Punkte

Ql = tg/\tg, QQ —- t3/\t1, Qg = tl/\tg

nicht kollinear und die Geraden P;V Q;,i = 1,2,3, kopunktal. (D.h. das Dreieck
Py, Py, Py liegt zu dem Dreieck QQq, Q2, Q3 perspektiv.)

Satz 3.6 (SEGRE)
Es sei P eine pappussche projektive Ebene ungerader Ordnung. Es gilt: Jedes
Oval in P ist ein n.a. Kegelschnitt.

Satz 3.7 (STEINER)

Es sei B eine pappussche projektive Ebene, U,V zwei Punkte und B(U) bzw. B(V)
das geradenbiischel in U bzw. V, 7 sei eine Bijektion von B(U) auf B(V') mit
Tr(UVV)£UVV.

o:={gNmn(g) | g€ B(U)} ist genau dann ein n.a. Kegelschnitt, wenn gilt:

7 ist eine projektive, aber nicht perspektive, Abbildung von B(U) auf B(V').

4 Projektive Raume

Definition 4.1 Es sei K ein Korper und V (K) ein Vektorraum iiber K. Ist 0 # p €
V(K) so heifit < p>={Ip,A€ K} (1-dim. Unterraum) Punkt.

Sind P, =< p; >,1 =1, ....m Punkte, so heifst

< Phy s D > =D b | A € K}

der von Py, ...P,, aufgespannte projektive Unterraum. Sind pi, ..., p,, linear unabhdngig,
so heifst m — 1 die Dimension von < pi, ..., pm >.

Ist U; := Menge der i-dimensionalen projektiven Unterrdume, so heifst die Struktur
B := (Uy, Uy, ..., C) projektiver Raum.

Ist V.= K" so0 heifit n die Dimension von B.

Bez.:  P"(K) proj. Raum tber K.



5 Quadriken in projektiven Riumen

Definition 5.1 FEs set K ein Kirper, V ein Vektorraum tiber K.
FEine Abbildung p von V in K mit

(Q1:) p(\Z) = N?p(Z) fir\e K, T€V.

(Q2:) f(Z,7) = p(Z+Y) — p(Z) — p() ist eine Bilinearform.
heifst quadratische Form.

Definition 5.2 a) Q,:= {< > | Z#0,p(Z) =0}  heifft Quadrik in P (K).
b) Ist P =<p > ein Punkt in B (K), so heifit
Pt:={<7Z>eP | f(p,?) =0} Polarraum von P.

Lemma 5.1 Ist g eine Gerade von B"(K), so gilt entweder
a) gNQ, =0 und g heifit Passante  oder

b) g C Q, und g heifit Tangente  oder

c) lgNQ,| =1 und g heifit Tangente  oder

d) l[gNQ,| =2 und g heifft Sekante.

Lemma 5.2 Ist P € 9, und g eine Gerade durch P, so gilt:
g ist genau eine Tangente (an Q,), wenn g C P*.

Lemma 5.3 a) R, :={P € P | P- =P} st ein (proj.) Unterraum.
R, heift f-Radikal von Q,,.

b) &, :=MR,NQ, ist ein (proj.) Unterraum.

S, heifst singulédres Radikal.

c¢) Fall Char K # 2 ist, gilt R, = S,,.

Definition 5.3 Eine Quadrik Q, heifit nicht ausgeartet, wenn &, = (.



