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Einleitung:

Eine affine Ebene ist aufgrund der Parallelitatsrelation auf der Menge der Geraden keine
homogene Struktur (gewisse Geraden schneiden sich, andere schneiden sich nicht). Diese
Inhomogenitat 1at sich durch den Ubergang zum projektiven Abschlufl beseitigen (In
einer projektiven Ebene schneiden sich je zwei Geraden !). Die Inhomogenitét beziiglich
der Beschreibung (eigentlicher Punkt, Fernpunkt) kann schlielich fiir desarguessche Ebe-
nen durch ein raumliches Modell auch noch ausgeraumt werden.

Wir gehen jetzt von der reellen euklidischen Ebene aus und fassen die Menge der Ger-
aden und die Menge der Kreise zu einer Blockmenge zusammen. Diese Konstruktion
liefert eine sehr inhomogene Inzidenzstruktur. Denn durch je zwei Punkte gehen genau
eine Gerade und beliebig viele Kreise. Der Trick, mit dem man diese Inzidenzstruktur
in eine homogene Geometrie einbettet, ist die folgende Idee: Man fiige der Punktmenge
der reellen Ebene einen weiteren Punkt oo hinzu. oo soll mit jeder Geraden inzidieren.
Jetzt ist ein Block durch genau drei Punkte eindeutig bestimmt. Diese “homogenisierte”
Geometrie nennt man klassische Mobius-Ebene.
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Figure 1: 2d— und 3d-Modell einer Moebius-Ebene

Die noch bestehende Inhomogenitit der Beschreibung (Geraden, Kreise) 148t sich durch
ein raumliches Modell beseitigen. Denn mittels einer “stereographischen Projektion”
(vgl. §3) zeigt man, daf die klassische M&bius-Ebene zur Geometrie der ebenen Schnitte
(Kreise) einer Kugel (im 3-dimensionalen reellen Raum) isomorph ist.

Analog zu den (axiomatischen) projektiven Ebenen nennt man eine Inzidenzstruktur,
die im “wesentlichen” dasselbe Inzidenzverhalten hat wie die klassische Mobius-Ebene,
(axiomatische) Mobius—Ebene (vgl. §3). Es gibt (wie zu erwarten) sehr viele M6bius-
Ebenen, die von dem klassischen Modell verschieden sind

Geht man von IR? aus und nimmt die Kurven der Form y = az? + bz + ¢ (Parabeln
und Geraden) als Blécke, so erweist sich folgende Homogenisierung als niitzlich: Man

nimmt zur Kurve y = az? + bz + ¢ noch den uneigentlichen Punkt (oo, a) hinzu, d.h. die
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Punktmenge besteht jetzt aus (RU{o0}) x R. Diese Geometrie der Parabeln nennt man
klassische Laguerre—Ebene (Sie wurde urspriinglich als die Geometrie der gerichteten
Geraden und Kreise formuliert, vgl. BE73. Beide Geometrien sind zueinander isomorph.).
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Figure 2: 2d— und 3d-Modell einer Laguerre-Ebene

Auch zur klassischen Laguerre-Ebene gibt es ein rdumliches Modell: Sie ist zur Geometrie
der ebenen Schnitte auf einem senkrechten Kreiszylinder (im IR*) isomorph (vgl. §4).
Eine Abstraktion fiihrt (wie bei der Mdbius-Ebene) zur (axiomatischen) Laguerre—
Ebene.

Geht man schlieBlich von IR? aus und nimmt zu den Geraden y = mz + d,m # 0,
noch die Hyperbeln y = %> + ¢,a # 0, als Blocke hinzu, so fithrt die folgende Idee zu
einer homogenen Inzidenzstruktur: Man fiige jeder Gerade den Punkt (oo, o0) und jeder
Hyperbel y = -% + ¢ die Punkte (b,00), (00, ) hinzu; d.h. die Punktmenge besteht
in diesem Fall aus (R U {oc})?. Diese Geometrie der Hyperbeln nennt man klassische
Minkowski—Ebene.

Figure 3: 2d— und 3d-Modell einer Minkowski-Ebene

Wie bei den klassischen Mobius— und Laguerre-Ebenen gibt es auch hier ein raumliches
Modell: Die klassische Minkowski—Ebene ist zur Geometrie der ebenen Schnitte auf einem



einschaligen Hyperboloid (nicht ausgeartete Quadrik vom Index 2) im 3-dimensionalen
reellen projektiven Raum isomorph (vgl. §5). Wie bei den ersten beiden Féllen gelangt
man dann zur (axiomatischen) Minkowski—Ebene.

Da die Blocke in jedem der drei Félle projektiv Kreise (nicht ausgeartete Kegelschnitte)
sind benutzt man als Sammelbegriff fiir diese Geometrien die Bezeichnung ebene Kreis-
geometrien. Das Wort eben soll andeuten, dafl es auch hoher dimensionale Mobius—,
Laguerre— und Minkowski-Ebenen gibt. Ferner ist zu beachten, dafl die hier behandelten
Kreisgeometrien von dem allgemeineren Standpunkt in BE73, S. 205, aus Kreisgeome-
trien “im engeren Sinn” sind.

Die wichtigsten Klassen der ebenen Kreisgeometrien werden iiber Korper mit Hilfe von
Kegelschnitten konstruiert. Deswegen wurde ein Paragraph iiber “ovale Kegelschnitte”
(8§2) mit aufgenommen. Um die zugehorigen rdumlichen Modelle dieser Beispielklassen
verstehen zu kénnen, wurde ein Anhang tiber Quadriken (§6) hinzugefiigt. Der Anhang
tiber Fastkorper (§7) ist zum Verstindnis einer groflen Klasse von Minkowski-Ebenen
wichtig.

Das vorliegende Skript richtet sich an Studenten, die eine Vorlesung iiber die Grundla-
gen der (linearen) Geometrie gehdrt haben und sich in das Gebiet der ebenen Kreisge-
ometrien einarbeiten mochten. Besonderer Wert wurde auf die Angabe von Beispielen
gelegt. Tieferliegende Resultate werden nur zitiert, um den Rahmen des Skriptes nicht
zu sprengen. Die zahlreichen Ergebnisse iiber Mobius-Ebenen in den Biichern von BENZ
(BE73) und DEMBOWSKI (DE68), die iiber eine Einfithrung hinausgehen, wurden nicht
iibernommen. Dem Leser sei in jedem Fall das Studium dieser Biicher empfohlen. Das
“Speermodell” der klassischen Laguerre-Ebene und die Darstellung einer miquelschen
Laguerre-Ebene iiber “duale Zahlen” (vgl. BE73) werden hier nicht besprochen, da die
meisten Betrachtungen iiber Laguerre-Ebenen auch ohne dies Beschreibungen auskom-
men.



