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Kapitel 1

Einleitung

1.1 Aufgabe der DARSTELLENDEN Geometrie

Das Ziel der Darstellenden Geometrie ist, Bilder von rdumlichen Gegenstéinden wie Hiauser, Maschi-
nenteile ... in einer Zeichenebene herzustellen. Dabei verwendet man hauptséchlich zwei Methoden:

I) Parallelprojektion.

Hierbei projiziert man die Objekte (Punkte, Kanten, Kurven,...) mit Hilfe paralleler Strahlen auf
eine Ebene (Bildtafel). Steht die Bildtafel senkrecht zu den Projektionsstrahlen, so spricht man von
senkrechter Parallelprojektion im anderen Fall von schiefer Parallelprojektion. Projiziert man schief
auf eine horizontale Ebene (z.B. x-y-Ebene), so nennt man diese Art Vogelperspektive. Bei einer
Kavaliersperspektive projiziert man schief auf eine senkrecht stehende Ebene.

Abbildung 1.1: Senkrechte PARALLELprojektion bzw. Vogelperspektive eines Wiirfels

IT) Zentralprojektion.

Dem Sehen dhnlicher ist die Zentralprojektion. Hier werden die Objekte mit Hilfe von durch einen
Punkt Z (das Zentrum oder der Augpunkt) gehende Strahlen zur Abbildung auf einer Bildtafel
benutzt.

Die Gestaltungsmoglichkeiten bei Zentralprojektion ist durch die Verwendung der zusétzlichen Pa-
rameter Augpunkt und Distanz (des Augpunktes zur Bildtafel) vielfiltiger. Arbeitet man mit Zirkel
und Lineal, so ist allerdings der Aufwand zur Erstellung einer Zeichnung auch wesentlich grofer.
Auch bei Verwendung eines Rechners mufi man den Vorteil von ”schénen” Bildern durch eine etwas



Abbildung 1.3: PARALLELprojektion einer Hiuserreihe

Abbildung 1.4: ZENTRALprojektion einer Hiuserreihe

lingere Rechenzeit erkaufen, da eine Zentralprojektion, im Gegensatz zu einer Parallelprojektion,
nicht durch eine lineare Abbildung beschrieben werden kann. In der Technik gibt man i.a. der senk-
rechten Parallelprojektion den Vorzug, da bei Parallelprojektionen Proportionen (Teilverhéltnisse)
erhalten bleiben.



1.2 Uber den Inhalt

Im Kapitel 2: Hilfsmittel werden zunéchst die Anforderungen formuliert, die wir an die zu verwen-
dende Graphik-Software stellen. Es wird die hier benutzte Datenstruktur eingefithrt und an einem
einfachen Beispiel (N-Eck) ihre Verwendung demonstriert. Die zugrunde liegende Programmierspra-
che ist PASCAL. Doch lassen sich alle Prozeduren ohne Miihe in andere Sprachen iibersetzen. Die
Ubersetzung in C kann sogar ”automatisch” mit einer geeigneten Software vorgenommen werden.
Ferner enthilt das Kapitel viele Grundroutinen aus der analytischen Geometrie.

In Kapitel 3 werden die Prozeduren fiir die senkrechte Parallelprojektion und die Zentralprojektion
besprochen.

Kapitel 4 zeigt wie man parametrisierte und ebene implizite Kurven darstellt.

Kapitel 5 enthélt einen Hiddenline-Algorithmus zur Darstellung von nicht konvexen Polyedern und
seine Anwendung auf parametrisierte Flichen.

Kapitel 6 enthilt einen Algorithmus zur Triangulierung von impliziten Flichen (siche Beispiele in
trisample.p), die dann mit dem Hiddenline-algorithmus aus Kapitel 5 visualisiert werden kénnen.

Alle zugehorigen PASCALprogramme sind iiber das Internet unter

http://www.mathematik.tu-darmstadt.de/~ehartmann

zu beziehen.

Installation des Programmsystems auf einem LINUX-Rechner:

1.
2.

download von cdgOgv.tgz

Auspacken tar xvfz cdgOgv.tgz erzeugt einen Ordner cdgOgv mit Unterverzeichnissen beispiele,
include, tools, units.
Der FREE-PASCAL-Compiler und gv miissen installiert sein.

Gehe in Ordner beispiele und fiihre den Befehl make aus (es werden die notwendigen units
erzeugt, das Beispiel n_eck und in tools das Programm pldv iibersetzt.

Ubersetzung eines Pogramms, z.B. tori_h.p: make tori_h
Start des Programms: tori_h

Eine PLD-Datei (z.B. n_eck.pld, s. graph_on(..) in Abschnitt 2.1.4) kann mit dem Programm
pldv

a) auf dem Bildschirm angezeigt werden: pldv n_eck.pld -a

b) eine Postscript-Datei erzeugt werden: pldv n_eck.pld -a -pps

b) eine eps-Datei erzeugt werden: pldv n_eck.pld -a -peps

(Alle Optionen von pldv sieht man mit pldv.)

Die fiir den Hiddenline-Algorithmus notwendigen Informationen a) Koordinaten der Punkte
b) Punkte in einer Facette (Polygon) kann man mit dem in flaech h_off.p enthaltenen UP
write nangles_to_offfile in eine OFF-Datei schreiben und mit dem freien Software-Paket
GEOMVIEW weiter bearbeiten. GEOMVIEW ist erhéltlich unter http://www.geomview.org.

Bemerkung:
Die urspriingliche Version von pldv stammt von A. Gorg.






Kapitel 2

Hilfsmittel

Wichtige Hilfsmittel der Computerunterstiitzten Darstellenden Geometrie stammen aus der Analy-
tischen Geometrie. Es miissen einfache Operationen, wie Summe von Vektoren, oder Schnitte, wie
Schnitt einer Gerade mit einem Kreis, berechnet werden. Hierfiir stehen keine Standardbefehle in
PASCAL zur Verfiigung, sodafl wir zunéchst entsprechende Unterprogramme bereitstellen miissen.

2.1 Aufbau eines Zeichenprogramms

Bevor wir auf konkrete Unterprogramme eingehen, werden héufig verwendete globale Konstanten,
Typen und Variablen definiert. Sehr wesentlich sind die Typen vt2d,vt3d,vts2d,vts3d, die 2-
bzw. 3-komponentige Vektoren bzw. Felder von solchen deklarieren.

2.1.1 Globale Konstanten: Datei ”geoconst.pas”

Die Datei ”geoconst.pas” enthilt die Konstante array_size, die fiir die in 2.1.2 erklidrten Typen
benutzt wird, die Zahlen 7,27, 5 und epsl, ... , eps8, die bei Abschétzungen niitzlich sind. Die
Konstanten black,... werden zum setzen von Farben (s.u.) verwendet.

array_size= 1000; {...20000 fuer Hiddenline-Alg.}

pi= 3.14159265358; pi2= 6.2831853; pih= 1.5707963;

eps1=0.1; eps2=0.01; eps3=0.001; eps4=0.0001;
eps5=0.00001; eps6=0.000001; eps7=0.0000001; eps8=0.00000001;
default=-1; black=0; blue=1; green=2; cyan=3; red=4; magenta=5; brown=6;
lightgray=7; darkgray=8; lightblue=9; lightgreen=10; lightcyan=11;
lightred=12; lightmagenta=13; yellow=14; white=15;

2.1.2 Globale Typen: Datei ”geotype.pas”

r_array = arrayl[0..array_size] of real;
i_array = array[0..array_size] of integer;
b_array = arrayl[0..array_size] of boolean;

vt2d = record x,y: real; end;

vt3d = record x,y,z: real; end;
vts2d = array[0..array_size] of vt2d;
vts3d = arrayl[0..array_size] of vt3d;

matrix3d= array[1..3,1..3] of real;



2.1.3 Globale Variablen: Datei ”geovar.pas”
null2d:vt2d; null3d:vt3d; {Nullvektoren}

{**fuer area_2d and curve2d:}
origin2d:vt2d;

{**fuer Parallel- und Zentral-Projektion:}

u_angle,v_angle, {Projektionswinkel}
rad_u,rad_v, {rad(u), rad(v)}
sin_u,cos_u,sin_v,cos_v:real; {sin-,cos- Werte von u, v}
elvt,e2vt,nOvt:vt3d; {Basis-Vektoren und}

{Normalen-Vektor der Bildebene}
{**fuer Zentral-Projektion:}

mainpt, {Hauptpunkt}
centre:vt3d; {Zentrum}
distance:real; {Distanz Hauptpunkt-Zentrum}

2.1.4 Anforderung an die Graphik-Software

Graphik-Software bietet heute sehr viel Komfort. Doch hiangt dieser Komfort stark von der verwen-
deten Software ab. Um die hier angegebenen Programme leicht auf den verschiedensten Systemen
zum Laufen zu bringen , wollen wir uns nur auf die folgenden 9 rechnerabhéngigen Befehle stiitzen.
Sie sind fiir LINUX in dem Paket cdg0 (cdg0/driver/xgeo.c) realisiert.

1. graph_on(ipl), ipl:integer, ruft die Grafik-Software und belegt die Vektoren null2d,
null3d mit Nullen;
ipl = 0 : Ausgabe nur auf dem Bildschirm,
ipl # 0 : es wird nach jedem Aufruf von draw_area(...) (s.u.) eine Datei name.pld angelegt,
in die alle Zeichenbefehle der aktuellen Zeichnung incl. Farben und Linienstérke geschrieben
werden. Mit dem Programm pldv 148t sich dann die Zeichnung noch einmal auf den Bildschirm
schicken oder eine POSTSCRIPT-Datei herstellen, die man anschliefend zu einem Drucker
schicken oder in TEX-Dokumente einbinden kann.

2. draw_area(width,height,x0,y0,scalefactor) 16scht den Bildschirm und legt eine Zeichen-
fliche mit einem rechtwinkligen Koordinatensystem fest.
origin2d = (x0,y0) ist eine globale Variable.
Alle Léngen werden in mm angegeben (real-Zahlen) !
1 mm soll auch auf dem Bildschirm als 1 mm erscheinen, falls scalefactor=1 gesetzt wird.
Falls eine Skalierung (Streckung am Koordinaten-Nullpunkt der Bildtafel) gewiinscht wird,
so muf} scalefactor entsprechend gewéhlt werden.

widin

height

Abbildung 2.1: Koordinatenursprung in der Zeichenfliche
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3. draw_end schlieit die Zeichnung ab. Falls eine neue begonnen werden soll, muf} zuerst wieder
draw_area aufgerufen werden.

4. graph_off verabschiedet die Zeichensoftware endgiiltig.

ZEICHENBEFEHLE:

5. pointc2d(x,y,style), x,y:real; style:integer,
markiert den Punkt (x,y) durch o falls style =0, + fallsstyle=1, ...
Fiir style = 10 oder 50 oder 100 erhélt man kleinere ausgefiillte Kreise zur Markierung von
Punkten.
point2d(p,style), p:vt2d; style:integer,
wie pointc2d, nur mit Hilfe des Typs vt2d des Punktes.

6. linec2d(x1,y1,x2,y2,style), x1,y1,x2,y2:real; style:integer,
zeichnet die Strecke (x1,y1)(x2,y2) und zwar so:
—— , falls style =0, ————— , falls style =1, —-—.—, falls style =2, .........
Die folgenden Befehle kénnen mit Hilfe von 1linec2d definiert werden.

(a) line2d(pl,p2,style), pl,p2:vt2d; style:integer,
wie 1linec2d, nur unter Verwendung des Typs vt2d fiir Anfangs- und Endpunkt.

(b) arrowc2d(x1,y1,x2,y2,style), x1,y1,x2,y2:real; style:integer
zeichnet einen Pfeil von (x1,y1) nach (x2,y2).

(c) arrow2d(pl,p2,style), pl,p2:vt2d; style:integer
zeichnet einen Pfeil von p; nach ps.

(d) curve2d(p,nl,n2,style), p:vts2d; style:integer,
zeichnet den Polygonzug durch die Punkte py1, .., Pn2-

Alle Langen und Koordinaten von Vektoren sind in mm (Millimeter) anzugeben!

7. new_color(color), color: integer,
setzt eine neue Farbe. Dabei werden die in TURBO-Pascal iiblichen Integercodes benutzt.
Z.B.: color = red. color = default setzt die Standardfarbe schwarz.

8. new_linewidth(factor), factor: real,
setzt eine neue Linienstédrke. factor=1 bedeutet normale Linienstéirke.

AUFBAU eines ZEICHENPROGRAMMS:

Packt man alle globalen Konstanten, Typen, Variablen und Prozeduren in ein wunit geograph, so
hat ein Zeichenprogramm die einfache Gestalt:

program name;
uses geograph;

const
type
var ...:Vts2d;
...:integer;
...:real;
{$i procs.pas} {weitere Prozeduren}

Ltk ok sk sk ok ok ok ok skok sk sk ok ok
begin {Hauptprogramm}
graph_on(...);
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{Zeichnen:}
draw_area(...);

draw_end;

graph_off;
end.

2.2 Funktionen auf IR, Operationen mit Vektoren

Im Folgenden werden PASCAL-Funktionen bzw. Prozeduren fiir einige reelle Funktionen und Ope-
rationen mit Vektoren zusammengestellt. Da ihre Realisierungen einfach sind, geben wir hier nur
ihre Prozedurkopfe an. Die Prozedur-Texte sind in der Datei proc_ag.pas enthalten.

2.2.1 Funktionen auf IR

1.

2.

r — sign(r) (Vorzeichen von r)
function sign(a:real):integer;

a,b — max{a,b} (Maximum von a,b)
a,b — min{a, b} (Minimum von a,b)
function max(a,b:real) :real; function min(a,b:real) :real;

2.2.2 Operationen mit Vektoren

1.

2y — v = (2,y),
r,y,2 = v =(z,9,2)

procedure put2d(x,y:real; var v:vt2d);
procedure put3d(x,y,z:real; var v:vt3d);
v=(x,y,2) = x,y,2

procedure get3d(v:vt3d; var x,y,z:real);

TNV — TV (Skalierung)

procedure scale2d(r:real; v:vt2d; var vs:vt2d);

procedure scale3d(r:real; v:vt3d; var vs:vt3d);

r1,72, (x,y) — (r1z,r2y) bzw.

r1,72,73, (2,Y, 2) — (r12, 72y, 732) (Skalierung der Koordinaten)
procedure scaleco2d(rl,r2:real; v:vt2d; var vs:vt2d);
procedure scaleco3d(rl,r2,r3:real; v:vt3d; var vs:vt3d);

Vi,Vo — V=V + Vo (Summe zweier Vektoren)
procedure sum2d(vl,v2:vt2d; var vs:vt2d);
procedure sum3d(vl,v2:vt3d; var vs:vt3d);
Vi,Va — V= Vg — Vg (Differenz zweier Vektoren)
procedure diff2d(v1l,v2:vt2d; var vd:vt2d);
procedure diff3d(vl,v2:vt3d; var vd:vt3d);

T1,V1,T2, Vo — V = T V] + I'yVy (Linearkombination von Vektoren)

procedure lcomb2vt2d(rl:real; vi:vt2d; r2:real; v2:vt2d; var vlc:vt2d);
procedure lcomb2vt3d(rl:real; v1l:vt3d; r2:real; v2:vt3d; var vlc:vt3d);

und analog Linearkombinationen von 3 bzw. 4 Vektoren:
lcomb3vt2d(rl,vl, r2,v2, r3,v3, vlc);

12



10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

lcomb3vt3d(rl,vl, r2,v2, r3,v3, vlc);
lcomb4vt2d(rl,vl, r2,v2, r3,v3, r4,v4, vlc);
lcomb4vt3d(ri,vl, r2,v2, r3,v3, r4,v4, vlc);

v=(2,y) = [z|+|y| bzw. v=(2,y,2) = |z[+ [y[ + 7]
function abs2d(v:vt2d) :real; function abs3d(v:vt3d) :real;

v=(z,y) = lIvll = V2> +y*> baw.
v=(2,y,2) = |v] = Va? + y* + 22

function length2d(v:vt2d) :real; function length3d(v:vt3d):real;

v —=v/|v]
procedure normalize2d(var v:vt2d); procedure normalize3d(var v:vt3d);

pa—lp—a|l pa—|p—ql?

function distance2d(p,q:vt2d):real;
function distance3d(p,q:vt3d):real;
function distance2d_square(p,q:vt2d):real;
function distance3d_square(p,q:vt3d):real;

Vi,Va — Vi Vg (Skalarprodukt)
function scalarp2d(vl,v2:vt2d) :real;
function scalarp3d(vl,v2:vt3d) :real;

v1, Ve — V1 X vy (Vektorprodukt)
procedure vectorp(vl,v2:vt3d; var vp:vt3d);

Vi,V2,V3 — \V1V2V3|
(Spatprodukt v; - (vo X v3), 3x3-Determinante)
function determ3d(v1,v2,v3:vt3d):real;

cos p,siny, p = (z,y) — pr = (T cosp — ysinp, xsin g + y cos p)
(Rotation um den Nullpunkt, Drehwinkel:y)
procedure rotor2d(cos_rota,sin rota:real; p:vt2d; var pr:vt2d);

Cos ¢, sin @, Po, P — Pr
(Rotation um den Punkt pg, Drehwinkel:y)
rotp02d(cos_rota,sin_rota,p0,p, pr);

cos p,siny, p — Pr

(Rotation um x-Achse bzw. y-Achse, z-Achse )
procedure rotorx(cos,rota,sin,rota,p, pr);
procedure rotory(cos_rota,sin rota,p, pr);
procedure rotorz(cos_rota,sin_rota,p, pr);

Ccos ©, sin ¥, Po, P — Pr
(Rotation um eine zu einer Koordinatenachse parallele Achse durch py im IR?)

procedure rotpOx(cos_rota,sin _rota,pO,p, pr);
procedure rotpOy(cos_rota,sin rota,pO,p, pr);
procedure rotpOz(cos_rota,sin rota,pO,p, pr);

Vertauschen von Zahlen bzw. Vektoren:
a<b bzw. Vi <> Vg

procedure changeld(var a,b:real);
procedure change2d(var v1,v2:vt2d);
procedure change3d(var v1,v2:vt3d);

13



Beispiel 2.1 Das folgende Programm zeichnet ein regelmdfSiges n-Eck und, auf Wunsch, mit allen
moglichen Kanten. Die Punkte des n-Ecks liegen auf einem Kreis. Der Mittelpunkt des Kreises sei
der Punkt (0,0), der Radius sei 1. Ist (1,0) der ”0-te” Punkt des n-Ecks, so hat der i-te Punkt die
Koordinaten

x; = reos(iAyp), y; =rsin(iAg) mit Ap=2x/n, i=0,.n—1.
Im Programm wird der Punkt P;11 durch Rotation des Punktes P; mit rotor2d berechnet.

N
N
A
ava S QAVENS
SSaw @ AN 0’
(S STTASVT, v ee
NS ALK AL
‘. V‘}&' ‘VAV "‘(‘AV ."’Q\\\‘
\\.,',«7&;*‘-.,@@4»'58&!!!"‘5;\
E5S

Abbildung 2.2: N-Eck mit allen Diagonalen (Beispiel 2.1)
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Lokokokokskokosk sk ok sk kok sk ok ok sk ok ok ok ok ok ok sk ok sk ok ok sk ok ok T
{**x Regelmaessiges n-Eck **x*}
ook skokokok ok ok o o kKoK ok ok ok ok o ok kKoK ok ok ok ok ok Rk ok T
program n_eck;
uses geograph;
var p : vts2d;
n,iverb,i,j,inz: integer;
r,dw,cdw,sdw: real;
{rorotokotokokokokskokokokok skokokokok
begin {Hauptprogramm}
graph_on(0) ;

repeat
writeln(’*** n-Eck *%x’);
writeln(’n ? Radius r des zugeh"origen Kreises 7’); readln(n,r);
writeln(’Jeden Punkt mit jedem Punkt verbinden 7 (Ja=1)’); readln(iverb) ;

{Berechnung der Eckpunkte:}
put2d(r,0, p[0]); dw:= pi2/n; cdw:= cos(dw); sdw:= sin(dw);
for i:= 0 to n-1 do rotor2d(cdw,sdw,pl[il, pl[i+1]);
draw_area (2*r+20,2*r+20,r+10,r+10,1);
{Zeichnen:} new_color(yellow);
if iverb=1 then
for i:= 0 to n-1 do
for j:= i+l to n do
line2d(p[il,p[j],0)
else
curve2d(p,0,n,0);
draw_end;
writeln(’Noch eine Zeichnung? (ja:1, nein:0)’); readln(inz);
until inz=0;
graph_off;
end.

Aufgabe 2.1 Schreibe ein Programm, das die folgenden Bilder erzeugt.

>\\

\

.

Abbildung 2.3: zur Aufgabe 2.1
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2.3 Programme zur analytischen Geometrie

2.3.1 Polarwinkel und quadratische Gleichung

a) Bei der Umrechnung von rechtwinkligen Koordinaten im IR? in Polarkoordinaten verwenden wir
die folgende Funktion polar_angle, die dem Punkt (x,y) den zugehorigen Polarwinkel zuordnet:
function polar_angle(x,y:real):real;

b) Reelle Losungen einer quadratischen Gleichung ax? + bz + ¢ = 0:
(Die Losungen sind der Grofle nach geordnet. ns ist die Anzahl der reellen Lésungen)
procedure equation degree2(a,b,c:real; var xl1,x2:real; var ns:integer);

Die Texte dieser und der folgenden Prozeduren befinden sich auf der Diskette in der Datei proc_ag. pas.

2.3.2 Schnitt Gerade-Gerade, Kreis-Gerade, Kreis-Kreis

a) Schnitt Gerade-Gerade :
Das Unterprogramm is_line_line verwendet die CRAMERsche Regel um den Schnittpunkt zweier
Geraden zu bestimmen.

procedure is_line_line(al,bl,cl, a2,b2,c2:real; var xs,ys:real; var nis:integer);
{Schnittpunkt (xs,ys) (nis=1) der Geraden al*x+bl*y=cl, a2*x+b2*y=c2.
Falls die Geraden parallel sind ist nis<>1.}

b) Schnitt Kreis-Gerade:

Kreis (2 —2,)2+ (y —ym)? =72, 7>0.
Gerade : az +by =c¢, (a,b) # (0,0)

Die Substitution £ =z — x,,, n =y — Y,  fiihrt auf
al+bm=c mit =c—ar,—>by, und

€ 12 =2,

Falls 72(a2 +b%) — ¢? > 0 ist, erhilt man die Losungen

12 = (ac’ £by/r%(a® + b%) — ?/(a® +b?) my2 = (bc' F ay/r?(a® +b?) — ?/(a® + b?)
und damit

Ti/2 = Tm + &1/2, Y1/2 = Ym + M1/2-

procedure is_circle_line(xm,ym,r, a,b,c:real; var x1,yl,x2,y2:real; var nis:integer);
{Schnitt Kreis-Gerade: sqr(x-xm)+sqr(y-ym)=r*r, axx+b*y=c,
Schnittpkte: (x1,y1),(x2,y2). Es ist x1<=x2, nis Anzahl der Schnittpunkte.}

Oft mu} der Schnitt des Einheitskreises (22 + y? = 1) mit einer Gerade berechnet werden:
procedure is_unitcircle_line(a,b,c:real; var x1,yl,x2,y2:real; var nis:integer);

Man beachte, dass in beiden Prozeduren x; < x5 gilt.

¢) Schnitt Kreis-Kreis :

L. Kreis: (z—z1)’+@W—w)*=r}, r >0,

2. Kreis:  (z—22)?+(y—y2)? =73, r2>0, (x1,51) # (x2,92).

Dieses Gleichungssystem ist zu dem folgenden &dquivalent:

(x—21)?+(y—wy1)?=7r% ar+by=c mit

a=2(xy—x1), b=2(y2—y1) und c=r3—af—yf—r3+a3+y.

D.h. die Schnittpunkte der beiden Kreise sind identisch mit den Schnittpunkten des 1. Kreises und
der Geraden ax + by =c .

procedure is_circle_circle(xmi,yml,rl,xm2,ym2,r2:real; var x1,yl,x2,y2:real; var nis:integer);
{Schnitt Kreis-Kreis. Es ist x1<=x2. nis = Anzahl der Schnittpunkte.}
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2.3.3 Gleichung einer Ebene

Gegeben: 3 Punkte P; : p;, ©¢=1,2,3.

Gesucht: Gleichung n-z =d, d.h. Normalenvektor n und d.

Losung :n= (p2 —p1) X (p3 —p1) und d=n-p.

Das folgende Unterprogramm plane_equ berechnet n und d. Es setzt die boolsche Variable error
auf true, falls n ~ 0.

procedure plane_equ(pl,p2,p3:vt3d; var nv:vt3d; var d:real; var error:boolean);
{Berechnet die Gleichung nv*x=d der Ebene durch die Punkte p1l,p2,p3.
error=true: die Punkte spannen keine Ebene auf. }

2.3.4 Schnitt Gerade-Ebene

Gegeben: Gerade x(t) = p +tr, Ebenen-x=d.

Gesucht: Schnittpunkt p;s der Gerade mit der Ebene.

Losung: pi;s =p— (n-p—d)/n-r)r.

Das Unterprogramm is_line_plane berechnet den Schnittpunkt, falls er existiert.

procedure is_line_plane(p,rv,nv:vt3d; d:real; var pis:vt3d; var nis:integer);
{Schnitt Gerade-Ebene. Gerade: Punkt p, Richtung r. Ebene: nv*x = d .
nis=0: kein Schnitt ,nis=1: Schnittpunkt, nis=2: Gerade liegt in der Ebene.}

2.3.5 Schnitt dreier Ebenen

Gegeben: Drei Ebenen ¢;: n;-x=d;, ¢=1,2,3, nj, ny, ng linear unabhingig.

Gesucht: Schnittpunkt p;s : €1 Nea Nes.

Der Ansatz p;s = £(n2 X n3) + n(ng x ny) + {(ny x ny)

fithrt auf die Losung

Pis = (dl(ng X Il3) + dg(l’lg X n1) + d3(n1 X ng))/nl . (1’12 X 1’13).

(Falls die Normalen nicht linear unabhingig sind, existiert eine Schnittgerade oder zwei Ebenen
sind parallel.)

Das Unterprogramm is_3_planes berechnet den Schnittpunkt. Es liefert error= true, falls der
Schnitt nicht aus einem Punkt besteht.

procedure is_3_planes(nvl:vt3d; dl:real; nv2:vt3d; d2:real; nv3:vt3d; d3:real;
var pis:vt3d; var error:boolean);
{Schnitt der Ebenen nvil*x=d1, nv2*x=d2, nv3*x=d3.
error= true: Schnitt besteht nicht aus einem Punkt.}

2.3.6 Schnitt zweier Ebenen

Gegeben: Zwei Ebenen ¢, : n;-x=d;, i=1,2, njp,ns linear unabhingig.

Gresucht: €1 Neg : x = p + tr.

Die Richtung der Schnittgerade ist r = n; X ny. Einen Punkt P : p der Schnittgerade erhilt man,
indem man die Ebenen €1, 5 mit der Ebene €3 : x = s1n; + sons schneidet. s; und s, ergeben sich
durch Einsetzen in die Gleichungen der Ebenen &1 und e5.

o d1n22 — dg(nl . ng) d2n12 — dl(nl . 112)
7 12

P: p=
P n12n22 — (n1 . n2)2 ! n12n22 — (Ill . IIQ)
Das Unterprogramm is_plane_plane berechnet den Richtungsvektor r und einen Punkt P der
Schnittgerade. Es liefert error= true, falls die Ebenen parallel sind.

procedure is_plane_plane(nvl:vt3d; dl:real; nv2:vt3d; d2:real;
var p,rv:vt3d; var error:boolean);
{Schnitt der Ebenen nvi*x=dl, nv2*x=d2. Schnittgerade: x = p + t*rv .
error= true: Schnitt besteht nicht aus einer Gerade.}

17



2.3.7 ¢-n-Koordinaten eines Punktes in einer Ebene

Gegeben: Ebene € : x = pg +&vy +nve  und Punkt P: pine .

Gesucht: £,n so, dafl  p = pg + {vy + vy ist.

Durch skalare Multiplikation des Ansatzes fiir p mit den Vektoren vy, vy erhédlt man das lineare
Gleichungssystem

(P—po) - V1 =Evi® + vy - va, (P —po) - Vo = &vy - Vo + Vo,

Die Prozedur ptco_plane3d berechnet £, mit Hilfe der CRAMERschen Regel. Es setzt error=true,
falls die Determinante des Gleichungssystems ~ 0 ist. (Liegt der Punkt P nicht in € und ist &, 7 die
Losung des obigen Gleichungssystems, so ist P’: p’ = pg + £vi + vo der Fupunkt des Lotes von
P auf die Ebene ¢.)

procedure ptco_plane3d(p0O,vl,v2,p:vt3d; var xi,eta:real; var error:boolean);
{v1,v2 sind linear unabhaengig, p-pO linear abhaengig von v1,v2.
Es werden Zahlen xi,eta berechnet mit p = pO + xi*vl + eta*v2.}

2.3.8 Koordinaten in einem neuen 3D-Kordinatensystem

Gegeben: Neuer Nullpunkt By : bg, neue Basisvektoren by, bs, bg und Punkt P: p .
Gesucht: £,n,( so, dal  p = by + {b; + nbs + (by ist.

f = det(p — bo,bQ, bg)/det(bl,bQ, bg)
n= det(bla p— bOa b3)/det<b17b2a b3)
¢ = det(by, ba, p — bg)/ det(by, bz, bs)

procedure newcoordinates3d(p,b0,bl,b2,b3: vt3d; var pnew: vt3d);
{Berechnet die Koordinaten von p bzgl. der Basis b1,b2,b3 mit Nullpkt. b0.}

2.4 Numerik: GAUSS-, NEWTON-Verfahren

Zum Losen von einem grofleren linearen Gleichungssystem Ax = b verwendet man eine geig-
nete Variationen des GAUSS-Algorithmus. Ein PASCAL-Programm hierzu ist z.B. in dem Buch
Meyberg, Vachenauer: Hohere Mathematik 1, Springer-Verlag, 1999, abgedruckt und beschrieben.

Zum Losen eines nicht linearen Gleichungssystems kann man das NEWTON-Verfahren ver-
wenden. Hier eine kurze Beschreibung:

Gegeben: Funktion F : D — R™, D C R", und ein Startpunkt xq fiir die Iteration.
Gesucht: Ein Punkt x* in der ,Ndhe“ von x¢ mit F(x*) = 0.

Algorithmus:
Firv=0,1,2,...

(1) lose man das lineare Gleichungssystem
F'(x,yd, = -F(x,), wobei F := (gTFZ) und F = (F, Fs, ..., F,), x=(x1,%2,...,%,)
ist.

(2) Setze x,11 =%, +d,

(3) Falls ||x,4+1 — %, klein ,,genug® (oder andere Abbruchbedingung) setze x* = x,,41.
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Kapitel 3

PARALLEL/ZENTRAL-
PROJEKTION

3.1 Senkrechte Parallelprojektion

In der klassischen Darstellenden Geometrie unterscheidet man zwei Arten von Parallelprojektionen:
a) senkrechte Parallelprojektion b) schiefe Parallelprojektion,

je nachdem, ob die Projektionsstrahlen senkrecht oder schief (nicht senkrecht) zur Bildtafel stehen.
Zwar liefern schiefe Parallelprojektionen nicht so gute Bilder wie senkrechte Parallelprojektionen,
aber in Form der Kavalier- und Vogelperspektiven lassen sich in vielen Situationen schnell anschau-
liche Bilder erstellen. Einem Rechner ist es allerdings gleichgiiltig, ob er eine senkrechte oder schiefe
Projektion berechnet. Deshalb werden wir hier nur senkrechte Parallelprojektionen behandeln.

3.1.1 Die Projektionsformeln

Um die Parallelprojektion rechnerisch erfassen zu kénnen, fithren wir im Raum ein zur Beschreibung
des abzubildenden Gegenstandes geeignetes rechtwinkliges Koordinatensystem (O;x,y, z) ein. Die
Ebene (Bildtafel), auf die senkrecht projiziert werden soll, nennen wir £y. Da eine Verschiebung der
Bildtafel an dem Bild des Gegenstandes (aufler seine Lage) nichts dndert, kénnen wir annehmen,
dafl €9 den Nullpunkt O des Koordinatensystems enthélt. Die Lage der Ebene ¢y und damit die
senkrechte Parallelprojektion ist durch die Angabe eines Normalenvektors ng von gg eindeutig be-
stimmt. Wir wihlen den Vektor ng so, daf er die Lénge 1 (Jng| = 1) hat und der Projektionsrichtung
entgegengesetzt ist (ng zeigt zur ”Sonne” ). Beschreibt man ng durch seine Kugelkoordinatenwinkel
u,v (u ist die ”geographische Lange”, v die ”geographische Breite”), so gilt:

ng = (cosucosv,sinucosv,sinv), 0<wu<2m, —7/2<v<w/2.

Zur Beschreibung der Bildpunkte verwenden wir ein rechtwinkliges Koordinatensystem (O; z., y.)
in der Bildtafel ¢, dessen Nullpunkt O mit O iibereinstimmt und dessen y.-Achse im Falle |v| < /2
das Bild der z-Achse ist. Die x.-Achse liegt dann in der Schnittgerade von g9 mit der x-y-Ebene.
Die Vektoren

e; = (—sinu,cosu,0), ey = (—cosusinv, — sinusin v, cos v)
bilden eine Orthonormalbasis in o und {e;, ez, ng} ist eine Orthonormalbasis des IR,
Um die Bildkoordinaten (z.,y.) eines Punktes @ : q = (,y, 2) zu erhalten, mufl man also nur die
ersten beiden Koordinaten von Q beziiglich der Basis {e1, e2,n9} bestimmen:

T, = e -q=—xsinu-+ycosu

Ye = €3-q=—(zrcosu+ysinu)sinv+ zcosv.
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Abbildung 3.1: Parallelprojektion eines Punktes

Eine senkrechte Parallelprojektion ist also eine lineare Abbildung. Die Koeffizienten der zugehorigen
Abbildungsmatrix ergeben sich aus den Projektionsformeln.

3.1.2 Prozeduren zur senkrechten Parallelprojektion

Da die Zahlen sin u, cosu, sin v, cosv und der Normalenvektor ny der Bildtafel fiir eine bestimmte
Parallelprojektion oft gebraucht werden, werden wir sie in dem Unterprogramm init_parallel_projection
nach dem Einlesen der Winkel u, v berechnen und iiber globale Variablen allen anderen Unterpro-
grammen zur Verfiigung stellen. Die weiteren, unten aufgefithrten, Unterprogramme werden durch
Kommentare erldutert. All diese Programme sind in der Datei proc_pp.pas enthalten.

procedure init_parallel_projection;

begin
writeln(’*** PARALLEL-PROJEKTION **x’);
writeln;
writeln(’Projektionswinkel u, v ? (in Grad)’);
readln(u_angle,v_angle);

rad_u:= u_angle*pi/180; rad_v:= v_angle*pi/180;
sin_u:= sin(rad_u) ; cos_u:= cos(rad_u) ;
sin_v:= sin(rad_v) ; cos_v:= cos(rad_v) ;

{Normalen-Vektor der Bildebene:}
nOvt.x:= cos_u*cos_v; nOvt.y:= sin_u*cos_v; nOvt.z:= sin_v;
end; { init_parallel_projection }
{rekokokokokokkokkokokkok b
procedure pp_vt3d_vt2d(p:vt3d; var pp:vt2d);
{Berechnet das Bild eines Punktes}
{rxskokokokokkokokokokk b
procedure pp_point(p:vt3d; style:integer);
{Projiziert einen Punkt und markiert ihn gemaess stylel}
{rxokokokokokokokkokkk b
procedure pp_line(pl,p2:vt3d ; style:integer);
{Projiziert die Strecke pl,p2 gemaess style}
{rxskokokokokokokkokkk b
procedure pp_arrow(pl,p2:vt3d; style:integer);
{Projiziert einen Pfeil}

20



{kokskokokkokok ok kok T
procedure pp_axes(al:real);

{Projiziert die Koordinatenachsen, al:Achsenlaenge}
{kokskokokskokokkokkok T

procedure pp_vts3d_vts2d(var p:vts3d; nl,n2:integer; var pp:vts2d);

{Berechnet die Bilder pp einer Punktreihe p.}
{skokskokok ok ok ok ok k T

procedure pp_curve(var p:vts3d; nl,n2,style:integer);
{Projiziert das 3d-Polygon p[ni]...p[n2]}
{kokskokok ok ok ok kok T

3.2 Zentralprojektion

Ein hoheres Mafl an Anschaulichkeit erreicht man durch Darstellung eines Gegenstandes in Zen-
tralprojektion. Man verwendet dabei Strahlen, die von einem festen Punkt Z, dem Zentrum oder
Augpunkt, ausgehen. Den Gewinn an Anschaulichkeit mufl man allerdings i.a. durch einen Ver-
lust an Maflgenauigkeit erkaufen. Ein typischer Unterschied zur Parallelprojektion besteht darin,
daf} parallele Geraden i.a. in einer Zentralprojektion nicht mehr parallel sind, sondern durch einen
Punkt, dem Fluchtpunkt des Parallelbiischels gehen (s. Abb. 3.2).

Abbildung 3.2: Haus in Zentralprojektion

Wir werden sehen, dafl sich die meisten Programme , die wir fiir Parallelprojktion geschrieben
haben, leicht fiir Zentralprojektion abédndern lassen.

3.2.1 Die Projektionsformeln

Sei € eine Ebene und Z : z ein nicht in e gelegener Punkt des IR®. Die Abbildung ®, die einem
beliebigen Punkt P : p den Schnittpunkt P’ der Geraden Z P mit der Ebene ¢ zuordnet, falls dieser
existiert, heifit Zentralprojektion von Z auf e.

Z heifit das Zentrum oder der Augpunkt der Zentralprojektion ® (s. Abb. 3.3). Der LotfuBpunkt
H : h des Lotes von Z auf die Bildtafel g heifit Hauptpunkt von ®. Ist

ng := (cosucosv,sinucosv,sinv),u € [0,2x],v € [-7/2,7/2],

die Normale von gg, so hat ey die Gleichung: (x — h) - ny = 0. Fiir das Zentrum Z : z und den
Hauptpunkt H gilt z = z + dng mit 6 > 0. Der Abstand ¢ des Zentrums Z zur Ebene ¢ heifit die
Distanz von ®. Alle Punkte des R®, die durch ® nicht abgebildet werden kénnen, liegen in der zu
go parallelen Ebene ¢, durch den Augpunkt Z.

€, heilit die Verschwindungsebene von &.

Die Zentralprojektion ® ist durch die Vorgabe der Parameter u, v, des Hauptpunktes H und der

Distanz ¢ eindeutig bestimmt. Ein Punkt P : p, der nicht in der Verschwindungsebene ¢, liegt, wird
auf den Punkt P’ := ZP N¢eg abgebildet. Fiihrt man diesen Schnitt des Projektionsstrahls mit der
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€ : Bildtafel
P Z : Zentrum
H : Hauptpunkt
T P o . Distanz
€, Verschwindungsebene
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Abbildung 3.3: Hauptpunkt, Distanz und Verschwindungsebene

_» Z
-/

Abbildung 3.4: Zentralprojektion eines Punktes

Bildtafel aus, so ergibt sich

P/:p/:Z+(

h—z)n
(P—2z)'n

O(p—2) =h+dng +
0

Da P’ in ¢ liegt, gilt ferner (p’ —h) -ng = 0.

In der Ebene ¢ fithren wir jetzt so Koordinaten ein, dafl H der Nullpunkt ist und (analog zur

senkrechten Parallelprojektion)

e; := (—sinuw,

cosu,0),

4]

0—(p—h) ng

(p —h —dny)

e := (— cosusinv, — sinu sin v, cos v)

die Basisvektoren sind. {e;, ez, ng} ist eine ON-Basis des IR®.(vgl. Abb. 3.4)

Es gibt Zahlen .., y.. (die Koordinaten von P’ bzgl. der Basis {e1, e2}), sodal p’ = h+z..€1+yc.€2
ist. Mit Hilfe der obigen Darstellung von p’ ergibt sich (unter Beachtung der Orthogonalitéit von

€1, e, 1'10)

e (p—h)

Lez

" 1-(p-h)-ng/s
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(Fiir h = 0 und 6 — oo ergeben sich die Formeln fiir die senkrechte Parallelprojektion !) Bei der
Ausfiihrung der Projektion ist es iiblich, nur solche Punkte zu projizieren , die “vor” der Verschwin-
dungsebene ¢, liegen, die also der Bedingung (p—h)-ng < § geniigen. Der Einfachheit halber wollen
wir hier auch nur Strecken und Kurven projizieren, die vollstindig “vor” der Verschwindungsebene
liegen.

3.2.2 Prozeduren zur Zentralprojektion

Wir geben jetzt die fiir die Zentralprojektion wesentlichen Unterprogramme fiir die Projektion von
Punkten, Strecken, Kurven,... an. Dabei beachte man, daf§ der Hauptpunkt mainpt, das Zentrum
centre, die Normale nOvt und die Distanz distance globale Variablen sind und in der Datei
geovar.pas enthalten sind. Die Zentralprojektion eines Punktes fithren wir formal in zwei Schritten
durch:

(1) Koordinatentransformation in das System (H;e1, es,ng) mit dem Nullpunkt H und der Basis
{ela €, nO}'
pP= (xvyaz) —p= (‘fag72) mit T = (p_h)'e17 Y= (p—h)'827 z= (p_h)'n07
(2) Zentralprojektion in dem System (H;eq,eq,ng) auf die T — §- Ebene:
x Y )
1-2/8" 1-2z/¢

f):(i‘,:lj,i)ﬁ(

procedure init_centralparallel_projection(ind : integer);

begin
if ind=1 then
begin
writeln(’*** ZENTRAL-PROJEKTION **x’);
writeln(’Hauptpunkt 7’); readln(mainpt.x,mainpt.y,mainpt.z);
writeln(’Distanz 7°’); readln(distance);
end
else
begin
writeln(’*** PARALLEL-Projektion **x’);
mainpt:= null3d; distance:= 1000000000;
end;
writeln(’Projektionswinkel u, v ? (in Grad)’); readln(u_angle,v_angle);
rad_u:= u_angle*pi/180; rad_v:= v_angle*pi/180;
sin_u:= sin(rad_u); cos_u:= cos(rad_u);
sin_v:= sin(rad_v); cos_v:= cos(rad_v);
{Basis el,e2 und Normale n0O der Bildebene:}
elvt.x:= -sin_u; elvt.y:= cos_u; elvt.z:= 0;
e2vt.xX:= -cos_u*sin_v; e2vt.y:=-sin_u*sin_v; e2vt.z:= cos_v;
n0vt.x:= cos_u*cos_v; n0vt.y:= sin_u*cos_v; nOvt.z:= sin_v;
{Zentrum:}

lcomb2vt3d(1,mainpt, distance,nOvt, centre);

end; { init_central_projection }

Lorskokok sk ok skok ok sk ok kok
procedure transf_to_eleQnO_base(p : vt3d; var pm : vt3d) ;

{Berechnet Koordinaten bzgl. System mit Hauptpkt. als Nullpkt. und der
Basis el,e2,n0.}

{kokskokok skokok ok Kk kokk
procedure cp_vt3d_vt2d(p: vt3d; var pp : vt2d);

{Zentralprojektion (Koordinaten) eines Punktes}

var xe,ye,ze,cc : real; pm : vt3d;
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begin

diff3d(p,mainpt, pm);
xe:=

ye:

ze

CcC:

if

end;

scalarp3d(pm,elvt) ; {Koordinaten von p bzgl. dem Koord.-System:}
= scalarp3d(pm,e2vt); {Nullpunkt = Hauptpunkt}
= scalarp3d(pm,nOvt); {und Basis el,e2,n0}
= 1-ze/distance;
cc>eps6 then begin pp.x:= xe/cc; pp.y:= ye/cc; end {Projektion}
else
writeln(’Punkt liegt in oder hinter der Verschwindungsebene !!’);
{cp_vt3d_vt2d}

Die folgenden Unterprogramme kénnen wortlich aus der Parallelprojektion iibernommen werden.
Man mufl nur iiberall die drei Zeichen pp_ durch cp- ersetzen. Sie sind in der Datei proc_zp.pas
enthalten.

procedure cp_point(p: vt3d; style: integer);
{markiert einen projizierten Punkt}
{rsrotokskokokokokskokokokok

procedure cp_line(pl,p2 :
{projiziert die Strecke pl p2}

Lorskokok sk ok skok ok sk ok kok

procedure cp_arrow(pl,p2 :
{projiziert einen Pfeil}
Lohokokokoskskokskok ke ke ko ok

procedure cp_axes(al :

real);

vt3d ; style : integer);

vt3d; style : integer);

{projiziert die Koordinatenachsen}
Lorskokok sk ok skok ok sk ok kok

procedure cp_vts3d_vts2d(p: vts3d; nl,n2 : integer; var pp : vts2d);
{Koordinaten von projizierten Punkten p[i] , i= nl...n2.}
Lookokokoskokok ok ok ok ok ok ok

procedure cp_curve(p: vts3d; nl,n2,style : integer);

{projiziert ein 3D-Polygon}

Lrskokokskokokosk ok ok ok ok T
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Beispiel:

u=50°, v=0° u=45°, v=30°

Abbildung 3.5: Zentralprojektionen eines Hauses
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Kapitel 4

EBENE KURVEN

4.1 Parametrisierte Kurven im R? und R?

Unter einer parametrisierten Kurve I' wollen wir eine Kurve verstehen, deren Punkte die Bilder
einer Abbildung eines reellen Intervalls [t1, 5] in den R? bzw. IR? sind:
I'={c)|t1 <t <t}

Beispiele:
a) Ellipse:  (acost,bsint),
b) Epi- bzw. Hypozykloiden: c(t) = (z(t),y(t)) mit

xz(t) = (a+b)cost— Aacos((a+b)t/a)
y(t) = (a+b)sint— Aasin((a+0b)t/a) b>0, a+b>0, A>0.
Diese Kurven entstehen durch Abrollen eines Kreises mit Radius a auf bzw. in einem grofleren Kreis

mit Radius b .
Fiir A # 1 entstehen verldngerte bzw. verkiirzte Zykloiden.

Abbildung 4.1: Zykloiden

Indem man das Parameterintervall in (nicht notwendig gleichlangen) Schritten durchlduft, lassen
sich beliebig viele Punkte einer parametrisierten Kurve berechnen und anschliefend

a) im Fall einer ebenen Kurve durch einen Polygonzug mit curve2d verbinden oder,

b) im Fall einer Kurve im IR®, mit pp_curve bzw. cp_curve projizieren.

Da der Parameter t i.a. nicht die Bogenlénge ist, konnen die Absténde benachbarter Punkte stark
differieren. Dies lift sich vermeiden, wenn die Kurve c(t) differenzierbar ist und man die Schrittweite
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im Parameterbereich in Abhingigkeit von ¢(t) wihlt. Soll der Abstand zweier Punkte (ungefihr) s
sein, so erhélt man aus der Taylorentwicklung von c(t):
C(ti+1) ~ C(tz) + C(tZ)AtZ, Ati+1 = ti+1 - ti,
Es ist ||c(tix1) — c(t:)]| &= s , wenn man At; = s/||€(t;)|| setzt, falls ||¢(t;)]] # O ist.
D.h. man erhélt damit eine relativ gleichm#flige Verteilung der berechneten Punkte.

4.2 Implizite Kurven

Unter einer impliziten Kurve I’ wollen wir eine Punktmenge des R? verstehen, die einer Gleichung
f(x,y) = 0 geniigt :

={xeD|f(x)=0} f:D—R, DCR.

Beispiele:
a) Kreis 22 + y? —r2 =0, Hyperbel zy — 1 =0
b) Cassini-Kurven (22 4+ 4?)? — 2c¢?(2? —4?) — (a* — c¢*) =0, a >0, c¢>0.
Fiir a = ¢ ergeben sich Lemniskaten.
A A
| |
| |
|
|
|
|
|
|
|
|
|

a=1 ¢=1.05
Abbildung 4.2: Cassini-Kurven

Die Berechnung von Punkten einer imzpliziten Kurve ist nicht so einfach wie bei parametri-
sierten Kurven. Es wird hier eine Methode zur Erzeugung von Kurvenpunkten besprochen. Der
Verfolgungsalgorithmus started mit einem Punkt in der Ndhe der Kurve und berechnet sukzes-
sive weitere auf demselben Zweig. Der Algoritmus ist schnell und erzeugt einen zusammenhéngenden
Polygonzug.

Es sind im wesentlichen zwei Teilprobleme zu 16sen:

(1) Finden eines ersten Punktes P;.

(2) Von P; ausgehend weitere Punkte der Kurve zu finden.

Idee des Algorithmus:
Zu (1): Man wihlt einen Startpunkt Qo = (¢, %) in der Nihe der Kurve. Diesen fait man als
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Grundrif§ des Punktes Q, = (0, yo, f(z0,y0)) auf der Fliche z = f(z,y) auf. Ist f(zo,y0) > 0 bzw.
< 0, 50 ,lduft* man in Richtung des steilsten Abstiegs bzw. Aufstiegs auf die Niveaulinie f(z,y) = 0
zu. ,Laufen“ bedeutet hier, immer wieder Newton-Schritte auszufithren. Man erhélt so den ersten
Punkt P;.

Zu (2): Von P; aus geht man ein Stiick entlang der Tangente zu einem neuen Punkt Qg und wie-
derholt (1), ... .

Da Teil (1) auch anderweitig genutzt werden kann, schreiben wir hierfiir eine eigenstéindige Prozedur
curvepoint:

(CP1) Es sei Qo = (20, ¥yo) ein Punkt in der Nihe der Kurve.

(CP2) Iteration entlang des steilsten Weges: Es sei q; = (1, ¥:)-
Qi+1 = di — VJ;(&_))Q V f(as)

(CP3) Wiederhole (CP2) bis ||q;+1 — q;|| klein genug ist.
(oder andere Abbruchbedingung.)

0
SIRE 100=f(g,)

f(x)=0

Abbildung 4.3: Berechnung von Punkten einer impliziten Kurve

Durchfithrung des Verfolgungsalgorithmus:
1) Wahl eines geeigneten Startpunktes Qo : qo = (zo, yo) und einer Schrittweite s.
2) Erster Kurvenpunkt ist P; : p; = curvepoint(qp).

3) Kurvenpunkt Pyyq : pry1 aus Py : pi:
Pri1 = curvepoint(py + s tg), wobei ti, = (—fy(Px), f=(Px))/| - - - || Einheitstangente im
Punkt Py ist.

4) Fiihre 3) sooft durch, bis die gewiinschte Anzahl von Punkten berechnet ist
oder P41 =~ Py (geschlossene Kurve)
oder - -- (andere Abbruchbedingung)

Bemerkung:

Da der Verfolgungsalgorithmus relativ robust ist, 148t er sich auch auf Kurven mit einzelnen Singu-
larititen anwenden. Beim Uberschreiten einer Singularitét kann allerdings eine Richtungsumkehr
stattfinden. Um zu verhindern, daf der Algorithmus "hingen bleibt”, sollte man in Schritt 3)
zunéchst die Richtung von t; iiberpriifen:

Falls ty, - (pr — pr—1) < O ist, ersetze t; durch —ty.

(Siehe Beispiel-Programm cassini.p.)
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4.3 Bézier-Kurven

Da Bézier-Kurven in CAD eine grofie Rolle spielen und wir diese im Kapitel iiber Rotationsflichen
verwenden wollen, sei hier eine kleine Einfithrung gegeben. Fiir weitergehende Informationen zu
diesem Thema sei der Leser z. B. auf die Biicher von FARIN (FA’90) oder HOSCHEK/LASSER
(HO,LA ’89) verwiesen.

Numerisch einfache Kurven in der Ebene sind solche, die mit Hilfe einer Parameterdarstellung
x(t) = (z(t),y(t)), t1 <t < ta, wobei x(t) und y(t) Polynome in ¢ sind, beschrieben werden. Ist
2(t) == ag + art + ast® + - - + a,t™ und y(t) := by + byt + bot + - - + b,t", s0 ist

x(t) = (ao,bo) + (a1, bl)t + -+ (an, by )t".
ao-l—alt—i—'-'—i—ant”

mit den Vektoren a; := (a;, b;).

I.a. sagen die Punkte A; : a; nicht viel iiber den Kurvenverlauf aus. Dies dndert sich, wenn man die
Polynome x(t), y(t) nicht in der ,Monom-Basis“ {1,¢,#2 --- t"} sondern in der folgenden Bern-
steinbasis {Bj(t), BT (t),--- , Bl (t)} darstellt:

BMt) := (?)ti(l )" 0<i<n.

Es sei nun n > 0 festgewihlt und die Vektoren bg, by, -, b, beschreiben ein Polygon. Dann ist
x(t) :==boBy(t)+b1 By (t)+---+b,Bl(t), 0<t<1,eine Bézier-Kurve vom (maximalen)Grad
n. Die Punkte by, - - - , b, heiflen Kontrollpunkte der Bézierkurve.

Eigenschaften der Bernstein-Polynome:
(1) By(t)+ By (t) +---+ By(t) =1,
(2) B§(0)=1, B0)=0 fir ¢ >0, BI(1)=1, Bl(1) =0 firi<n.

(3) Das Bernstein-Polynom B! hat genau ein Maximum und zwar an der Stelle ¢ = i/n. D.h. eine
leichte Verdnderung des Punktes b, hat nur eine wesentliche Verdnderung der Kurve in der
Umgebung von x(i/n) zur Folge.

— =1
0 1

Abbildung 4.4: Bernsteinpolynome B}

Eigenschaften einer Bézier-Kurve:
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(1) bg ist der Anfangs- , b, der Endpunkt

(2) by — by ist die Richtung der Tangente im Punkt by = x(0), b, — b,_; ist die Richtung der
Tangente im Punkt b,, = x(1).

(3) Das Polygon bg, by, -+, b, gibt einen ungefihren Verlauf der Kurve an.

Da die Komponenten x(t), y(t) einer Bézierkurve reelle Linearkombinationen von Bernstein-Polynomen
sind, kénnen wir zur Berechnung von Punkten einer Bézierkurve ein Unterprogramm verwenden,
das solche Linearkombinationen berechnet. Wir werden hier das in FARIN: Kurven und Fléchen ...,
1990, S. 48, angegebene Unterprogramm bezier_comp (dort mit hornbez bezeichnet) verwenden.
Es berechnet nach einer Art Horner-Schema den Ausdruck

aoBg(t) + a1 BT (t) + - - - + an By (t), a; € R,

bei Vorgabe des Grades n , der Koeffizienten ag,- - ,a, und des Parameters t (siche Beispiel-
Programm bezkur.p).

function bezier_comp(degree: integer; coeff : r_array; t: real) : real;
{Berechnet eine Komponente einer Bezier-Kurve. (Aus FARIN: Kurven u. Flaechen...)}
var i,n_choose_i : integer; fact,tl,aux : real;
begin
tl:= 1-t; fact:=1; n_choose_i:= 1;
aux:= coeff[0]*t1;
for i:= 1 to degree-1 do
begin
fact:= factx*t;
n_choose_i:= n_choose_i*(degree-i+1) div i;
aux:= (aux + fact*n_choose_i*coeff[i])*t1;
end;
aux:= aux + factxt*coeff[degree] ;
bezier_comp:= aux;
end; bezier_comp
{oksrarorokokok ok okokokok T

Bemerkung:
Das Unterprogramm bezier_comp kann man natiirlich auch zum Berechnen von Punkten einer
Bézier-Kurve (x(t),y(t), z(t)) im Raum verwenden.
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Abbildung 4.5: Bézierkurven mit ihren Kontrollpolygonen
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Kapitel 5

HIDDENLINE-ALGORITHMUS
FUR NICHTKONVEXE
POLYEDER, DARSTELLUNG
PARAMETRISIERTER
FLACHEN

5.1 Der Hiddenline-Algorithmus
Voraussetzungen und Vorgaben:

Gegeben: a) Strecken (Kanten) {e1,ez2,es3,...}

b) ebene, konvexe N—Ecke (Facetten) {f1, fa, f3,...}
Falls gewisse IN—FEcke nicht konvex sind, zerlegt man sie in mehrere konvexe Teile. Die hierzu
benétigten zusétzlichen Kanten ignoriert man dann beim Zeichnen. Die Kanten, die auf Sichtbar-
keit untersucht werden sollen, miissen nicht unbedingt einem der N—Ecke angehoren. (s. Haus mit
Fenster und Tiir am Ende dieses Paragraphen.)
Der aufgefiihrte Algorithmus arbeitet vollkommem korrekt, wenn alle n-Ecke eben sind. Aber auch
bei “fast” ebenen n-Ecken (Normalfall bei parametrisierten Flidchen) erzielt man kaum verfélschte
Ergebnisse.

Idee:

(1) Falls die Facetten orientiert sind, sondert man mit Hilfe des schnellen “Normalen-Tests” die
unsichtbaren Facetten und deren unsichtbaren Kanten aus.

(2) Der einfache “Fenster-Test” unterdriickt den aufwendigeren Sichtbarkeitstest (3)-(5) bei “of-
fensichtlichen” Féillen.

(3) In der Bildtafel wird untersucht, ob das Bild einer Kante teilweise innerhalb des Bildes einer
Facette (konvexes Polygon) liegt.

(4) Falls dies der Fall ist, wird mit Hilfe eines Testpunktes (im Raum) festgestellt, ob die Kante
auf derselben Seite der Ebene der Facette wie das Projektionszentrum liegt oder nicht.
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(5) Wird die Kante teilweise von der Facette verdeckt, werden die sichtbaren Teile bestimmt und
abgespeichert.

(6) Nachdem die Kante gegen alle Facetten auf diese Weise untersucht worden ist, werden die
sichtbaren Teile gezeichnet.

Zur Verwirklichung dieser Idee benétigen wir die folgenden drei Unterprogramme:
a) is_line_convex_polygon: berechnet den Schnitt einer Strecke mit einem konvexen Polygon.
b) intmint: bestimmt die Differenz [a, b]\[c, d] zweier Intervalle von IR.

c) cp-vts3d_vts2d_spez: ist eine gerinfiigige Erweiterung von cp_vts3d_vts2d. In einem zusiitz-
lichen Parameter (pdist: r_array) werden die Abstéinde der Punkte von der Bildtafel (z—Koordinaten
der Punkte im System (H;e;, ez, ng)) mitgeliefert.

procedure is_line_convex_polygon(pl,p2 : vt2d; p_pol : vts2d_pol; np : integer;
var t1,t2 : real; var ind : integer);
{Berechnet die Parameter t1,t2 der Schnittpunkte der Strecke pl,p2 mit dem konvexen
Polygon p_pol[0],...p_pollnp]. ind=0 bzw. 2 : Strecke innerhalb bzw. ausserhalb,
ind=1: sonst. vts2d_pol: array[0..npfmax] of vt2d. }
{rxookokokokkokkok }
procedure intmint(a,b,c,d: real; var el,fl,e2,f2: real; var ind: integer);
{Berechnet die Intervall-Differenz [a,b] \ [c,d].
ind=0: leer, ind=1: 1 Interv., ind=2: 2 Interv.}
Lokokoskoskoskskskskokskok
procedure cp_vts3d_vts2d_spez(var p: vts3d; nl,n2 : integer; var pp : vts2d;
var pdist : r_array);
{Zentralprojektion (Koordinaten) einer Punktreihe.
pdist[i] : Distanz des Punktes p[i] von der Bildtafel.}
{rxokokokokokkokkok

Zur Datenstruktur:
Fiir jede Facette (Polygon) werden in dem record face_dat die folgenden Daten gespeichert:

1) npf, nef: Anzahl der Punkte bzw. Kanten.

2) fpl1], ... fplnpfl: Erster, zweiter, ... Punkt der Facette,
fe[1], ...fe[nef]: Erste, zweite, ... Kante der Facette.
(Falls die Facetten orientiert sind, miissen sie (von auflen gesehen) gegen den Uhrzeiger ange-
ordnet sein.)

3) box: enthilt minimale und maximale z—Werte bzw. y—Werte der Bildpunkte der Facette.
box.zmax: maximaler Abstand der Punkte von der Bildtafel.

4) Den Normalenvektor nv und die Zahl d der Gleichung n, - x = d der Ebene, die die Facette
enthélt.

5) discentre: Abstand des Zentrums von der Ebene, die die Facette enthélt.

6) vis: vis=true bzw. vis=false, falls die orientierte Facette sichtbar bzw. unsichtbar ist.

Fiir jede Kante legen wir das record edge_dat an:
1) epl,ep2: Erster bzw. zweiter Punkt der Kante.

2) color,linew: Farbe und Liniendicke der Kante
(wird nur benutzt, wenn Parameter newstyles=true,
s. Prozedur cp_lines_before_convex_faces(oriented faces,is_permitted,newstyles)).
3) vis: vis=true bzw. vis=false, falls die Kante einer sichtbaren bzw. unsichtbaren Facette
angehort.
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Alle records face_dat bzw. edge_dat sind zu dem array face bzw. edge zusammengefafit.
(Details in: units/hiddenl.p und include/proc_zpo.pas.)

Der Hiddenline-Algorithmus ist in dem folgenden Unterprogramm cp_lines_before_convex_faces
enthalten.

Zum Unterprogramm cp_lines_before_convex _faces (oriented faces,is_permitted,newstyles):
oriented faces=true: Die Facetten sind orientiert. Es wird der schnelle Normalentest durch-
gefiihrt.

is_permitted=true: Die Kanten diirfen die Facetten schneiden. (langsam!)

newstyles=true: Farben und Linienstéirke geméf edge [i] . color, edgelil.linew (siehe Beispiel-
programm).

(0) Im Hauptprogramm miissen zur Verfiigung stehen:

a) np, nf, ne: Anzahl der Punkte, Facetten, Kanten,

=3

die Koordinaten der Punkte P; : p;, ¢=1,...,np,
fiir jede Kante die Daten: Anfangs- und Endpunkt epl,ep2,

o

)
)
)
)

o,

fiir jede Facette die Daten:

npf,nef : Anzahl der Punkte bzw. Kanten der Facette,

fpl1], ... fp[npf] : die Punkte der Facette, fe[1], ... fe[npf] : die Kanten der Facette,
die Gleichung n,x = d der zugehorigen Ebene.

(1) Es werden

a) die Bildpunkte und deren Abstand zum Projektions-Zentrum berechnet,

b) fiir jede Facette
der “Abstand” (discentre) des Zentrums von dieser Ebene,
die Fensterdaten des Bildpolygons in box (xmin, xmax, ymin, y max),
der maximale Abstand (box.zmax) der Facettenpunkte von der Bildebene berechnet.

b’) der Normalentest fiir orientierte Facetten durchgefiihrt.
Ist die Facette sichtbar so wird sie und ihre Kanten als sichtbar erklart.

Abbildung 5.1: Fenster ei-
nes Polygons

(2) Untersuchung der i-ten Kante e;, gegeniiber der j-ten Facette f;, falls beide sichtbar (vis=true)
sind:

a) Berechnung des Fensters (xemin, xemax, yemin, yemax) und des minimalen Abstandes
(zemin) von der Bildtafel der Kante.
b) Ist die Kante eine Kante der j-ten Facette 7 (ja: — néchste Facette.)

c¢) Falls box.zmax > zemin und sich Kantenfenster und Facettenfenster iiberlappen: Schnitt
der Bildkante mit dem (konvexen) Bildpolygon der j-ten Facette.
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Abbildung 5.2: Fenstertest

d) Falls ein Teil der Bildstrecke in dem Polygon liegt:
dl) falls Schnitt Kante-Facette NICHT zugelassen ist (is_permitted=false):
Test mit Testpunkt p;, ob die Kante (im Raum) vor oder hinter der Ebene der j-ten
Facette liegt.

Abbildung 5.3: Fall d1) bzw. d2)

d2) falls Schnitt Kante-Facette zugelassen ist (is_permitted=true):
Mit Hilfe zweier Testpunkte pys1, pi2 wird die Lage der Kante relativ zur Facette
festgestellt und der Teil der Kante, der vor der Facette liegt, bestimmt.

e) Falls die Kante teilweise hinter der Facette liegt:
Die Parameterintervalle [parl(l),par2(l)] der noch sichtbaren Teilstrecken werden be-
rechnet und abgespeichert.

(3) Ist die Kante e; gegen alle Facetten getestet, werden die sichtbaren Teilstrecken gezeichnet.

procedure cp_lines_before_convex_faces(oriented_faces,is_permitted,newstyles : boolean);
{Projiziert und zeichnet Kantenteile VOR (orientierten) ebenen n-Ecken.
oriented_faces=true: die Flaechen sind orientiert,
is_permitted=true: Kanten duerfen die Flaechen schneiden.
Aus dem Hauptprogramm muessen bereitstehen:
np, ne, nf: Anzahl der Punkte, Kanten, Flaechen,
pl1]l,...,p[np] : Punkte,
face[i] .fp[k] (facel[i].fel[k]): k-ter Punkt (k-te Kante) in i-ter Flaeche,
face[i] .npf (face[i].nef): Anzahl der Punkte (Kanten) in der i-ten Flaeche,
edge[i] .epl (edgelil].ep2): Anfangs-(End-)Punkt der i-ten Kante,
face[i] .nv,face[i].d: Koeffizienten der Ebenengleichung.}
Lotk skok sk ok ok ok

Beispiel 5.1 a) Polyeder auf einem TORUS (orientierte Facetten)
b) Polyeder auf einem TORUS-Teil (nicht orientierte Facetten)
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Abbildung 5.4: Torus (orient. Facetten) bzw. Torusteil (nicht orient. Facetten)

5.2 Hilfsprogramme zum Hiddenline-Algorithmus

Um die Vorarbeit des Anwenders des Hiddeline-Algorithmus zu reduzieren, werden hier 4 Hilfspro-
gramme angegeben. Das erste Unterprogramm ist besonders fiir Polyeder, die drei restlichen zur
Darstellung von parametrisierten Flachen geeignet.

5.2.1 Das Unterprogramm aux_polyhedron
Im Hauptprogramm miissen folgende Daten bereitstehen:
(1) np,nf (Anzahl der Punkte bzw. Facetten),
(2) die Punkte P; : p;, i = 1,...,np der Facetten und Kanten,

(3) fiir jede Facette: npf (Anzahl der Punkte dieser Facette),
fpl1l,...,fplnpf] (Nummern der Punkte, die das Facettenpolygon bilden).

Das Unterprogramm aux_polyhedron numeriert die Kanten und berechnet
(1) ne (Anzahl der Kanten),
(2) fiir jede Kante: ep1l, ep2 (Nummern von Anfangs- und Endpunkt),

(3) fiir jede Facette: npf, fel1l,...,fe[npf] ( Anzahl der Kanten und Nummern der Kanten
des Facettenpolygons).

procedure aux_polyhedron;

{np, ne, nf : Anzahl der Punkte, Kanten, Flaechen

face[i] .npf : Anzahl der Punkte (Kanten) der i-ten Flaeche
edge.epl, ep2 : Anfangs- bzw. Endpunkt der k-ten Kante
face[i] .fp[k] : k-ter Punkt der i-ten Flaeche (positiv orientiert!!!)
face[i] .fe[k] : k-te Kante der i-ten Flaeche
! Dieses UP berechnet aus nf,face[i].fp und face[i] .npf:

ne, facel[i].nef, face[i].fel[k], edgel[i].epl und edgelil.ep2 !.}
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Beispiel 5.2 HAUSER
(Man beachte,

a) daf die Dachflichen nicht orientiert sind und

b) dafi Kanten, die keine Randkanten einer Facette (Fenster,Tiir) sind, nicht in dieser Facette
liegen diirfen, sondern “etwas” davor. Die Menge der Kanten setzt sich hier aus der Men-
ge der Kanten der Facetten und der zusdtzlichen Menge der Kanten der Fenster und Tiire

zusammen.)

Abbildung 5.5: Hauser

Beispiel 5.3 a) 3 Balken b) Kiosk

Abbildung 5.6: 3 Balken, Kiosk

5.2.2 Die Unterprogramme aux_quadrangle, aux_cylinder, aux_torus und
Darstellung parametrisierter Flichen

Zur Darstellung einer parametrisierten Fliche ® : x = S(u,v),u € [a,b],v € [c,d], wihlt man
meistens in der Parameterebene (u — v—Ebene) ein Rechteckgitter und dessen Bild im IR®.
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Parameterebene Fliche im IR3

Abbildung 5.7: Netz in der Parameterebene und sein Bild

Sind die Bilder der Gitterrechtecke (im R?) fast eben, so kann man den obigen Hiddenline-Algorithmus
zur Projektion dieser Vierecke verwenden. (Im Falle des TORUS sind die Vierecke sogar exakt
eben.). Der Algorithmus aux_polyhedron aus Kap. 5.2 kann zwar hier auch benutzt werden, ist
aber fiir die besondere Struktur (nur viereckige Facetten) hier zu schwerfiillig und langsam. Deshalb
werden hier fiir die hdufig auftretenden Fille, da8 dieFliachenstiicke viereckig oder zylindrisch oder
torusartig sind, Hilfsprogramme angegeben, die aus den Vorgaben ni,ns (Anzahl der Teile des
Rechteckgitters in u- bzw. v-Richtung), die Facetten und Kanten numeriert und die folgenden
Daten berechnen:

(1) fiir jede Facette: fp[1],..., fplnpf]l (Nummern der Punkte des Polygons),
fel[1l,..., felnef] (Nummern der Kanten des Polygons),

(2) fiir jede Kante: ep1l, ep2 (Nummern von Anfangs- und Endpunkt),
(3) np, ne, nf : Anzahl der Punkte, Kanten bzw. Facetten,
(4) die Gleichungen n;x — d; = 0 der Ebenen, die die Facetten (faces) enthalten.

Die nj - no Punkte Py, P, ... miissen gemifl der folgenden Abbildung dem jeweiligen u — v—Netz
zugeordnet werden (Fiir die ersten n; Punkte ist v = a = const.).

Im Fall “quadrangle” ist Au=(b—a)/(n1 —1) und Av=(c—d)/(n2—1)
Im Fall “cylinder” ist Au=(b—a)/m und Av=(c—d)/(n2—1)
Im Fall “torus” ist Au = (b—a)/m und  Av = (c—d)/ns.

In jedem Fall ist zu beachten, dafl der Punkt mit den Parametern v = a+(i—1)-Au,v = ¢+ (k—1)-Av
die Nummer (k—1)-n; +4 hat.

Um mehrere Flichen in einem Programm behandeln zu kénnen, sind in den folgenden Unterpro-
grammen die Anzahlen der schon aufgenommenen Punkte np0, Kanten ne0 und Facetten nf0 nétig.
Fiir die erste darzustellende Fliche ist np0=ne0=nf0=0.

procedure aux_quadrangle(nl,n2,npO,ne0,nf0: integer);
{**xx}
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Abbildung 5.8: Netztypen

procedure aux_cylinder(nl,n2,np0,ne0,nf0: integer);
EEL TS
procedure aux_torus(nl,n2,np0O,ne0,nf0: integer);

Im Hauptprogramm miissen fiir den Hiddenline-Algorithmus bereitstehen:
a) nl,n2,
b) Die Punkte P, : p;, zeilenweise numeriert von unten nach oben (s. Zeichnung),

c) npf,nef, die Anzahl der Punkte bzw. Kanten in einer Facette. Normalerweise ist npf=4,
nef=4. Bei Durchdringungen koénnen beide allerdings auch grofler sein.

Beispiel 5.4 Zwei Tori (s. Beispiel-Programm tori h.p)

Abbildung 5.9: Zwei Tori

Aufgabe 5.1 ROHRKNOTEN

Die Mittenkurve eines Rohrknotens liegt auf einem Torus und hat hier die Parameterdarstellung

x = c(u) := (hcos(u), hsin(u), re sin(cu)),
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mit h =11 + recos(cu),c = 1.5 und 0 < u < 47.

(r1 ist der “grofle” Radius, ro der “kleine” Radius des Torus.) Jeder Punkt der Mittenkurve ist
Mittelpunkt eines Kreises, der senkrecht zur Mittenkurve steht. Fir die Ebene, die im Punkt c(u)
senkrecht zur Mittenkurve steht, wihlen wir die folgenden Vektoren als Basiseinheitsvektoren:

ei(u) = c(u) xe/[[... [, exu) :=erxe(u)/|le(uw],

wobei e, := (0,0,1) ist.
Also ist
x = S(u,v) := c(u) + e1(u)rs cosv + ex(u)rssinv,0 < r3 < ry,

eine Parameterdarstellung eines Rohrknotens. rs ist die “Dicke” des Rohres.

Abbildung 5.10: Rohrknoten (“torus”)

Beispiel 5.5 Mdbiusband (nicht vom Typ “quadrangle”)
(Die Berandungskurven der Binder liegen auf einem Torus!)

Abbildung 5.11: M6biusband, geschlitztes M6biusband

5.3 Schnitt zweier Polygone im Raum, Schnitt zweier Poly-
eder

5.3.1 Schnitt zweier ebener von Polygonen begrenzte Flichen im Raum

Als Vorbereitung fiir die Bestimmung der Schnittkanten zweier sich durchdringender Polyeder tiber-
legen wir uns zunéchst ein Unterprogramm, das die Schnittstrecke zweier durch ebene konvexe
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Polygone berandete Flichenstiicke im Raum berechnet.
Gegeben: Zwei ebene konvexe Polygone Piq, Pia, ..., Pim, Po1, Paa, . .., Ps, im IR®. Die Polygone

liegen nicht in einer gemeinsamen Ebene.

Gesucht: Der Schnitt (Strecke), der durch die Polygone berandeten ebenen Fléchenstiicke.

Idee:
(1)
(2)
(3)

Man bestimmt zunéchst die Schnittgerade der die Polygone enthaltenden Ebenen.
Nun schneidet man diese Schnittgerade mit den Polygonen und enthilt zwei Schnittstrecken.

Der Durchschnitt der beiden Schnittstrecken ist die gesuchte Strecke.

Der Algorithmus (Prozedur is nlgon n2gon3d):

(0)

(1)

(3)

Fiir jedes Polygon wird mit box3d_of pts der kleinste achsenparallele Quader bestimmt, der
das eine bzw. das andere Polygon enthélt. Nur wenn sich beide Quader schneiden,beginnt der
folgende Schnittalgorithmus.

Es werden die Gleichungen n1x — d; = 0,nsx — do = 0 mit Hilfe von plane_equ berechnet.
is_plane_plane liefert einen Punkt und einen Richtungsvektor der Schnittgerade gs beider
Ebenen.

Um die Gerade g; mit dem ersten Polygon zu schneiden, fithren wir in der Polygonebene
das folgende Koordinatensystem ein: P;; ist der Nullpunkt und die Punkte Pjo, Pi,, sind die
Achseneinheitspunkte.

Js

P, =(0,0) P12=(10)

Abbildung 5.12: Zu (2) des Algorithmus

Da die Polygonpunkte i.a. nicht exakt in einer Ebene liegen, berechnen wir mit Hilfe des
Unterprogramms ptco_plane3d die Koordinaten der zugehorigen Lotfufipunkte @Q1; beziiglich
des obigen Koordinatensystems. Speziell gilt dann Q11 = (0,0), Q12 = (1,0) und Q1,,, = (0, 1).
Nachdem man noch zwei Punkte der Gerade g, so in die Ebene projiziert hat, lassen sich mit
is_line_convex polygon die Parameter der Schnittkante ¢1,?2 bestimmen. Analog verfahrt
man mit dem zweiten Polygon und erhéilt Parameter sq, ss.

is_interv_interv berechnet schlieBlich den Schnitt [s,t] := [t1,t2] N [s1, $2] der Intervalle.
Damit ist die Schnittstrecke der beiden Polygone bestimmt.

procedure is_interv_interv(var a,b,c,d,aa,bb : real; var inters: boolean);
{Berechnet den Schnitt der Intervalle [a,b], [c,d] .}
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{skokkkokkokokkokok b
procedure box3d_of_pts(var p : vts3d_pol; np: integer; var box : box3d_dat);

var a,b : real; i: integer;
{Bestimmt den zugehrigen (kleinsten) achsenparallelen Quader.}
Lokokokoskoskokok sk ok ke ke ok }

function is_two_boxes3d(var boxl,box2 : box3d_dat) : boolean;
{Schnitt zweier achsenparalleler Quader.}
Lokokokoskoskok ok ok ok ok ok ok ok
procedure is_line_conv_pol_in_plane3d(var pl,rl: vt3d; var pp : vts3d_pol;

npp : integer;

var t1,t2 : real; var inters : boolean);
{Schnitt eines konv. Polygons mit einer in der Polygonebene liegenden Gerade.}
Lotk ok ok ok ok ok ok ok

5.3.2 Schnitt zweier Polyeder

Gegeben: Zwei sich durchdringende Polyeder I1;, II5.
Gesucht: Die Schnittkanten.

Idee:

Da man die Polyeder in der Regel auch darstellen mochte, ist es zweckméfig die Datenstruktur des
Hiddenlinealgorithmus is_lines _before_convex_faces zu verwenden. Dadurch ergeben sich einige
Vereinfachungen.

Der Algorithmus:

(1) Man berechnet zunichst mit boxes_of faces die fiir einen schnellen Vortest notwendigen
achsenparallelen Quader.

(2) Da die Gleichungen der Flichen schon vorliegen (Sie sind auch fiir den Hiddenlinealgorithmus
notig.), verwendet man hier das fiir diesen Fall angepafite Unterprogramm is_face face, um
die Schnittkanten zu bestimmen.

(3) Die Schnittkante der i-ten Facette mit der k-ten Facette wird als zusétzliche Kante in das
Array edge aufgenommen und in face[i] und face[k] vermerkt, dafl diese Kante in der i-ten
bzw. k-ten Facette liegt. (Letzteres ist notwendig, damit die Kante nicht mit der Facette,
in der sie liegt, verglichen wird. Durch Rechenungenauigkeiten kénnte die Kante hinter der
zugehorigen Ebene liegen und damit unsichtbar sein.)

Im Folgenden sind die Unterprogrammkopfe von boxes_of faces, is_face_face sowie die im
Hauptprogramm notwendige Ergénzung fiir den Fall zweier sich durchdringender Fl¢hen angegeben
(s. Beispiel-Programm flaech h.p).

procedure boxes_of_faces;
{Berechnet zu den Facetten achsenparallele Quader.}
{skokkokokkokokkokok b
procedure is_face_face(i,k: integer; var psl,ps2 : vt3d;
var intersection: boolean);
{Berechnet die Schnittstrecke zweier nicht in einer Ebene liegenden
(konvexen) Flaechen eines Polyeders.}
{orsrotokokokokokok ok okokok
{Durchdringung zweier Flaechen: Affensattel-Zylinder (s. flaech_h.p)}
boxes_of_faces;
for i:= 1 to nfl do { 1.Flaechenschleife }
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begin

for k:= nfi+1l to nf do { 2.Flaechenschleife }

begin
is_face_face(i,k, psl,ps2,inters);
if inters then
begin
plonp+1]:= psi; plop+2]:= ps2;
with edge[ne+1] do

begin epl:= np+l; ep2:= np+2; vis:= true; end;

np:= np+2; mne:= ne+l;
with face[i] do begin fe[nef+1]:
with face[k] do begin fe[nef+1]:
end; { if }
end; { for k }
end; { for i }

= ne; nef:
ne; nef:

nef+l; end;
nef+l; end;

Abbildung 5.13: Durchdringungen
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Bei der Bestimmung von Selbstdurchdringungen mufl man eine Fléche mit sich selbst schneiden.
Dies fithrt bei benachbarten Facetten zu Problemen. Deshalb sollte man mit einem Unterprogramm
Nachbarschaften aufspiiren und nur nicht benachbarte Facetten auf eventuellen Schnitt untersuchen.

a) sich durchdringende Flichen

A

A

'(
4]

SIS
SSEER
ISSS.

NoS=

2

030
5
Qs

TS
e
b
%
&

b) selbstdurchdringende
Strahlschraubfléche

Die Prozeduren dieses Kapitels sind in der Datei proc_zpo.pas enthalten und stehen iiber das unit
hiddenl zur Verfiigung (s. Beispiel-Programme tori h.p, flaech h.p).
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Kapitel 6

TRIANGULIERUNG
IMPLIZITER FLACHEN

6.1 Der Triangulierungs—Algorithmus

Der Algorithmus verwendet wesentlich die folgende Prozedur surfacepoint

6.1.1 Die Prozedur surfacepoint

Die Prozedur surfacepoint bestimmt zu einem Punkt q in der N&he einer impliziten Fliche
® : f(x) = 0 einen Flichenpunkt p, der in der Néhe des zugehérigen Lotfufipunktes von q liegt.
p ist im Falle einer Ebene exakt der Lotfupunkt. Die Prozedur berechnet aulerdem eine Flichen-
einheitsnormale und zwei orthonormale Tangentenvektoren in p.

Es seien nun die implizite Fliche ® : f(x) = 0, fiir die stets der Gradient V f existiert und nicht
der Nullvektor ist, und ein Punkt q in der Nihe der Fliche gegeben.

1. (a) up=gq
f(ur)
t = -
(b) repeat upiq == uy Vf(uk)2Vf(Uk)
(Newtonschritt fiir die Funktion g(t) := f(ur +tVf(ux)) )
until ||ug+1 — ugl| ist ”geniigend” klein.

Flichenpunkt p = ujy1.
2. Die Fldchennormale im Punkt p ist n:= V f(p)/|]...||.

3. Als Tangentenvektoren wihlen wir
t1 := (ny, —ny,0)/]]...|| falls n, > 0.5 or n, > 0.5
oder ty := (—n,0,nz)/]...]|
und ty :=n X t; wobei (ng,ny,n,) = n ist.
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6.1.2 Idee des Algorithmus

S0

S1

52

S3

Es sei §; die ungefihre Seitenlinge der Dreiecke der Triangulierung. Wéhle eine Punkt s
in der Nihe der Fliche. Bestimme mit der Prozedur surfacepoint einen Flachenpunkt p;.
Umgebe p; in der Tangentialebene mit einem reguliren Sechseck qo, ..., q7. Bestimme mit
surfacepoint zu qg,...,q; die Flichenpunkte ps,...,p7. Die so entstandenen Dreiecke auf
der Fliche sind die ersten 6 Dreiecke der Triangulierung (s. 6.3,6.6).

Wir nennen das Polygon qo,...,q7 das (erste) aktuelle Frontpolygon Ily. Falls die Triangu-
lierung begrenzt werden soll (nicht noétig bei geschlossenen Flichen) durch Flichenkurven
I'1,Ts, ... (s. Beispiele), bestimmen wir weitere Frontpolygone 11,1, ... auf diesen Kurven.
Fiir spezielle Flichen (Zylinder Torus,...) kann es besser sein, mit einem vordefinierten ersten
Frontpolygon zu beginnen. (s. Beispiele)

Startsechseck
\ Begrenzungspolygong

/

Frontwi nkeI(

/ N\ minimaler Frontwinkel

aktuelles Frontpolygon 1 0

Abbildung 6.1: Bezeichnungen fiir den Algorithmus

Fiir jeden Punkt des aktuellen Frontpolygons bestimmen wir den Auflenwinkel. Wir nennen
diese Winkel Frontwinkel.

Priife, ob ein aktueller Frontpunkt p; nahe einem

— Punkt von Il ist, der von p; und seinen Nachbarn verschieden oder

— Punkt von einem anderen Frontpolygon I, k > 0 ist.

Im ersten Fall: Teile das aktuelle Frontpolygon Il in ein kleineres und ein weiteres Frontpo-
lygon. (s. Abb. 6.2, 6.9a,b)

Im zweiten Fall: Ist p; nahe einem Punkt des Frontpolygons II,,, so vereinige die Polygone
Iy, II,,, zu einem neuen (groferen) Frontpolygon. Losche IT,, (s. Abb. 6.2, 6.9d,c).

Bestimme einen Frontpunkt p,, des aktuellen Frontpolygons ITy mit minimalem Frontwinkel.
Umgebe p; mit = reguldre Dreiecke mit Seitenléinge = ;. Losche p,, aus dem Polygon Il
und fiige die neuen Punkte in das aktuelle Frontpolygon Il ein.
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6.1.4 Der Schritt SO

Es sei s ein Startpunkt in der Néhe der Fléche.
Die Prozedur surfacepoint bestimmt den ersten Punkt p; der Triangulierung und das Orthonor-
malsystem nq,t11,t12. Die sechs Punkte pa, ..., pr sind die zu

qi+2 ‘= P1 + 575 COS(Z"]T/?))tll + 625 sin(iw/?))tlg, 1= 0, ;)

gehorigen Flichenpunkte, (p; = surfacepoint(q;). Die Punkte qo, ..., q7 liegen in der Tangential-
ebene von p; und bilden ein regulédres Sechseck.
Wir erhalten die ersten 6 Dreiecke:

(p17p27 p3)7 (p1>p3a p4)7 (p17p4a p5)7 (p17p57 P6>7 (P17P67P7)7 (P17P7»P2)~

Abbildung 6.3: Die ersten Schrltte des Algorithmus
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6.1.5 Der Schritt S1

Falls ein Punkt po; des aktuellen Frontpolygons Iy = (po1, Po2, ---s Pon,) gerade eingefiigt worden
ist oder falls ein Nachbar von pg; ein neuer Punkt ist, ist es notwendig, den aktuellen Frontwinkel
w des Punktes pg; neu zu berechnen. Es sei

V1 = Po,i—1 if i > 1 oder vy := Pon, ifi =1,

V2 1= Po,i+1 if i < Ny oder vy := poy if i = Ny und

(&1,m,¢1) die Koordinaten von vy, (€2,72,(2) die Koordinaten von vo bezgl. des orthonormalen
Systems n, tq, to am Punkt pg;,

wy := Polarwinkel von (§1,71), ws := Polarwinkel von (£3,72), dann ist der Winkel am Punkt py;
w=ws —wy , falls wy > wy andernfalls w = wy — wy + 27.

6.1.6 Der Schritt S2

Um zu verhindern, dafl neue Dreiecke alte Dreiecke iiberdecken, priifen wir

e die Absténde von Punktepaaren des aktuellen Frontpolygons 1ly. Falls es Punkte po;, poj, i <
J, (Nahpunkte) gibt, die nicht benachbart oder Nachbarn von Nachbarn sind und ||pg; —po; || <
0y ist, wird das aktuelle Frontpolygon in das neue aktuelle Frontpolygon (po1, -.-, Poi, Pojs -« PoN,)
mit Ny — (j —i — 1) Punkte und ein weiteres Frontpolygon (po;, ...., Po;) mit j — i+ 1 Punkte
zerlegt. (s. 6.2,6.9a,b) po,, po; diirfen bei spéteren Abstandspriifungen nicht mehr verwendet
werden.

e den Abstand der Punkte des aktuellen Frontpolygons I1y zu Punkten aller restlichen Frontpo-
lygone IIj, k > 0. Falls es Punkte pg; € IIy und py,; € II,, mit ||po; — Pm;|| < 6: (Nahpunkte)
gibt, werden die Polygone

o = (Po1; s Pon,) und I, = (P, s P, )
vereinigt zu einem neuen aktuellen Frontpolygon

HO = (pola ceey p0i7p7nj7 --PmN,,; Pm1, "'7p7nj7p0i7 "'7p0N0)

mit No + Ny, + 2 Punkte. Die Punkte po; und p,,; erscheinen zweimal ! Deshalb sollte man
als néichtes die Frontwinkel dieser Punkte bei ihrem ersten Erscheinen im Polygon Il bestim-
men und zuerst den Punkt vervollstindigen (mit Dreiecken umgeben, s. Schritt S3), der den
kleinsten Winkel besitzt, und dann den zweiten (s. 6.9¢). Danach wird das erste Erscheinen
dieser beiden Punkte aus dem aktuellen Frontpolygon gestrichen. po;, pm; diirfen bei spateren
Abstandspriifungen nicht mehr verwendet werden.

Bemerkung:

a) Fiir 7einfache” Flichen kann die Abstandspriifung weggelassen werden. (s. Beispiele: Kugel,
6-peak-Fléche.)

b) Vor der Abstandspriifung sollte man Punkte mit Frontwinkeln kleiner (ungefshr) 86° = 1.5
vervollstéandigen.

¢) Aussetzen der Abstandspriifung nach einer Teilung des aktuellen Frontpolygons oder, falls
‘H0| < 10.

1. ?Schlechte” Nahpunkte, die durch ein schon trianguliertes Gebiet verbunden sind (Abb. 6.4),
konnen dadurch entdeckt werden, indem man den Winkel w am Punkt po; geméafl Schritt 2
berechnet, wobei man anstelle von v, den Punkt p,,; verwendet. Das Punktepaar po;, Pm; ist
ein ”schlechtes”, wenn der so berechnete Winkel w grofler ist als der Frontwinkel am Punkt

Poi-

2. Eine wesentliche Beschleunigung des Anstandstests erzielt man, durch Verwendung von ”boun-
ding boxes” fiir die Frontpolygone.
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’ ;%//// /) schlechte Nahpunkt(%

o

Frontwinkel

trianguliertes Gebiet

Abbildung 6.4: Schlechte Nahpunkte und ihre Entdeckung

6.1.7 Der Schritt S3

Es sei por, ein Punkt des aktuellen Frontpolygons IIy mit minimalem Frontwinkel w. Vervollstindige
die Triangulierung am Punkt pg,, auf die folgende Weise:

1. Bestimme die Nachbarn v, va von pog, (vgl. Schritt S1).

2. Bestimmung der Anzahl n; von Dreiecke, die erzeugt werden sollen:
Es sei ny := trunc(3w/7) + 1, Aw :=w/n,
Korrektur von Aw in extremen Fillen:
Falls Aw < 0.8 und n; > 1 dann n; — ny — 1 und Aw = w/n,.
Falls n; = 1 und Aw > 0.8 und ||vy — va| > 1.25§; dann n; = 2 und Aw — Aw/2.
Falls (|[vi — pom|? < 0.2 67 oder |va — pom|* < 0.2 67 ), dann sei n; = 1 (s. Abb. 6.5).

Abbildung 6.5: Korrekturen fiir extreme Fille

3. Erzeugung von Dreiecken:
Falls n; = 1, dann erhalten wir 1 neues Dreieck: (v1, Vo, Pom)
andernfalls seien qg, q,, die senkrechten Projektionen von v;, vy in die Tangentialebene am
Punkt pg,, und q; sei der Punkt, der durch Drehung von po,, + 6:(do — Pom)/||do — Pom || um
den Winkel tAw mit der Normale im Flichenpunkt py,, als Drehachse entsteht. (Falls eine
globale bounding box aktiv ist, wird die Kante pg,,q; gekiirzt und die Variable boarder_point
des entsprechenden neuen Fldchenpunktes auf true gesetzt. Randpunkte werden bei weite-
ren Betrachtungen ignoriert.) Anwendung von surfacepoint auf q; liefert die neuen Punkte
PN+is @ =1,..,n;y — 1, und die n; neuen Dreiecke:
(V1,PN+1,Pom); (PN+1, PN+2; Pom); s (PN+n.—1, V2, Pom)-

4. Erneuere das aktuelle Frontpolygon:
Streiche den Punkt poy, und, falls n, > 1, fiige an seine Stelle die neuen Punkte py 41, ..., PN+n,—1
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ein. Alle boolschen Variablen angle_changed der Punkte vy, va,ry, ..., 1,1 werden auf true

gesetzt.

6.2 Beispiele
Beispiel 6.1 Kugel
Triangulierung der Kugel 12 + y? + 2% — 4 = 0 mit Startpunkt (1,1,1) und Kantenlinge 6; = 0.3.

Die folgenden Abbildungen zeigen die ersten vier aktuelle Frontpolygone und die Situation nach der
Erzeugung von 101 und 1531 Dreiecke. Die volle Triangulierung der Kugel umfaft 1544 Dreiecke.

a b c
Startsecheck %
minimaler Frontwinkel

i

A

N / 7 < SRR

/ v W e s A
s K DO
i T B OSEREROR AR
At i e ) R XS Tt AT
N "4%{‘*&’»'%’&% SRR A
7 \ )

7

AA é
D

noch ein Loch auf der Riickseite Vollstandige Triangulation (von vorn)

Abbildung 6.7: Triangulierung einer Kugel (Forts.)
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Beispiel 6.2 Zylinder
Triangulierung des Zylinders x> +y* —1 =0,

1. mit Starpukt (1,0,0) und 6y = 0.2. Abb. 6.8a,b zeigt die Triangulation vor und nach der ersten
Teilung des aktuellen Frontpolygons. Der Zylinder ist durch eine bounding box beschrdnkt.

2. mit Punkte auf dem Deckelkreis als erstes Frontpolygon und Punkte auf dem Bodenkreis als
weiteres (begrenzendes) Frontpolygon (Abb. 6.8).
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Abbildung 6.8: Triangulierung eines Zylinders

Beispiel 6.3 Torus
Triangulierung des Torus

(@ 4+ + 22+ —a®)? 4?2 +9*) =0, r=1,a =0.35

mit 8, = 0.1,

1. Startpunkt (1,0,0.5). Abb. 6.9d,e zeigt die Triangulierung vor und nach der Vereinigung des
aktuellen Frontpolygons mit dem weiteren Frontpolygon, das bei einer friheren Teilung des
aktuellen Frontpolygons erzeugt wurde. Abb. 6.10f zeigt die vollstindige Triangulation.

2. Punkte auf einem Kreis als erstes aktuelles Frontpolygon und

(a) dasselbe Polygon (mit umgekehrter Orientierung) als weiteres (begrenzendes) Frontpoly-
gon (Abb. 6.10h).

(b) einem zweiten Polygon als weiteres (begrenzendes) Polygon (Abb. 6.10g). (Torusteil)
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Beispiel 6.4 Fliche vom Geschlecht 3
Triangulierung einer impliziten Fliche vom Geschlecht 3 mit der Gleichung

22 = (1= (a/ra)? = (y/ry)*)((x = 21)* + 9% = r})(@® + 97 = r]) (e +21)* + 97 = r]) = 0,

ry = 6,7y = 3.5,r; = 4,1 = 12,21 = 3.9 und Startpunkt (0,3,0), Kantenlinge 6; = 0.3. Die
Trianagulierung besteht aus 7354 Dreiecke.
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Abbildung 6.11: Flache vom Geschlecht 3 bzw. Flidche mit 6 Peaks
Beispiel 6.5 6-peak-Fliche
Die Triangulierung der ziemlich komplizierten impliziten Fldche
(322 — y*)?y? — (22 + y*)* — 2* — 0.0012 = 0
ist maglich ohne Teilung und Vereinigung.

Zum Schlufl noch ein Beispiel, dessen implizite Darstellung Normalformen umfaft (s. Vorlesung).
Die Normalformen sind iiberhaupt der Schliissel zur Triangulierung fast beliebiger Flachen. Mit Hil-

fe von Normalformen kénnen sogar parametrisierte Flachen mit dem hier vorgestellten Algorithmus
trianguliert werden.
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Beispiel 6.6 Gegeben seien
1. die implizite Fliche ®1 : (x —2)*+y* —r} =0, 1 =2,

2. das parametrisierte Flichenstiick
Oy x = (100 —5,10u — 5,6(u —u? +v—12v%)), 0<u<1,0<v <08,

3. das parametrisierte Fldchenstiick
P3: x=(6(u—u?+v—22)—510u—>5100-5), 0<u<1,05<v <1,

hi(x) = 0,ha(x) = 0,hg(x) = 0 seien ihre Normalformen. Die implizite Fliche ® : f(x) =
h1(x)he(x)hg(x) = ¢, ¢ > 0 ist eine glatte Approxzimation des Flichenkomplezes ®1, Py, P3. Die
Approzimation ist unabhdngig von ihren Darstellungen.

Abb. 6.12 zeigt eine Triangulierung von f(x) = ¢ fir ¢ = 0.2.
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Abbildung 6.12: zu Beispiel 6.6
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