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Vortragsaufgaben

Aufgabe H19
Es sei (X,);>( eine Brownsche Bewegung auf (2, .«/,P) mit X, = 0.

(a) Esseih:[0,1] — R eine stetige Funktion von beschréinkter Variation mit h(1) = 0. Zeige dass fiir einen typischen
Pfad der Brownschen Bewegung gilt

1 1
f h(s)dX,(w) = — JXs(a))dh(s), (D

0 0
und folgere dass

1
IE[J h(s)dX,] = 0.
0

(b) Zeige dass die Isometrie

1

1
IE[(f h(s)dX;)*] = J h*(s)ds
0 0

gilt.
Bemerkung. Wiener und Paley benutzten (1) zur Definition des stochastischen Integrals (linke Seite).

Aufgabe H20

1

Es sei (X,);>o eine Brownsche Bewegung auf (Q, .«/,P) mit X, = 0 und ®(h) := fh(s)dXs, h € L?([0,1]), das in
0

Aufgabe H19 konstruierte Integral.

1
Zeige dass ®(h) eine normalverteilte Zufallsvariable mit Erwartungswert 0 und Varianz fhz(s)ds ist.
0

Gruppeniibung

Aufgabe G42
Die Doob-Zerlegung garantiert fiir ein (&, ),en-Submartingal (X, ),y €ine eindeutige Zerlegung als

X,=M,+A, neN,

wobei (M,,)pen €in (Z,)en-Martingal und (A, ),y €in monoton wachsender, (&, ), en-vorhersagbarer Prozess mit Ay = 0
ist.




(a) Setze

n
X, =Y 1, fiirB, €,
k=1
Wie lautet die Doob-Zerlegung von X ,?

(b) Es seien (X,),ey unabhéngige, identisch verteilte, integrierbare Zufallsvariablen. Bestimme die Doob-Zerlegung
beziiglich der kanonischen Filtration (%, ) ex-

(c) Es seien (X, ),ey unabhingige, normalverteilte Zufallsvariablen derart, dass X, Erwartungswert 1 und Varianz n
n

habe. Setze Y, = [ | X. Berechne die Doob-Zerlegung von (Y,,),cy beziiglich der von (X,),ey erzeugten Filtration.
k=1

Aufgabe G43
Zeige dass sowohl die Brownsche Bewegung, als auch die geometrische Brownsche Bewegung in dem Raum
L?(A; ® P) = L2([0, T] x , A ® P) liegen.

Aufgabe G44
Gegeben seien zwei L2-Martingale (M,,),cy und (N,,),cy beziiglich der Filtration (Z,),cy. Weise nach, dass es sich bei

(MnNn - <M;N>n)n€N

um ein Martingal handelt.

Aufgabe G45
Sei (B, );>o eine Brownsche Bewegung bzgl. der Filtration (%, ),>,. Zeige mithilfe einer geeigneten Approximation durch
einfache Prozesse, dass gilt




