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Vortragsaufgaben

Aufgabe H17
Sei 2 = {(x1,x,) € R? | x, > 0} und f eine Funktion, die auf 32 definiert ist durch x; — 1_1,1)(x;). Leite mithilfe von
Aufgabe H12 her, dass die Funktion

1 1-—x 1 —(1+x
h(x;,x,) = — arctan ( 1) — —arctan (u)
T i

X3 Xg

das Dirichlet-Problem 1663t.

Bemerkung. In der Vorlesung wurde bereits erwédhnt, dass Aussagen zum Dirichlet-Problem zum Teil unter noch allgemei-
neren Bedingungen gelten. Unter diesem Aspekt konnen die beiden Unstetigkeitsstellen von f, sowie die Unbeschranktheit
von 2 (aufgrund von Approximationsargumenten mit geeigneten {D,,}) hier vernachléssigt werden.

Aufgabe H18

Verwende Satz 2.104 aus der Vorlesung, um die (deterministische) Aussage nachzuweisen, dass jede beschrankte harmo-
nische Funktion auf R" konstant ist.

Bemerkung. Eine dhnliche Ubungsaufgabe mit charakteristischer Lésungsmethode wurde bereits in der Vorlesung zu
Markovketten behandelt.

Gruppeniibung

Aufgabe G38
Zeige dass es sich bei den in der Vorlesung vorgestellten Beispielen tatsdchlich um harmonische Funktionen auf 2 han-
delt:

hi(x)=x auf 2 =R,
hy(%) = hy(x1,x,) =log|x| auf 2 =R>\ {0},

1
hs(X) = hg(xq, .., X)) = e auf 2 =R"\ {0}, n>3.

Bemerkung. Die Bedeutung dieser harmonischen Funktionen wird in den restlichen Aufgaben deutlich werden.

Aufgabe G39
Seien0<r; <ry,, 2={x€R?|r; <|x| <r,}und f : 39 — R eine stetige Funktion auf dem Rand.

(a) Ist die Losung des zugehorigen Dirichlet-Problems eindeutig?

(b) Gibt es unter Beriicksichtigung der G38, sowie Aufgabenteil a), eine clevere Moglichkeit zu zeigen, dass fiir die
Brownsche Bewegung mit Start in x € 9 gilt

. . . i ) log|x| —logr,
P*((X,) verlésst 92 iiber den dufleren Ring) = ——
logr, —logr;

(c) Was lasst sich iiber die obige Wahrscheinlichkeit in den Grenzféllen aussagen, d.h. wenn gilt r; | 0 bzw. ry T 0c0?




Aufgabe G40
Sei n > 2. Zeige dass jeder Punkt x € R" polar ist, d.h.

P (T3 <00)=0 VyeR"
Hinweis. Setze oBdA x = 0 und modelliere analog zu Aufgabe G39. Auf diese Weise 1asst sich auch Aufgabe G38 verwen-

den.

Aufgabe G41
Sei 2 = {(x;,x,) € R? | x, > 0} und f eine Funktion, die auf 89 definiert ist durch x; — x; - 1_; 1y(x;). Gib analog zu
Aufgabe H17 eine konkrete Losung des zugehorigen Dirichlet-Problems an.




