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Zusammenfassung

Wir betrachten die Arbeiten von Robin und Lagarias zum Wachstum der Teiler-
summenfunktion. Diese enthalten eine iiberraschend einfache Formulierung der Rie-
mannschen Vermutung. Wir erliutern wichtige grundlegende Ideen, insbesondere den
Zusammenhang zwischen der Lage der Nullstellen der Riemannschen Zetafunktion
und der Primzahlfunktion 7(z).

1 Einfiihrung

Die Riemannsche Zetafunktion ((s) ist eine der prominentesten Funktionen der analyti-
schen Zahlentheorie. Wir verwenden s als Standardvariable in der komplexen Ebene C und
schreiben wie iiblich o fiir den Realteil von s und ¢ fiir den Imaginérteil. Man definiert ((s)
fiir o > 1 durch

= 1
C(s) =D —-

n=1 n
Die unendliche Reihe konvergiert normal (wie man leicht durch Vergleich mit dem Integral
floo x~7 dx zeigt) und stellt daher eine analytische, d.h. komplex differenzierbare, Funktion
dar.

Aus der Tatsache, daf} sich jede natiirliche Zahl in (bis auf Reihenfolge der Faktoren)

eindeutiger Weise als Produkt von Primzahlen darstellen 148t, kann man leicht die soge-
nannte Eulerproduktentwicklung folgern:

cs) = [ — (1)

_ s’
pl p

Dabei erstreckt sich das Produkt iiber alle Primzahlen p. Es konvergiert fiir ¢ > 1. Diese
Identitét stellt eine Beziehung zwischen der Theorie der Primzahlen und der Riemannschen
Zetafunktion her, welche von fundamentaler Bedeutung ist.
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Man kann zeigen, dafl ((s) eine meromorphe Fortsetzung auf ganz C besitzt, die bis auf
einen einfachen Pol bei s = 1 sogar analytisch ist. Weiterhin geniigt ((s) einer Funktional-
gleichung unter s — 1 — s, es liegt also eine Symmetrie bei Spieglung an der sogenannten
kritischen Geraden {s € C; o =1/2} vor.

Von besonderem Interesse sind die Nullstellen der Riemannschen Zetafunktion. Die
Konvergenz des Eulerprodukts (1) impliziert, daB8 ((s) im Gebiet ¢ > 1 nirgends ver-
schwindet. Mit Hilfe der Funktionalgleichung folgert man hieraus, dafl im Gebiet 0 < 0
lediglich die “trivialen” Nullstellen bei s = —2, —4, ... vorliegen.

Alle anderen (die “nichttrivialen”) Nullstellen miissen nun im sogenannten kritischen
Streifen 0 < o < 1 liegen. Wir wollen die Menge dieser Nullstellen (mit Multiplizitdten) im
folgenden mit Z bezeichnen. Riemann erkannte, daf} ihre Lage wichtige Information iiber
die Verteilung der Primzahlen kodiert. Er kam zu der folgenden

Vermutung (RV). Alle nichttrivialen Nullstellen von ((s) liegen auf der kritischen Ge-
raden G = {s € C; 0 =1/2}.

Numerische Rechnungen stiitzen diese Vermutung. So gibt es zum Beispiel 5 Nullstellen,
deren Imaginérteil zwischen 0 und 35 liegt. Sie lauten

1/2+4i-14.134725 . .,
1/2+i - 21.022040 . . .,
1/2+i - 25.010856 . . .,
1/2+i - 30.424878 . . .,
1/2+i - 32.935057 . ...

Mit den heutigen Computern kann man natiirlich viel weiter rechnen. In der Tat priifte man
nach, daf} die ersten 1,5 Milliarden Nullstellen auf der kritischen Geraden G liegen. Hardy
zeigte bereits 1914, daf sich unendlich viele Nullstellen auf GG befinden; nach Resultaten von
Selberg, Levinson und Conrey sogar mindestens 2/5 aller Nullstellen aus Z. Ein weiterer
Grund, an die Richtigkeit der Riemannschen Vermutung zu glauben, besteht darin, daf die
analoge Aussage fiir Zetafunktionen von algebraischen Varietiten iiber endlichen Kérpern
richtig ist. Dies wurde von Hasse (1933) fiir elliptische Kurven gezeigt und von Weil 1942 fiir
Kurven beliebigen Geschlechts. Deligne konnte schliellich den Fall allgemeiner Varietédten
tiber endlichen Kérpern behandeln (siehe [Pal, [Ro]). Fiir umfassende Darstellungen dieser
Argumente und weitergehende Betrachtungen sei auf die Monographien [Ed], [Iv], [Pa] und
[Ri] verwiesen.

Die Riemannsche Vermutung ist eines der zentralen und hértesten Probleme der heuti-
gen Zahlentheorie mit Auswirkungen auf diverse andere Gebiete.! Sie ist eines der “Millio-
nen-Dollar-Probleme” des Clay-Instituts fiir Mathematik (http://www.claymath.org). Um
so iiberraschender ist es, daf} sie sich auf vollkommen elementare Weise formulieren 148t.
Lagarias entdeckte kiirzlich (2000), da sie zum folgenden Problem &dquivalent ist:

'Ein Beispiel aus der Kryptographie: Aus der Richtigkeit der verallgemeinerten Riemannschen Vermu-
tung wiirde folgen, daf3 der deterministische Primzahltest von Miller stets in polynomialer Zeit arbeitet
[Wal.



Vermutung (TV). Fir alle natirlichen Zahlen n gilt die Ungleichung

o(n) < h(n) + "™ log(h(n)).

n

Dabei bezeichnet o(n) = 3=, d die Summe aller positiven Teiler von n und h(n) =377,

die n-te harmonische Zahl.

1
J

Das Kiirzel “T'V” steht hierbei fiir “Teilersummen-Vermutung”. In der folgenden Ta-
belle stellen wir die linke und rechte Seite der Ungleichung fiir n < 12 gegeniiber.

| n|o(n) | h(n)+ e log(h(n)) |

1 1 1
2 3 3.31716854 ...
3 4 5.62453152 ...
4 7 7.97798290 . ..
5 6 10.38226769 . ..
6 12 12.83417872 ...
7 8 15.32927365 . ..
8 15 17.86331817 ...
9 13 20.43258568 . ..

10 18 23.03386680 . ..

11 12 25.66440756 . ..

12 28 28.32183725 ...

Es ist iibrigens kein Zufall, daf} die Differenz der rechten und der mittleren Spalte besonders
klein ausfillt fiir n = 1,2, 6, 12. Darauf werden wir spéter eingehen. Weitere “knappe” n-
Werte sind:

| n | o(n) | h(n) + e"™log(h(n)) |
60 168 170.977 ...
120 360 366.063 . ..
360 1170 1204.810 ...
720 720 | 3 249 792 3 393 620.629 . ..

Man sollte eher nicht erwarten, daf§ die Teilersummen-Vermutung eine Méglichkeit fiir
einen Beweis der Riemannschen Vermutung eréffnet. Vielmehr sollte man sie als besonders
elementare und {iberraschende Formulierung auffassen. Im folgenden wollen wir die grund-
legenden Ideen zum Beweis der Aquivalenz von RV und TV erkliren. Lagarias zeigt, daf
TV fiir groBe n zu einer &hnlichen Ungleichung TV’ #dquivalent ist, die von Robin (1984)
untersucht wurde. Insbesondere zeigte Robin die Aquivalenz von TV’ zur Riemannschen
Vermutung. Dabei werden ausgefeilte Techniken der analytischen Zahlentheorie verwendet,
die wir hier lediglich plausibel machen wollen. Eine wichtige Rolle spielt hier die sogenann-
te “explizite Formel”, die eine Beziehung zwischen der Primzahlverteilungsfunktion ¢ (x)
und den Nullstellen von ((s) herstellt. Dies wollen wir genauer untersuchen, bevor wir uns
der Abschétzung von o(n) zuwenden.



2 Wie viele Primzahlen gibt es?

Wie bereits erwihnt, stellt die Eulerproduktentwicklung (1) eine Beziehung zwischen der
Theorie der Primzahlen und den analytischen Eigenschaften von ((s) her. Wir wollen fiir
dieses Prinzip ein einfaches Beispiel geben.

Die harmonische Reihe Y77, L divergiert, mit anderen Worten: ((s) hat eine Singu-
laritdt bei s = 1. Dies impliziert, dafl es unendlich viele Primzahlen gibt. Das folgende
Argument dafiir geht auf Euler zuriick.

Angenommen es gibe nur endlich viele Primzahlen py, ..., p,. Dann konnte man mit

(1) die Riemannsche Zetafunktion als endliches Produkt schreiben:

)= —

i=1 1_p;s.

Insbesondere wire ((s) analytisch fiir s € C — {0}, im Widerspruch zur (1) = oc.
Nachdem wir nun wissen, dafl es unendlich viele Primzahlen gibt, wollen wir einen

Schritt weiter gehen. Wir fragen uns nun, wieviele Primzahlen es gibt, die kleiner oder

gleich einer vorgegebenen Gréfle x sind. Dazu fiihren wir die Primzahlverteilungsfunktion

m(z) = #{p prim; p < z}

ein. Gauss (1792) und Legendre (1798) vermuteten bereits, da§ 7(z) durch den Integrallo-
garithmus

xT

. dt
Li(z) :/m

2

so gut approximiert wird, dafl der relative Fehler fiir x — oo gegen Null geht, also
7(z) ~ Li(z).? (2)

Die folgende Tabelle veranschaulicht die Giite der Approximation:

‘ x ‘ m(x) ‘ [Li(z)] ‘ Li(z)/m(z) — 1 ‘
10 4 5) .28
102 25 29 .16
103 168 176 .051
10* 1 229 1 245 .013
10° 9 592 9 628 381072
108 5 761 455 5 762 209 13-1073

1010 455 052 511 455 055 615 68-107°
10" | 37 607 912 018 | 37 607 950 281 10-107°

2Wie iiblich schreiben wir f(z) ~ g(z), falls lim,_,~ f(z)/g(x) = 1. Man beachte, daf§ Li(z) ~ gz



Tschebyscheff konnte Mitte des 19. Jahrhunderts mit elementaren Methoden zeigen,
daf es Konstanten 0 < C' < 1 < C’ gibt (die man explizit berechnen kann), so daf fiir
grofle x die Ungleichung

CLi(x) < 7(z) < C"Li(x) (3)

gilt. Die asymptotische Aussage (2) wurde schlie8lich von J. Hadamard und C. de la Vallée-
Poussin im Jahre 1896 bewiesen und ist heute als Primzahlsatz bekannt. Ein entscheidender
Schritt im Beweis besteht darin zu zeigen, dafl die Riemannsche Zetafunktion auf der
vertikalen Geraden o = 1 keine Nullstellen hat.?

Der Zusammenhang zwischen der Menge Z der nichttrivialen Nullstellen von ((s) und
dem asymptotischen Verhalten von 7(z) wird anhand der sogenannten expliziten Formel
besonders deutlich. Um diese darzustellen benétigen wir die Mangoldtsche Funktion

A(n) = {log(p), falls n = p” (p prim),
0, sonst,

und ihre summatorische Funktion
Y(x) =Y A(n).
n<z

Die Mangoldtsche Funktion tritt in der logarithmischen Ableitung von ((s) auf. Fiir o > 1
gilt

, 0
i((:’)) = ; A(n)n™. (4)
Anstelle des asymptotischen Verhaltens von 7(z) kann man genausogut das asymptotische
Verhalten von 1 (x) studieren, wie das folgende Lemma zeigt.
Lemma 1. Sei a > 1/2. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
m(z) = Li(z) + O (z* log z) , * (5)
Y(z) =240 (2*log’z) . (6)

Der Beweis ist eine Ubung in partieller Summation und Integration.
Wir geben nun eine Variante der expliziten Formel an, die fiir uns besonders niitzlich
ist: Wenn z > 1 (und keine Primzahlpotenz®) und 7" > 0, so gilt

ba)=z— 3 %} ~ log(2n) — 5 log(1 )
slol<r
+ O (2(logT)*/T + z(log z) /T + u(z,T)). (7)

3Tatsichlich kann man zeigen, daf§ die Aussage ((1 + it) # 0 fiir t € R — {0} zum Primzahlsatz (2)
dquivalent ist.

4Wir schreiben f(z) = g(z)+O(r(x)), falls es eine Konstante C' > 0 gibt, so daB | f(z) —g(z)| < C|r(z)]
fiir grofie z.

SFalls # = p” eine Primzahlpotenz ist, so muf man auf der rechten Seite einen Term % log(p) hinzufiigen.
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Dabei ist u(xz,T) = O(log ), und fiir festes z gilt sogar u(z,T) = O((logT)/T) (siehe [Pa]
§3.8). Im Grenzfall T — oo erhalten wir

P(r) =z — Z o log(2m) — %log(l —x?). (8)

pEZ

Aus den obigen Formeln wird der Zusammenhang zwischen 1)(x) und Z sofort plausibel.
Wir prézisieren dies im néchsten Satz.

Satz 2. Sei o > 1/2. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
i) m(z) geniigt der Asymptotik

m(z) = Li(z) + O (2 logx) .

ii) Fiir die Nullstellen der Riemannschen Zetafunktion gilt

ZC{seC o<al.

Beweis. (Eine detailliertere Darstellung findet man in [Pa] §5.8.) Aufgrund von Lemma 1
geniigt es, die Aquivalenz von (ii) und der Asymptotik (6) fiir ¢)(z) nachzuweisen.
Angenommen (ii) ist wahr. Wir setzen 7' = z'=* in (7) und erhalten

[p(z) —al <z Y ol + O (¢ (loge)?) . (9)
pEZ
[3(p) <1

Den ersten Term auf der rechten Seite kann man mit Hilfe der logarithmischen Ableitung
der Hadamardschen Produktformel fiir {(s) abschitzen. Man findet

> ol =0((logT)?).
pEZ
IS(p)I<T

Setzen wir dies in (9) ein, so erhalten wir
[¥(2) — 2] = O (2" (log 2)*)
und damit (i).

Wir zeigen nun die umgekehrte Inklusion. Aus (4) ergibt sich mit partieller Summation
fiir o > 1:

CI(S) _ - nn"*
(o) = 2

= Z;&(n) (™= (n+1)7%).



Wir schreiben ¢ (z) = x + r(z), wobei r(z) = O(z*(log z)?). Hiermit erhalten wir

—CC,((;):in(ns (n+1)" +ir —(n+1)7%)
=C(s)+ Y _r(n) (n " = (n+1)7). (10)

Wegen n % — (n 4+ 1)% = sf:H ¢ dz, gilt [n™* — (n + 1)7*] < |s|n=7"1. Folglich
konvergiert die Reihe in (10) normal auf o > «. Bis auf einen Pol bei s = 1 ist die rechte
Seite somit analytisch fiir 0 > «. Dies impliziert Z C {s; 0 < a}. O

Da nach Hardy unendlich viele Nullstellen auf der kritischen Geraden G liegen, folgt
aus Satz 2, daB O(z'/? log z) im wesentlichen der bestméogliche Fehlerterm im Primzahlsatz
ist. Tatsdchlich zeigte Littlewood, dafl w(x) — Li(z) mindestens in der Groflenordnung von
Li(z'/? logloglog ) um Null oszilliert [Li].

Die Riemannsche Vermutung ist also dquivalent zu der bestmdglichen Approximation
7(r) = Li(z) + O(2'/?log z) der Primzahlfunktion 7 (). Man kann explizite O-Konstanten
angeben. Nach Schoenfeld [Sch] ist RV zum Beispiel gleichbedeutend mit

1
|7 (z) — Li(x)| < S—ﬁlogx, fiir > 2657.
m

Es sei hier betont, dal die Aussage (ii) in Satz 2 gegenwértig fiir kein oz < 1 bewiesen ist.
Dementsprechend hat man gegenwértig den Primzahlsatz lediglich mit einer schwachen
Restgliedabschitzung zur Verfiigung. Man weif}, dafl

7(z) = Li(z) + O(z/ log” v) (11)

oder dquivalent ¢(x) = z 4+ O(z/logx). (Dies ist nicht das schérfste bekannte Resultat,
geniigt jedoch fiir unsere Zwecke.)

3 Teilersummen

Wir wenden uns nun dem Studium der Teilersummen o(n) und der Vermutung TV zu.

Zunichst stellen wir fest, dal o(n) multiplikativ ist: Fiir teilerfremde natiirliche Zahlen
m und n gilt o(mn) = o(m)o(n). Besonders einfach ist die Teilersumme einer Primzahl-
potenz p” zu bestimmen. Diese ist eine geometrische Summe:

1_pr+1

Damit kann man o(n) ausrechnen, wenn man die Primfaktorzerlegung n = pi* - - - p;* von
n kennt. Wir erhalten

k r;+1
1—p’
o(n) =[] p——
. 3



Mit dieser Formel finden wir eine erste obere Schranke fiir die Teilersumme. Offenbar ist

(12)

wobei sich das letzte Produkt iiber alle Primteiler von n erstreckt. Man kann folgern, dafl
fiir alle € > 0 die Abschétzung

o(n) = O.(n'™) (13)

gilt. Die Summe der Teiler von n wéchst also nur minimal schneller als n selbst. Man
beachte, dafi auf der anderen Seite die triviale (und scharfe) Ungleichung o(n) > n +1
besteht.

Eine wesentliche Verbesserung stellt das nichste Resultat dar.

Satz 3. Fir den Limes superior gilt

o
nloglogn '
Dabei bezeichnet v = lim,, o (h(n) —logn) = 0.577216 ... die Fuler-Mascheronische Kon-

stante.

Wir wollen den Beweis hier darstellen, da darin einige grundlegende Ideen deutlich
werden. Er beruht auf der folgenden asymptotischen Formel von Mertens (1874):

1
=~ eose (14)

p<z

Dabei erstreckt sich das Produkt auf der linken Seite iiber alle Primzahlen p, die kleiner
oder gleich z sind. Da (1) = oo ist, divergiert das Produkt fiir z — oo. Mertens’ Resultat
beschreibt die “Geschwindigkeit” der Divergenz. Es ist nicht iiberraschend, dafl im Beweis
von (14) genauere Information iiber die Primzahlfunktion 7(z) eingeht. Tatséichlich wird
die Tschebyscheff-Ungleichung (3) benotigt.

Beweis von Satz 3. (Siehe auch [HW].) Wir setzen f(n) = —2™__ und zeigen zuniichst

7 e’nloglogn
limf(n) < 1. Wir schreiben n = pi* - - - p;* fiir die Primfaktorzerlegung von n und benutzen
die Formel (12). Trivialerweise konnten wir die rechte Seite abschétzen durch

1
je—

p<n

und anschlieBend das obige Resultat von Mertens benutzen. Damit erhielten wir jedoch
lediglich mm;(l’j) )gn < 1, eine zu schwache Aussage. Um zum gewiinschten Ergebnis zu
gelangen, beobachten wir, dafl die groflen Primteiler von n zu kleinen Faktoren im Pro-
dukt auf der rechten Seite von (12) fiihren. Auflerdem kann n nur wenige grofle Primteiler

besitzen, da deren Produkt offenbar durch n beschrinkt ist.

8



Um diese Uberlegung zu prizisieren, betrachten wir zuniichst alle Primteiler von n
separat, welche grofier als logn sind. Fiir ihre Anzahl ¢ gilt (logn)" < n und daher ¢ <

0 lolg" . Weiterhin haben wir fiir p > logn:
oglogn
1 1

< .
1—pt 1—(logn)~!
Wir erhalten die Abschéitzung

logn

1 1 “Toglogn
H < (1= :
1—p! logn

p>logn

Somit ist
1.

ogn
1 1 "~ loglogn 1
1—pt logn 1—pt

pln p<logn

__logn
e_'y 1 loglogn 1
< —[1-— .
fn) < loglogn < logn) H 1—pt

p<logn

Folglich gilt f(n) < F(logn) mit

e AEE 1
F(x) = 1—— .
(z) log < !L‘) H 1—p!

Aufgrund von Mertens’ Formel haben wir

Flz) ~ (1 _ i) " 1 40(1/logz) ~ 1.

Dies impliziert die obere Schranke fiir den Limes superior.
Um eine untere Schranke fiir limf(n) zu erhalten geben wir eine Folge ny,no,... an
mit limf(n;) > 1. Wir setzen fiir j € N:

n; = H pj.
p<el
Aufgrund der Tschebyscheff-Ungleichung gilt
logn; = Y _ jlogp < jip(el) < Cjel
p<ed

mit einer Konstanten C' > 1. Somit ist loglogn; < C" + j + logj mit einer anderen
Konstanten C' > 0. Wir erhalten
e 1—pi-!
n;) =
f(nj) loglog n; H 1—pt

p<el

e 7 1 '
= C(H+1D)(C"+ 7 +1og)) H 1—p! =:G(j).

p<el



Mit Mertens’ Formel finden wir

e " 1
~ 1 ) — 00.
Ty Ui~ o
p<el
Wegen ((j+ 1) — 1 fiir j — oo, gilt G(j) ~ 1. Damit ist Satz 3 bewiesen. O

Numerische Rechnungen legen die Vermutung nahe, daf} fiir grofie n (genauer fiir n >
5041) tatséichlich die Ungleichung

o(n) < e"nloglogn (15)
gilt. G. Robin erzielte in dieser Richtung unter anderem das folgende schéne Resultat [Ro].

Satz 4 (Robin). Die Riemannsche Vermutung (RV) ist genau dann wahr, wenn fir alle
n > 5041 die Ungleichung (15) gilt.

Korollar 5 (Lagarias). Die Riemannsche Vermutung ist zur Teilersummen-Vermutung
dquivalent.

Beweis des Korollars. Durch Vergleich der n-ten harmonischen Summe h(n) mit dem In-
tegral f1n+1 df erhdlt man die elementare Ungleichung

v +logn < h(n) <y +logn+log(l+1/n) (16)

(siehe z.B. [HW] §22.5). Angenommen RV ist wahr. Dann folgt mit (16) und Robins Re-
sultat o(n) < e"™ log h(n) fiir alle n > 5041, also insbesondere TV. Fiir n < 5040 priift
man TV schnell mit dem Computer nach.

Wenn RV falsch ist, dann zeigt Robin genauer, dafl es unendlich viele n gibt, fiir die
(15) nicht gilt. Er gibt priizise an, wie stark die Ungleichung verletzt sein muf§ ([Ro] §4,
Proposition). Kombiniert man dies mit (16) so erhilt man, daf§ auch die Ungleichung in
TV fiir unendlich viele n verletzt ist (siehe [La]). O

Wir wollen nun einige wesentliche Ideen im Beweis von Satz 4 erldutern, dabei aber
lediglich die Inklusion “RV=-(15)" betrachten.

Zunichst einmal moéchte man die Ungleichung (15) nicht fiir alle n studieren, sondern
nur fiir solche, bei denen f(n) = % besonders grof} ist. Im Beweis von Satz 3 sahen
wir bereits, daf} dies fiir die Zahlen n; = Hpgej p’ der Fall ist. Bessere Ergebnisse erhiilt
man, wenn man anstelle der n; die sogenannten kolossal reichhaltigen Zahlen® betrachtet.

Eine natiirliche Zahl n heifit kolossal reichhaltig, wenn es ein ¢ > 0 gibt, so daf}
o(m)/m't* < o(n)/n't*  fiir allem € N.

Aufgrund der elementaren Abschiitzung (13) ist klar, da§ die Funktion o(m)/m'*¢ in
N fiir vorgegebenes € > 0 nur endlich viele Maxima annimmt. Diese Maxima sind gerade
die (zu € assoziierten) kolossal reichhaltigen Zahlen. In [EN] wird gezeigt, dal o(m)/m'**

6In der englischsprachigen Literatur “colossally abundant numbers”.
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héchstens vier Maxima besitzt, im generischen Fall sogar lediglich eines. Dieses Resultat
beruht auf einem Prinzip der diophantischen Approximation.

Die Primfaktorzerlegung der zu ¢ assoziierten kolossal reichhaltigen Zahlen 148t sich
auf einfache Weise bestimmen. Wir geben hier lediglich eine schwache Form des Resultats
aus [EN] an. Dazu betrachten wir die Funktion

_ log(1+1/u)

auf dem offenen Intervall (1, 00). Sie ist streng monoton fallend und lim,_,; g(u) = 0o sowie
lim, ;o g(u) = 0. Wir bezeichnen mit A : (0,00) — (1,00), v + h, die Umkehrfunktion
von ¢g. Offenbar ist lim,_,o h, = oo und lim,_,, h, = 1.

Es sei N, eine zu € > ( assoziierte kolossal reichhaltige Zahl und p eine Primzahl. Dann
gilt

pIN. & p<h,
P’IN. = p<+/2h..

Damit erhalten wir insbesondere, dafl es unendlich viele kolossal reichhaltige Zahlen
gibt. In der folgenden Tabelle geben wir die ersten elf dieser Zahlen an. Eine groéfiere
Tabelle findet man in [EN].

(17)
(18)

| n | Primfaktorzerlegung | o(n) | o(n)/n |
11 11
212 3115
623 122
12 | 22-3 28 | 2.333 ...
60 | 22-3.5 168 | 2.8
120 | 2%-3-5 360 | 3
360 | 23-3%2-5 1170 | 3.25
2520 |2%-32.5.7 9360 | 3.714 ...
5040 | 2*-3%2.5.7 19 344 | 3.838...
55440 | 2*.32.5.7.11 232 128 | 4.187. ..
720720 | 2*-3%2-5-7-11-13 | 3249792 | 4.509...

Ubrigens zeigten Alaoglu und Erdos bereits, da der Quotient zweier aufeinanderfol-
gender kolossal reichhaltiger Zahlen eine Primzahl oder das Produkt zweier Primzahlen
ist. Sie vermuteten, dal nur die erste Moglichkeit auftritt. Diese Vermutung ist bis heute
unbewiesen [AE].

Fiir unsere Zwecke ist das folgende Lemma entscheidend:

Lemma 6. Es seien N und N' zwei aufeinanderfolgende kolossal reichhaltige Zahlen > 3.
Dann gilt fiir alle n zwischen N und N':

f(n) < max(f(N), f(N')).
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Wir wollen nun annehmen, daf§ die Riemannsche Vermutung gilt und daraus die Giiltig-
keit von (15) fiir groBe n folgern. Aufgrund von Lemma 6 kénnen wir uns auf das Studium
grofler kolossal reichhaltiger Zahlen beschrénken.

Es sei ein kleines € > 0 gegeben und N. eine zu ¢ assoziierte kolossal reichhaltige Zahl.
Mit Hilfe der Formel fiir o(n) und (17), (18) kénnen wir f(N.) nach oben beschrinken:

agif\f)g I <1+%>>< I1 <1+%+Z%+...>

(2he)t/2<p<h. p<2(h )1/2
= (1-— ) X

11 11 =

(2he)1/2<p<h. p<he
677

N)< —— (1-— ) X
f(Ne) < log log N, H H 1—p~
(2he)1/2<p<h. p<he

Wir schitzen sémtliche Grofilen auf der rechten Seite in Termen von h. ab (siehe [Ro]
§3 Prop. 2). Dazu benétigen wir die Tschebyscheff-Funktion

Z log(p

Man beachte, daBl #(x) in etwa wie ¢(x) wichst. Wie man leicht nachpriift gilt 0(z) =
() + O(y/zlog z). (Somit kénnten wir in Lemma 1 die Funktion ¢ durch 6 ersetzen und
den Primzahlsatz mit Hilfe von #(x) formulieren.)

1. Aus der Kenntnis der Primfaktorzerlegung von N, (eine einfache Verschirfung von
(17) und (18)) und dem Primzahlsatz mit schwachem Restglied (11) erhilt man

V2 1
loglog N. = (log #(h. — 4+ 0| ———— .
oglos - = (log0(0)) exp <\/h_glogh€+ ()

2. Ebenfalls aus (11) folgert man 3 . p™ = xlogx + O(Ilog ). Dies impliziert
—V2 1
[ a-r2=ew (7_ co(——1 )
(2he)1/2<p<he ha log ha hE log hE

3. Bisher haben wir RV noch gar nicht benutzt. Der springende Punkt ist jedoch die
Abschéitzung des Produktes [],.;, 7;}_1 nach oben. Dies kann uns nicht weiter iiberra-
schen. Schliellich spielte dieses Produkt bereits im Beweis von Satz 3 die entscheidende
Rolle. Dort benutzten wir die asymptotische Formel von Mertens, die ihrerseits auf der
Tschebyscheffabschitzung von 7(x) beruht. Es ist plausibel, daf§ eine genauere Kenntnis
der Primzahlverteilungsfunktion eine bessere Abschitzung des Produktes ermdglicht.

Unter Annahme der Riemannschen Vermutung haben wir mit Satz 2 eine sehr genaue
Beschreibung von 7 (x) zur Verfiigung. Nicolas und Robin konnten unter dieser Vorausset-
zung die Ungleichung

)

p<he
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beweisen. Hierbeiist c =" ., |p| ? = v+2—logdm = 0.04619. .. ([Ed] p. 67). (Tatséchlich
geht die Riemannsche Vermutung iiber eine Variante der expliziten Formel im Beweis auch
direkt ein.)

Wir kombinieren die obigen drei Abschétzungen und finden

2+4c—2/2 1
f(Ne) < exp ( Vhelogh, o <\/h_810g2h8>> '

Wenn N, — oo, geht auch h, — oo. Folglich gilt die Ungleichung (15) fiir grofle kolossal
reichhaltige Zahlen N.. Wegen Lemma 6 gilt sie damit fiir alle groflen natiirlichen Zahlen
n. Wenn man in der obigen Argumentation alle O-Konstanten explizit angibt, so kann man
zeigen, dafl (15) tatséchlich fiir n > 5041 gilt. Dies ist allerdings durchaus ein nichttriviales
Problem, wie man beim Studium von [Ro] feststellt. Fiir die kolossal reichhaltige Zahl
n = 5040 ist (15) iibrigens verletzt, wie auch fiir einige andere kleinere n.
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