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Zusammenfassung

Wir betra
hten die Arbeiten von Robin und Lagarias zum Wa
hstum der Teiler-

summenfunktion. Diese enthalten eine

�

uberras
hend einfa
he Formulierung der Rie-

manns
hen Vermutung. Wir erl

�

autern wi
htige grundlegende Ideen, insbesondere den

Zusammenhang zwis
hen der Lage der Nullstellen der Riemanns
hen Zetafunktion

und der Primzahlfunktion �(x).

1 Einf

�

uhrung

Die Riemanns
he Zetafunktion �(s) ist eine der prominentesten Funktionen der analyti-

s
hen Zahlentheorie. Wir verwenden s als Standardvariable in der komplexen Ebene C und

s
hreiben wie

�

ubli
h � f

�

ur den Realteil von s und t f

�

ur den Imagin

�

arteil. Man de�niert �(s)

f

�

ur � > 1 dur
h

�(s) =

1

X

n=1

1

n

s

:

Die unendli
he Reihe konvergiert normal (wie man lei
ht dur
h Verglei
h mit dem Integral

R

1

1

x

��

dx zeigt) und stellt daher eine analytis
he, d.h. komplex di�erenzierbare, Funktion

dar.

Aus der Tatsa
he, da� si
h jede nat

�

urli
he Zahl in (bis auf Reihenfolge der Faktoren)

eindeutiger Weise als Produkt von Primzahlen darstellen l

�

a�t, kann man lei
ht die soge-

nannte Eulerproduktentwi
klung folgern:

�(s) =

Y

p

1

1� p

�s

: (1)

Dabei erstre
kt si
h das Produkt

�

uber alle Primzahlen p. Es konvergiert f

�

ur � > 1. Diese

Identit

�

at stellt eine Beziehung zwis
hen der Theorie der Primzahlen und der Riemanns
hen

Zetafunktion her, wel
he von fundamentaler Bedeutung ist.

�
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Man kann zeigen, da� �(s) eine meromorphe Fortsetzung auf ganz C besitzt, die bis auf

einen einfa
hen Pol bei s = 1 sogar analytis
h ist. Weiterhin gen

�

ugt �(s) einer Funktional-

glei
hung unter s 7! 1� s, es liegt also eine Symmetrie bei Spieglung an der sogenannten

kritis
hen Geraden fs 2 C ; � = 1=2g vor.

Von besonderem Interesse sind die Nullstellen der Riemanns
hen Zetafunktion. Die

Konvergenz des Eulerprodukts (1) impliziert, da� �(s) im Gebiet � > 1 nirgends ver-

s
hwindet. Mit Hilfe der Funktionalglei
hung folgert man hieraus, da� im Gebiet � < 0

ledigli
h die \trivialen" Nullstellen bei s = �2;�4; : : : vorliegen.

Alle anderen (die \ni
httrivialen") Nullstellen m

�

ussen nun im sogenannten kritis
hen

Streifen 0 � � � 1 liegen. Wir wollen die Menge dieser Nullstellen (mit Multiplizit

�

aten) im

folgenden mit Z bezei
hnen. Riemann erkannte, da� ihre Lage wi
htige Information

�

uber

die Verteilung der Primzahlen kodiert. Er kam zu der folgenden

Vermutung (RV). Alle ni
httrivialen Nullstellen von �(s) liegen auf der kritis
hen Ge-

raden G = fs 2 C ; � = 1=2g.

Numeris
he Re
hnungen st

�

utzen diese Vermutung. So gibt es zum Beispiel 5 Nullstellen,

deren Imagin

�

arteil zwis
hen 0 und 35 liegt. Sie lauten

1=2+i � 14:134725 : : : ;

1=2+i � 21:022040 : : : ;

1=2+i � 25:010856 : : : ;

1=2+i � 30:424878 : : : ;

1=2+i � 32:935057 : : : :

Mit den heutigen Computern kann man nat

�

urli
h viel weiter re
hnen. In der Tat pr

�

ufte man

na
h, da� die ersten 1; 5 Milliarden Nullstellen auf der kritis
hen Geraden G liegen. Hardy

zeigte bereits 1914, da� si
h unendli
h viele Nullstellen auf G be�nden; na
h Resultaten von

Selberg, Levinson und Conrey sogar mindestens 2=5 aller Nullstellen aus Z. Ein weiterer

Grund, an die Ri
htigkeit der Riemanns
hen Vermutung zu glauben, besteht darin, da� die

analoge Aussage f

�

ur Zetafunktionen von algebrais
hen Variet

�

aten

�

uber endli
hen K

�

orpern

ri
htig ist. Dies wurde von Hasse (1933) f

�

ur elliptis
he Kurven gezeigt und von Weil 1942 f

�

ur

Kurven beliebigen Ges
hle
hts. Deligne konnte s
hlie�li
h den Fall allgemeiner Variet

�

aten

�

uber endli
hen K

�

orpern behandeln (siehe [Pa℄, [Ro℄). F

�

ur umfassende Darstellungen dieser

Argumente und weitergehende Betra
htungen sei auf die Monographien [Ed℄, [Iv℄, [Pa℄ und

[Ri℄ verwiesen.

Die Riemanns
he Vermutung ist eines der zentralen und h

�

artesten Probleme der heuti-

gen Zahlentheorie mit Auswirkungen auf diverse andere Gebiete.

1

Sie ist eines der \Millio-

nen-Dollar-Probleme" des Clay-Instituts f

�

ur Mathematik (http://www.
laymath.org). Um

so

�

uberras
hender ist es, da� sie si
h auf vollkommen elementare Weise formulieren l

�

a�t.

Lagarias entde
kte k

�

urzli
h (2000), da� sie zum folgenden Problem

�

aquivalent ist:

1

Ein Beispiel aus der Kryptographie: Aus der Ri
htigkeit der verallgemeinerten Riemanns
hen Vermu-

tung w

�

urde folgen, da� der deterministis
he Primzahltest von Miller stets in polynomialer Zeit arbeitet

[Wa℄.
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Vermutung (TV). F

�

ur alle nat

�

urli
hen Zahlen n gilt die Unglei
hung

�(n) � h(n) + e

h(n)

log(h(n)):

Dabei bezei
hnet �(n) =

P

djn

d die Summe aller positiven Teiler von n und h(n) =

P

n

j=1

1

j

die n-te harmonis
he Zahl.

Das K

�

urzel \TV" steht hierbei f

�

ur \Teilersummen-Vermutung". In der folgenden Ta-

belle stellen wir die linke und re
hte Seite der Unglei
hung f

�

ur n � 12 gegen

�

uber.

n �(n) h(n) + e

h(n)

log(h(n))

1 1 1

2 3 3.31716854 : : :

3 4 5.62453152 : : :

4 7 7.97798290 : : :

5 6 10.38226769 : : :

6 12 12.83417872 : : :

7 8 15.32927365 : : :

8 15 17.86331817 : : :

9 13 20.43258568 : : :

10 18 23.03386680 : : :

11 12 25.66440756 : : :

12 28 28.32183725 : : :

Es ist

�

ubrigens kein Zufall, da� die Di�erenz der re
hten und der mittleren Spalte besonders

klein ausf

�

allt f

�

ur n = 1; 2; 6; 12. Darauf werden wir sp

�

ater eingehen. Weitere \knappe" n-

Werte sind:

n �(n) h(n) + e

h(n)

log(h(n))

60 168 170.977 : : :

120 360 366.063 : : :

360 1 170 1 204.810 : : :

720 720 3 249 792 3 393 620.629 : : :

Man sollte eher ni
ht erwarten, da� die Teilersummen-Vermutung eine M

�

ogli
hkeit f

�

ur

einen Beweis der Riemanns
hen Vermutung er

�

o�net. Vielmehr sollte man sie als besonders

elementare und

�

uberras
hende Formulierung au�assen. Im folgenden wollen wir die grund-

legenden Ideen zum Beweis der

�

Aquivalenz von RV und TV erkl

�

aren. Lagarias zeigt, da�

TV f

�

ur gro�e n zu einer

�

ahnli
hen Unglei
hung TV'

�

aquivalent ist, die von Robin (1984)

untersu
ht wurde. Insbesondere zeigte Robin die

�

Aquivalenz von TV' zur Riemanns
hen

Vermutung. Dabei werden ausgefeilte Te
hniken der analytis
hen Zahlentheorie verwendet,

die wir hier ledigli
h plausibel ma
hen wollen. Eine wi
htige Rolle spielt hier die sogenann-

te \explizite Formel", die eine Beziehung zwis
hen der Primzahlverteilungsfunktion  (x)

und den Nullstellen von �(s) herstellt. Dies wollen wir genauer untersu
hen, bevor wir uns

der Abs
h

�

atzung von �(n) zuwenden.
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2 Wie viele Primzahlen gibt es?

Wie bereits erw

�

ahnt, stellt die Eulerproduktentwi
klung (1) eine Beziehung zwis
hen der

Theorie der Primzahlen und den analytis
hen Eigens
haften von �(s) her. Wir wollen f

�

ur

dieses Prinzip ein einfa
hes Beispiel geben.

Die harmonis
he Reihe

P

1

n=1

1

n

divergiert, mit anderen Worten: �(s) hat eine Singu-

larit

�

at bei s = 1. Dies impliziert, da� es unendli
h viele Primzahlen gibt. Das folgende

Argument daf

�

ur geht auf Euler zur

�

u
k.

Angenommen es g

�

abe nur endli
h viele Primzahlen p

1

; : : : ; p

k

. Dann k

�

onnte man mit

(1) die Riemanns
he Zetafunktion als endli
hes Produkt s
hreiben:

�(s) =

k

Y

i=1

1

1� p

�s

i

:

Insbesondere w

�

are �(s) analytis
h f

�

ur s 2 C � f0g, im Widerspru
h zur �(1) =1.

Na
hdem wir nun wissen, da� es unendli
h viele Primzahlen gibt, wollen wir einen

S
hritt weiter gehen. Wir fragen uns nun, wieviele Primzahlen es gibt, die kleiner oder

glei
h einer vorgegebenen Gr

�

o�e x sind. Dazu f

�

uhren wir die Primzahlverteilungsfunktion

�(x) = #fp prim; p � xg

ein. Gauss (1792) und Legendre (1798) vermuteten bereits, da� �(x) dur
h den Integrallo-

garithmus

Li(x) =

x

Z

2

dt

log(t)

so gut approximiert wird, da� der relative Fehler f

�

ur x!1 gegen Null geht, also

�(x) � Li(x):

2

(2)

Die folgende Tabelle verans
hauli
ht die G

�

ute der Approximation:

x �(x) [Li(x)℄ Li(x)=�(x)� 1

10 4 5 .28

10

2

25 29 .16

10

3

168 176 .051

10

4

1 229 1 245 .013

10

5

9 592 9 628 :38 � 10

�2

10

8

5 761 455 5 762 209 :13 � 10

�3

10

10

455 052 511 455 055 615 :68 � 10

�5

10

12

37 607 912 018 37 607 950 281 :10 � 10

�5

2

Wie

�

ubli
h s
hreiben wir f(x) � g(x), falls lim

x!1

f(x)=g(x) = 1. Man bea
hte, da� Li(x) �

x

log x

.
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Ts
hebys
he� konnte Mitte des 19. Jahrhunderts mit elementaren Methoden zeigen,

da� es Konstanten 0 < C < 1 < C

0

gibt (die man explizit bere
hnen kann), so da� f

�

ur

gro�e x die Unglei
hung

C Li(x) < �(x) < C

0

Li(x) (3)

gilt. Die asymptotis
he Aussage (2) wurde s
hlie�li
h von J. Hadamard und C. de la Vall�ee-

Poussin im Jahre 1896 bewiesen und ist heute als Primzahlsatz bekannt. Ein ents
heidender

S
hritt im Beweis besteht darin zu zeigen, da� die Riemanns
he Zetafunktion auf der

vertikalen Geraden � = 1 keine Nullstellen hat.

3

Der Zusammenhang zwis
hen der Menge Z der ni
httrivialen Nullstellen von �(s) und

dem asymptotis
hen Verhalten von �(x) wird anhand der sogenannten expliziten Formel

besonders deutli
h. Um diese darzustellen ben

�

otigen wir die Mangoldts
he Funktion

�(n) =

(

log(p); falls n = p

�

(p prim);

0; sonst,

und ihre summatoris
he Funktion

 (x) =

X

n�x

�(n):

Die Mangoldts
he Funktion tritt in der logarithmis
hen Ableitung von �(s) auf. F

�

ur � > 1

gilt

�

�

0

(s)

�(s)

=

1

X

n=1

�(n)n

�s

: (4)

Anstelle des asymptotis
hen Verhaltens von �(x) kann man genausogut das asymptotis
he

Verhalten von  (x) studieren, wie das folgende Lemma zeigt.

Lemma 1. Sei � � 1=2. Die folgenden Aussagen sind

�

aquivalent:

�(x) = Li(x) +O (x

�

logx) ;

4

(5)

 (x) = x +O

�

x

�

log

2

x

�

: (6)

Der Beweis ist eine

�

Ubung in partieller Summation und Integration.

Wir geben nun eine Variante der expliziten Formel an, die f

�

ur uns besonders n

�

utzli
h

ist: Wenn x > 1 (und keine Primzahlpotenz

5

) und T > 0, so gilt

 (x) = x�

X

�2Z

j=(�)j�T

x

�

�

� log(2�)�

1

2

log(1� x

�2

)

+O

�

x(logT )

2

=T + x(log x)=T + u(x; T )

�

: (7)

3

Tats

�

a
hli
h kann man zeigen, da� die Aussage �(1 + it) 6= 0 f

�

ur t 2 R � f0g zum Primzahlsatz (2)

�

aquivalent ist.

4

Wir s
hreiben f(x) = g(x)+O(r(x)), falls es eine Konstante C > 0 gibt, so da� jf(x)�g(x)j < Cjr(x)j

f

�

ur gro�e x.

5

Falls x = p

�

eine Primzahlpotenz ist, so mu� man auf der re
hten Seite einen Term

1

2

log(p) hinzuf

�

ugen.
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Dabei ist u(x; T ) = O(logx), und f

�

ur festes x gilt sogar u(x; T ) = O((logT )=T ) (siehe [Pa℄

x3.8). Im Grenzfall T !1 erhalten wir

 (x) = x�

X

�2Z

x

�

�

� log(2�)�

1

2

log(1� x

�2

): (8)

Aus den obigen Formeln wird der Zusammenhang zwis
hen  (x) und Z sofort plausibel.

Wir pr

�

azisieren dies im n

�

a
hsten Satz.

Satz 2. Sei � � 1=2. Die folgenden Aussagen sind

�

aquivalent:

i) �(x) gen

�

ugt der Asymptotik

�(x) = Li(x) +O (x

�

logx) :

ii) F

�

ur die Nullstellen der Riemanns
hen Zetafunktion gilt

Z � fs 2 C ; � � �g:

Beweis. (Eine detailliertere Darstellung �ndet man in [Pa℄ x5.8.) Aufgrund von Lemma 1

gen

�

ugt es, die

�

Aquivalenz von (ii) und der Asymptotik (6) f

�

ur  (x) na
hzuweisen.

Angenommen (ii) ist wahr. Wir setzen T = x

1��

in (7) und erhalten

j (x)� xj � x

�

X

�2Z

j=(�)j�x

1��

j�j

�1

+O

�

x

�

(logx)

2

�

: (9)

Den ersten Term auf der re
hten Seite kann man mit Hilfe der logarithmis
hen Ableitung

der Hadamards
hen Produktformel f

�

ur �(s) abs
h

�

atzen. Man �ndet

X

�2Z

j=(�)j�T

j�j

�1

= O((logT )

2

):

Setzen wir dies in (9) ein, so erhalten wir

j (x)� xj = O

�

x

�

(log x)

2

�

und damit (i).

Wir zeigen nun die umgekehrte Inklusion. Aus (4) ergibt si
h mit partieller Summation

f

�

ur � > 1:

�

�

0

(s)

�(s)

=

1

X

n=1

�(n)n

�s

=

1

X

n=1

 (n)

�

n

�s

� (n+ 1)

�s

�

:
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Wir s
hreiben  (x) = x + r(x), wobei r(x) = O(x

�

(logx)

2

). Hiermit erhalten wir

�

�

0

(s)

�(s)

=

1

X

n=1

n

�

n

�s

� (n + 1)

�s

�

+

1

X

n=1

r(n)

�

n

�s

� (n+ 1)

�s

�

= �(s) +

1

X

n=1

r(n)

�

n

�s

� (n+ 1)

�s

�

: (10)

Wegen n

�s

� (n + 1)

�s

= s

R

n+1

n

x

�s�1

dx, gilt jn

�s

� (n + 1)

�s

j � jsjn

���1

. Folgli
h

konvergiert die Reihe in (10) normal auf � > �. Bis auf einen Pol bei s = 1 ist die re
hte

Seite somit analytis
h f

�

ur � > �. Dies impliziert Z � fs; � � �g.

Da na
h Hardy unendli
h viele Nullstellen auf der kritis
hen Geraden G liegen, folgt

aus Satz 2, da� O(x

1=2

log x) im wesentli
hen der bestm

�

ogli
he Fehlerterm im Primzahlsatz

ist. Tats

�

a
hli
h zeigte Littlewood, da� �(x)� Li(x) mindestens in der Gr

�

o�enordnung von

Li(x

1=2

log log log x) um Null oszilliert [Li℄.

Die Riemanns
he Vermutung ist also

�

aquivalent zu der bestm

�

ogli
hen Approximation

�(x) = Li(x)+O(x

1=2

logx) der Primzahlfunktion �(x). Man kann explizite O-Konstanten

angeben. Na
h S
hoenfeld [S
h℄ ist RV zum Beispiel glei
hbedeutend mit

j�(x)� Li(x)j <

1

8�

p

x log x; f

�

ur x � 2657.

Es sei hier betont, da� die Aussage (ii) in Satz 2 gegenw

�

artig f

�

ur kein � < 1 bewiesen ist.

Dementspre
hend hat man gegenw

�

artig den Primzahlsatz ledigli
h mit einer s
hwa
hen

Restgliedabs
h

�

atzung zur Verf

�

ugung. Man wei�, da�

�(x) = Li(x) +O(x= log

2

x) (11)

oder

�

aquivalent  (x) = x + O(x= logx). (Dies ist ni
ht das s
h

�

arfste bekannte Resultat,

gen

�

ugt jedo
h f

�

ur unsere Zwe
ke.)

3 Teilersummen

Wir wenden uns nun dem Studium der Teilersummen �(n) und der Vermutung TV zu.

Zun

�

a
hst stellen wir fest, da� �(n) multiplikativ ist: F

�

ur teilerfremde nat

�

urli
he Zahlen

m und n gilt �(mn) = �(m)�(n). Besonders einfa
h ist die Teilersumme einer Primzahl-

potenz p

r

zu bestimmen. Diese ist eine geometris
he Summe:

�(p

r

) = 1 + p+ � � �+ p

r

=

1� p

r+1

1� p

:

Damit kann man �(n) ausre
hnen, wenn man die Primfaktorzerlegung n = p

r

1

1

� � � p

r

k

k

von

n kennt. Wir erhalten

�(n) =

k

Y

i=1

1� p

r

i

+1

i

1� p

i

:

7



Mit dieser Formel �nden wir eine erste obere S
hranke f

�

ur die Teilersumme. O�enbar ist

�(n)

n

=

k

Y

i=1

1� p

�r

i

�1

i

1� p

�1

i

<

Y

pjn

1

1� p

�1

; (12)

wobei si
h das letzte Produkt

�

uber alle Primteiler von n erstre
kt. Man kann folgern, da�

f

�

ur alle " > 0 die Abs
h

�

atzung

�(n) = O

"

(n

1+"

) (13)

gilt. Die Summe der Teiler von n w

�

a
hst also nur minimal s
hneller als n selbst. Man

bea
hte, da� auf der anderen Seite die triviale (und s
harfe) Unglei
hung �(n) � n + 1

besteht.

Eine wesentli
he Verbesserung stellt das n

�

a
hste Resultat dar.

Satz 3. F

�

ur den Limes superior gilt

lim

�(n)

n log logn

= e




:

Dabei bezei
hnet 
 = lim

n!1

(h(n)� log n) = 0:577216 : : : die Euler-Mas
heronis
he Kon-

stante.

Wir wollen den Beweis hier darstellen, da darin einige grundlegende Ideen deutli
h

werden. Er beruht auf der folgenden asymptotis
hen Formel von Mertens (1874):

Y

p�x

1

1� p

�1

� e




logx: (14)

Dabei erstre
kt si
h das Produkt auf der linken Seite

�

uber alle Primzahlen p, die kleiner

oder glei
h x sind. Da �(1) =1 ist, divergiert das Produkt f

�

ur x!1. Mertens' Resultat

bes
hreibt die \Ges
hwindigkeit" der Divergenz. Es ist ni
ht

�

uberras
hend, da� im Beweis

von (14) genauere Information

�

uber die Primzahlfunktion �(x) eingeht. Tats

�

a
hli
h wird

die Ts
hebys
he�-Unglei
hung (3) ben

�

otigt.

Beweis von Satz 3. (Siehe au
h [HW℄.) Wir setzen f(n) =

�(n)

e




n log log n

und zeigen zun

�

a
hst

limf(n) � 1. Wir s
hreiben n = p

r

1

1

� � � p

r

k

k

f

�

ur die Primfaktorzerlegung von n und benutzen

die Formel (12). Trivialerweise k

�

onnten wir die re
hte Seite abs
h

�

atzen dur
h

Y

p�n

1

1� p

�1

und ans
hlie�end das obige Resultat von Mertens benutzen. Damit erhielten wir jedo
h

ledigli
h lim

�(n)

e




n log n

� 1, eine zu s
hwa
he Aussage. Um zum gew

�

uns
hten Ergebnis zu

gelangen, beoba
hten wir, da� die gro�en Primteiler von n zu kleinen Faktoren im Pro-

dukt auf der re
hten Seite von (12) f

�

uhren. Au�erdem kann n nur wenige gro�e Primteiler

besitzen, da deren Produkt o�enbar dur
h n bes
hr

�

ankt ist.

8



Um diese

�

Uberlegung zu pr

�

azisieren, betra
hten wir zun

�

a
hst alle Primteiler von n

separat, wel
he gr

�

o�er als logn sind. F

�

ur ihre Anzahl t gilt (logn)

t

< n und daher t <

log n

log log n

. Weiterhin haben wir f

�

ur p > logn:

1

1� p

�1

<

1

1� (logn)

�1

:

Wir erhalten die Abs
h

�

atzung

Y

pjn

p>logn

1

1� p

�1

�

�

1�

1

logn

�

�

logn

log log n

:

Somit ist

Y

pjn

1

1� p

�1

�

�

1�

1

logn

�

�

log n

log log n

Y

p�logn

1

1� p

�1

;

f(n) �

e

�


log logn

�

1�

1

logn

�

�

log n

log log n

Y

p�logn

1

1� p

�1

:

Folgli
h gilt f(n) � F (logn) mit

F (x) =

e

�


logx

�

1�

1

x

�

�

x

log x

Y

p�x

1

1� p

�1

:

Aufgrund von Mertens' Formel haben wir

F (x) �

�

1�

1

x

�

�

x

log x

= 1 +O(1= logx) � 1:

Dies impliziert die obere S
hranke f

�

ur den Limes superior.

Um eine untere S
hranke f

�

ur limf(n) zu erhalten geben wir eine Folge n

1

; n

2

; : : : an

mit limf(n

j

) � 1. Wir setzen f

�

ur j 2 N :

n

j

=

Y

p�e

j

p

j

:

Aufgrund der Ts
hebys
he�-Unglei
hung gilt

logn

j

=

X

p�e

j

j log p � j (e

j

) � Cje

j

mit einer Konstanten C > 1. Somit ist log logn

j

� C

0

+ j + log j mit einer anderen

Konstanten C

0

> 0. Wir erhalten

f(n

j

) =

e

�


log logn

j

Y

p�e

j

1� p

�j�1

1� p

�1

�

e

�


�(j + 1)(C

0

+ j + log j)

Y

p�e

j

1

1� p

�1

=: G(j):

9



Mit Mertens' Formel �nden wir

e

�


j + log j

Y

p�e

j

1

1� p

�1

� 1; j !1:

Wegen �(j + 1)! 1 f

�

ur j !1, gilt G(j) � 1. Damit ist Satz 3 bewiesen.

Numeris
he Re
hnungen legen die Vermutung nahe, da� f

�

ur gro�e n (genauer f

�

ur n �

5041) tats

�

a
hli
h die Unglei
hung

�(n) < e




n log logn (15)

gilt. G. Robin erzielte in dieser Ri
htung unter anderem das folgende s
h

�

one Resultat [Ro℄.

Satz 4 (Robin). Die Riemanns
he Vermutung (RV) ist genau dann wahr, wenn f

�

ur alle

n � 5041 die Unglei
hung (15) gilt.

Korollar 5 (Lagarias). Die Riemanns
he Vermutung ist zur Teilersummen-Vermutung

�

aquivalent.

Beweis des Korollars. Dur
h Verglei
h der n-ten harmonis
hen Summe h(n) mit dem In-

tegral

R

n+1

1

dx

x

erh

�

alt man die elementare Unglei
hung


 + logn � h(n) � 
 + logn+ log(1 + 1=n) (16)

(siehe z.B. [HW℄ x22.5). Angenommen RV ist wahr. Dann folgt mit (16) und Robins Re-

sultat �(n) < e

h(n)

logh(n) f

�

ur alle n � 5041, also insbesondere TV. F

�

ur n � 5040 pr

�

uft

man TV s
hnell mit dem Computer na
h.

Wenn RV fals
h ist, dann zeigt Robin genauer, da� es unendli
h viele n gibt, f

�

ur die

(15) ni
ht gilt. Er gibt pr

�

azise an, wie stark die Unglei
hung verletzt sein mu� ([Ro℄ x4,

Proposition). Kombiniert man dies mit (16) so erh

�

alt man, da� au
h die Unglei
hung in

TV f

�

ur unendli
h viele n verletzt ist (siehe [La℄).

Wir wollen nun einige wesentli
he Ideen im Beweis von Satz 4 erl

�

autern, dabei aber

ledigli
h die Inklusion \RV)(15)" betra
hten.

Zun

�

a
hst einmal m

�

o
hte man die Unglei
hung (15) ni
ht f

�

ur alle n studieren, sondern

nur f

�

ur sol
he, bei denen f(n) =

�(n)

e




n log log n

besonders gro� ist. Im Beweis von Satz 3 sahen

wir bereits, da� dies f

�

ur die Zahlen n

j

=

Q

p�e

j

p

j

der Fall ist. Bessere Ergebnisse erh

�

alt

man, wenn man anstelle der n

j

die sogenannten kolossal rei
hhaltigen Zahlen

6

betra
htet.

Eine nat

�

urli
he Zahl n hei�t kolossal rei
hhaltig, wenn es ein " > 0 gibt, so da�

�(m)=m

1+"

� �(n)=n

1+"

f

�

ur alle m 2 N .

Aufgrund der elementaren Abs
h

�

atzung (13) ist klar, da� die Funktion �(m)=m

1+"

in

N f

�

ur vorgegebenes " > 0 nur endli
h viele Maxima annimmt. Diese Maxima sind gerade

die (zu " assoziierten) kolossal rei
hhaltigen Zahlen. In [EN℄ wird gezeigt, da� �(m)=m

1+"

6

In der englis
hspra
higen Literatur \
olossally abundant numbers".

10



h

�

o
hstens vier Maxima besitzt, im generis
hen Fall sogar ledigli
h eines. Dieses Resultat

beruht auf einem Prinzip der diophantis
hen Approximation.

Die Primfaktorzerlegung der zu " assoziierten kolossal rei
hhaltigen Zahlen l

�

a�t si
h

auf einfa
he Weise bestimmen. Wir geben hier ledigli
h eine s
hwa
he Form des Resultats

aus [EN℄ an. Dazu betra
hten wir die Funktion

g(u) =

log(1 + 1=u)

log(u)

auf dem o�enen Intervall (1;1). Sie ist streng monoton fallend und lim

u!1

g(u) =1 sowie

lim

u!1

g(u) = 0. Wir bezei
hnen mit h : (0;1) ! (1;1), v 7! h

v

die Umkehrfunktion

von g. O�enbar ist lim

v!0

h

v

=1 und lim

v!1

h

v

= 1.

Es sei N

"

eine zu " > 0 assoziierte kolossal rei
hhaltige Zahl und p eine Primzahl. Dann

gilt

pjN

"

, p � h

"

; (17)

p

2

jN

"

) p <

p

2h

"

: (18)

Damit erhalten wir insbesondere, da� es unendli
h viele kolossal rei
hhaltige Zahlen

gibt. In der folgenden Tabelle geben wir die ersten elf dieser Zahlen an. Eine gr

�

o�ere

Tabelle �ndet man in [EN℄.

n Primfaktorzerlegung �(n) �(n)=n

1 1 1 1

2 2 3 1:5

6 2 � 3 12 2

12 2

2

� 3 28 2:333 : : :

60 2

2

� 3 � 5 168 2:8

120 2

3

� 3 � 5 360 3

360 2

3

� 3

2

� 5 1 170 3:25

2 520 2

3

� 3

2

� 5 � 7 9 360 3:714 : : :

5 040 2

4

� 3

2

� 5 � 7 19 344 3:838 : : :

55 440 2

4

� 3

2

� 5 � 7 � 11 232 128 4:187 : : :

720 720 2

4

� 3

2

� 5 � 7 � 11 � 13 3 249 792 4:509 : : :

�

Ubrigens zeigten Alaoglu und Erd

�

os bereits, da� der Quotient zweier aufeinanderfol-

gender kolossal rei
hhaltiger Zahlen eine Primzahl oder das Produkt zweier Primzahlen

ist. Sie vermuteten, da� nur die erste M

�

ogli
hkeit auftritt. Diese Vermutung ist bis heute

unbewiesen [AE℄.

F

�

ur unsere Zwe
ke ist das folgende Lemma ents
heidend:

Lemma 6. Es seien N und N

0

zwei aufeinanderfolgende kolossal rei
hhaltige Zahlen � 3.

Dann gilt f

�

ur alle n zwis
hen N und N

0

:

f(n) � max(f(N); f(N

0

)):

11



Wir wollen nun annehmen, da� die Riemanns
he Vermutung gilt und daraus die G

�

ultig-

keit von (15) f

�

ur gro�e n folgern. Aufgrund von Lemma 6 k

�

onnen wir uns auf das Studium

gro�er kolossal rei
hhaltiger Zahlen bes
hr

�

anken.

Es sei ein kleines " > 0 gegeben und N

"

eine zu " assoziierte kolossal rei
hhaltige Zahl.

Mit Hilfe der Formel f

�

ur �(n) und (17), (18) k

�

onnen wir f(N

"

) na
h oben bes
hr

�

anken:

�(N

"

)

N

"

�

Y

(2h

"

)

1=2

�p�h

"

�

1 +

1

p

�

�

Y

p<2(h

"

)

1=2

�

1 +

1

p

+

1

p

2

+ : : :

�

=

Y

(2h

"

)

1=2

<p�h

"

(1� p

�2

)�

Y

p�h

"

1

1� p

�1

;

f(N

"

) �

e

�


log logN

"

Y

(2h

"

)

1=2

<p�h

"

(1� p

�2

)�

Y

p�h

"

1

1� p

�1

:

Wir s
h

�

atzen s

�

amtli
he Gr

�

o�en auf der re
hten Seite in Termen von h

"

ab (siehe [Ro℄

x3 Prop. 2). Dazu ben

�

otigen wir die Ts
hebys
he�-Funktion

�(x) =

X

p�x

log(p):

Man bea
hte, da� �(x) in etwa wie  (x) w

�

a
hst. Wie man lei
ht na
hpr

�

uft gilt �(x) =

 (x) +O(

p

x log x). (Somit k

�

onnten wir in Lemma 1 die Funktion  dur
h � ersetzen und

den Primzahlsatz mit Hilfe von �(x) formulieren.)

1. Aus der Kenntnis der Primfaktorzerlegung von N

"

(eine einfa
he Vers
h

�

arfung von

(17) und (18)) und dem Primzahlsatz mit s
hwa
hem Restglied (11) erh

�

alt man

log logN

"

= (log �(h

"

)) exp

 

p

2

p

h

"

logh

"

+O

�

1

p

h

"

log

2

h

"

�

!

:

2. Ebenfalls aus (11) folgert man

P

p�x

p

�2

=

1

x log x

+O(

1

x log

2

x

). Dies impliziert

Y

(2h

"

)

1=2

<p�h

"

(1� p

�2

) = exp

 

�

p

2

p

h

"

logh

"

+O

�

1

p

h

"

log

2

h

"

�

!

:

3. Bisher haben wir RV no
h gar ni
ht benutzt. Der springende Punkt ist jedo
h die

Abs
h

�

atzung des Produktes

Q

p�h

"

1

1�p

�1

na
h oben. Dies kann uns ni
ht weiter

�

uberra-

s
hen. S
hlie�li
h spielte dieses Produkt bereits im Beweis von Satz 3 die ents
heidende

Rolle. Dort benutzten wir die asymptotis
he Formel von Mertens, die ihrerseits auf der

Ts
hebys
he�abs
h

�

atzung von �(x) beruht. Es ist plausibel, da� eine genauere Kenntnis

der Primzahlverteilungsfunktion eine bessere Abs
h

�

atzung des Produktes erm

�

ogli
ht.

Unter Annahme der Riemanns
hen Vermutung haben wir mit Satz 2 eine sehr genaue

Bes
hreibung von �(x) zur Verf

�

ugung. Ni
olas und Robin konnten unter dieser Vorausset-

zung die Unglei
hung

Y

p�h

"

1

1� p

�1

� e




(log �(h

"

)) exp

�

2 + 


p

h

"

logh

"

+O

�

1

p

h

"

log

2

h

"

��
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beweisen. Hierbei ist 
 =

P

�2Z

j�j

�2

= 
+2�log 4� = 0:04619 : : : ([Ed℄ p. 67). (Tats

�

a
hli
h

geht die Riemanns
he Vermutung

�

uber eine Variante der expliziten Formel im Beweis au
h

direkt ein.)

Wir kombinieren die obigen drei Abs
h

�

atzungen und �nden

f(N

"

) � exp

 

2 + 
� 2

p

2

p

h

"

log h

"

+O

�

1

p

h

"

log

2

h

"

�

!

:

Wenn N

"

! 1, geht au
h h

"

! 1. Folgli
h gilt die Unglei
hung (15) f

�

ur gro�e kolossal

rei
hhaltige Zahlen N

"

. Wegen Lemma 6 gilt sie damit f

�

ur alle gro�en nat

�

urli
hen Zahlen

n. Wenn man in der obigen Argumentation alle O-Konstanten explizit angibt, so kann man

zeigen, da� (15) tats

�

a
hli
h f

�

ur n � 5041 gilt. Dies ist allerdings dur
haus ein ni
httriviales

Problem, wie man beim Studium von [Ro℄ feststellt. F

�

ur die kolossal rei
hhaltige Zahl

n = 5040 ist (15)

�

ubrigens verletzt, wie au
h f

�

ur einige andere kleinere n.
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