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Einleitung

In der vorliegenden Arbeit werden Borcherdsprodukte und gewisse Verallgemeinerungen

auf Hilbertschen Modul

�

achen untersucht. Zum besseren Verst

�

andnis geben wir zun

�

achst

eine kurze Einf

�

uhrung in die Borcherdssche Theorie.

Sei (�; �) eine symmetrische nicht ausgeartete Bilinearform der Signatur (2; n) auf einem

reellen Vektorraum V der Dimension 2+n undM � V ein gerades Gitter. Die quadratische

Form

q(x) =

1

2

(x; x)

ist also ganzzahlig. Mit dem zu M dualen Gitter M

0

kann man die sogenannte Diskrimi-

nantengruppe M

0

=M bilden, welche eine endliche abelsche Gruppe ist.

Wir dehnen die Bilinearform (�; �) C -bilinear auf V (C ) = V 
 C aus und betrachten

im projektiven Raum P (V (C )) die Nullquadrik (z; z) = 0. Durch die Bedingung (z; �z) > 0

wird darin eine o�ene Teilmenge mit zwei Zusammenhangskomponenten de�niert. Wir

bezeichnen eine der beiden mit H

n

und mit O

0

(V ) die Untergruppe vom Index 2 in

O(V ) = fg 2 Gl(V ); (gx; gy) = (x; y)g;

welche H

n

in sich

�

uberf

�

uhrt. Dies ist eine konkrete Realisierung des symmetrischen Raumes

O(V )=K, wobei K eine maximal kompakte Untergruppe von O(V ) bezeichne. Sei

O(M) = fg 2 O(V ); g(M) =Mg

die ganzzahlige orthogonale Gruppe zu M und

� � O

0

(M) := O(M) \O

0

(V )

eine Untergruppe von endlichem Index. Dann tr

�

agt H

n

=� nach Baily Borel die Struktur

einer quasiprojektiven algebraischen Variet

�

at.

F

�

ur das Studium des Raumes H

n

=� ist die Untersuchung von Divisoren von besonderer

Bedeutung. Ist � 2 M

0

=M und m eine negative rationale Zahl, so betrachten wir den

Divisor

H(m;�) =

X

v2M

0

q(v)=m

v+M=�

v

?

\ H

n

:

5



6 Einleitung

Dabei steht v

?

f

�

ur das orthogonale Komplement von v in P (V (C )).

Ist speziell � die Untergruppe aller Elemente von O

0

(M), die aufM

0

=M trivial operieren,

so ist H(m;�) invariant unter �. Es l

�

a�t sich zeigen, da� H(m;�) das Urbild eines alge-

braischen Divisors Y (m;�) auf H

n

=� ist. Dieser setzt sich aus endlich vielen eingebetteten

H

n�1

=

~

� zusammen, wobei H

n�1

das orthogonale Komplement in H

n

eines Vektors v 2M

0

bezeichnet,

~

� den Durchschnitt von � mit O(

~

M) und

~

M das orthogonale Komplement von

v in M .

Im Spezialfall n = 1 sind die Y (m;�) Heegnerpunkte [GZ], f

�

ur n = 2 bekommt man

Hirzebruch-Zagier-Zykeln [HZ] und f

�

ur n = 3 Humbertsche Fl

�

achen [Ge]. In der vorliegen-

den Arbeit w

�

ahlen wir Borcherds folgend [Bo3] die einheitliche Bezeichnung Heegnerdivi-

soren.

Borcherds hat in [Bo1, Bo2] eine Liftung konstruiert, die einer geeigneten elliptischen

Modulform f eine automorphe Form B(f) bez

�

uglich � zuordnet, deren Null- und Polstel-

lendivisor sich aus Heegnerdivisoren der Form Y (m;�) zusammensetzt.

Es bezeichne A

M

den Z-Modul aller M

0

=M -Tupel f = (f

�

) holomorpher Funktionen

auf der oberen Halbebene H mit den Eigenschaften:

i) f

�

(� + 1) = e

2�iq(�)

f

�

(�)

ii) f

�

�

�

1

�

�

=

1

p

jM

0

=M j

r

�

i

2�n

X

�2M

0

=M

e

�2�i(�;�)

f

�

(�)

iii) f

�

(�) =

X

k2Q

k��1

a

�

(k)e

2�ik�

iv) a

�

2 Z f

�

ur k < 0; � 2M

0

=M:

FallsM unimodular ist, so sind die Elemente von A

M

gew

�

ohnliche elliptische Modulformen

vom Gewicht 1� n=2 bez

�

uglich Sl

2

(Z), die m

�

oglicherweise einen Pol in 1 besitzen.

Ist f 2 A

M

, so existiert nach [Bo2] Theorem 13.3 eine meromorphe automorphe Form

B(f) bez

�

uglich der angegebenen Untergruppe � von O

0

(M), deren Divisor die Form

(B(f)) =

X

�2M

0

=M

m<0

a

�

(m)Y (m;�)

hat (mit den in (iii) auftretenden Koe�zienten a

�

(k)). Das Gewicht von B(f) ist a

0

(0)=2,

also durch den nullten Fourierkoe�zienten der nullten Komponente von f gegeben. Die

Funktion B(f) l

�

a�t sich mit Hilfe der von Harvey und Moore in [HM] eingef

�

uhrten sin-

gul

�

aren Thetakorrespondenz als unendliches Produkt konstruieren, daher auch die Bezeich-

nung

"

Borcherdsprodukt\.

In einer weiteren Arbeit [Bo3] zeigte Borcherds unter Verwendung der Serre-Dualit

�

at,

da� die einzigen Beschr

�

ankungen bei der Konstruktion von Modulformen aus A

M

mit vor-

gegebenem Hauptteil durch einen

"

Hindernisraum\ H

M

von ganzen Modulformen gegeben
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sind. Ein M

0

=M -Tupel g = (g

�

) holomorpher Funktionen auf H liegt in H

M

, falls es den

Bedingungen

i) g

�

(� + 1) = e

�2�iq(�)

g

�

(�)

ii) g

�

�

�

1

�

�

= �

1

p

jM

0

=M j

r

�

i

2+n

X

�2M

0

=M

e

2�i(�;�)

g

�

(�)

iii) g

�

(�) =

X

k2Q

k�0

b

�

(k)e

2�ik�

gen

�

ugt. Die Elemente von H

M

sind also vektorwertige Modulformen vom Gewicht 1+n=2,

die auch in 1 holomorph sind. Satz 3.1 in [Bo3] impliziert nun, da� ein M

0

=M -Tupel

h = (h

�

) von Fourierpolynomen

h

�

(�) =

X

k�0

k�q(�) (mod 1)

c

�

(k)e

2�ik�

mit c

�

(k) 2 Z f

�

ur k < 0 genau dann der Hauptteil in 1 einer Modulform f 2 A

M

ist,

wenn f

�

ur alle g 2 H

M

gilt:

X

�2M

0

=M

k�0

c

�

(k)b

�

(�k) = 0:

Damit hat man eine hinreichende Bedingung daf

�

ur gefunden, da� sich eine Linearkombi-

nation von Heegnerdivisoren

X

�2M

0

=M

m<0

c

�

(m)Y (m;�)

als Divisor einer automorphen Form realisieren l

�

a�t.

An dieser Stelle erhebt sich in nat

�

urlicher Weise die Frage, ob diese Bedingung auch

notwendig ist (siehe dazu [Bo3] Example 4.2). Mit anderen Worten:

Frage (�). Sei F eine automorphe Form bez

�

uglich � � O

0

(M), deren Divisor eine Linear-

kombination der Y (m;�) ist. Gibt es dann ein f 2 A

M

, so da� (B(f)) = (F ) ist?

Diese Frage hat die in der vorliegenden Arbeit durchgef

�

uhrte Untersuchung moti-

viert. Sie wird im Spezialfall, da� � die Hilbertsche Modulgruppe eines reell-quadratischen

Zahlk

�

orpers K = Q (

p

D) der Diskriminante D � 1 (mod 4) ist, positiv beantwortet.

Bevor wir unsere Vorgehensweise detailliert beschreiben, m

�

ochten wir noch einige all-

gemeine Bemerkungen voranstellen.
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Borcherds skizziert in [Bo3] Example 4.2 (unter der Voraussetzung n � 3) zur Beant-

wortung der Frage (�) in wenigen Worten ein Projekt, das man wie folgt interpretieren

kann.

Man dehne die Borcherdsliftung auf einen geeigneten Raum

~

A

M

von nichtanalytischen

Modulformen aus, der den Raum A

M

umfa�t. Dabei sollte

~

A

M

so bescha�en sein, da�

jedes M

0

=M -Tupel von Fourierpolynomen der

"

Hauptteil\ eines Elements f 2

~

A

M

ist.

So sollte man jeden Heegnerdivisor Y (m;�) als Divisor eines (i.a. nicht meromorphen)

verallgemeinerten Borcherdsproduktes darstellen k

�

onnen. (Hier w

�

are eine alternative Idee,

den Borcherdslift auf Eichler-Integrale zu verallgemeinern. Dies sind auf H holomorphe

Funktionen f , in deren Transformationsverhalten (c� + d)

��

F (�) = f(�) + p



(�) gewisse

Periodenpolynome p



(�) auftreten. Referenzen hierzu sind [Kn1] und [Kn2].)

Diesen verallgemeinerten Borcherdslift k

�

onnte man dann als Abbildung

~

A

M

=A

M

�!

e

Cl(H

n

=�)

in eine modi�zierte Divisorklassengruppe

e

Cl(H

n

=�) von H

n

=� verstehen (

e

Cl(H

n

=�) ist die

Gruppe aller Divisoren modulo der Untergruppe der Divisoren von automorphen Formen).

Der Hindernisraum H

M

w

�

are dual zu (

~

A

M

=A

M

)
 C , folglich bek

�

ame man eine Abbildung

H

�

M

�!

e

Cl(H

n

=�)
 C :

Um (�) zu beantworten, h

�

atte man dann zu zeigen, da� diese Abbildung injektiv ist.

Die vorliegende Arbeit beruht auf der Idee, den zu konstruierenden verallgemeiner-

ten Borcherdslift mit der Chernklassenabbildung zusammenzusetzen. So sollte man eine

Abbildung vom Dual H

�

M

des Hindernisraumes in die Kohomologie von H

n

=� erhalten.

Liftungen von elliptischen Modulformen in die Kohomologie wurden in der Literatur

auf andere Weise | n

�

amlich als verallgemeinerte Kurokawa-Lifts | beschrieben (siehe

[PS1, PS2, Ku1, Ku2, Ku3]). Man sollte vermuten, da� beide Konstruktionen ein und

dasselbe liefern.

In der vorliegenden Arbeit wird das soeben beschriebene Programm im Spezialfall der

Hilbertschen Modulgruppe eines reell-quadratischen Zahlk

�

orpers behandelt.

Dabei entwickeln wir allerdings einen neuen Zugang zur Borcherdsschen Theorie, der

f

�

ur unsere Zwecke besonders geeignet ist.

Es bezeichneO den Ring der ganzen Zahlen inK, d die Di�erente, x 7! x

0

die Konjugati-

on in K und N(x) = xx

0

die Norm eines Elements. Man kann die Hilbertsche Modulgruppe

�

K

= Sl

2

(O) auch als ganzzahlige orthogonale Gruppe des Gitters Z � Z � O mit der

quadratischen Form

q((a; b; �)) = ��

0

� ab ((a; b; �) 2 Z� Z�O)

au�assen. In der zu Beginn eingef

�

uhrten Terminologie betrachten wir also den Fall O(2; 2).

Das zugeh

�

orige Hermitesche symmetrische Gebiet H

2

l

�

a�t sich auch als Produkt H � H
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zweier oberer Halbebenen realisieren. In diesen Koordinaten schreibt sich f

�

ur eine negative

ganze Zahl m und � 2 d

�1

=O der Heegnerdivisor H(m=D; �) in der Form

H(m=D; �) = f(z

1

; z

2

) 2 H � H ; 9(a; b; �) 2 Z� Z� d

�1

mit N(�)� ab = m=D,

� � � (mod O) und az

1

z

2

+ �z

1

+ �

0

z

2

+ b = 0g:

Aus sp

�

ater ersichtlich werdenden Gr

�

unden betrachten wir | wie auch Hirzebruch und

Zagier [HZ] | speziell die Linearkombinationen

H(m) =

X

�2d

�1

=O

H(m=D; �):

Der Divisor H(m) ist das Urbild eines algebraischen Divisors Y (m) auf dem Quotienten

X

K

= (H � H )=�

K

.

Die Grundidee unseres Zugangs zur Borcherdsschen Theorie ist einfach und kann wie

folgt beschrieben werden: Wir wollen dem Heegnerdivisor H(m) die Poincar�ereihe

�

m

(z

1

; z

2

) =

X

a;b2Z

�2d

�1

N(�)�ab=m=D

log

�

jaz

1

�z

2

+ �z

1

+ �

0

�z

2

+ bj

2

jaz

1

z

2

+ �z

1

+ �

0

z

2

+ bj

2

�

zuordnen. Formal ist sie invariant unter �

K

und hat eine logarithmische Singularit

�

at entlang

von H(m). Man kann also ho�en, durch die Bildung exp(�

m

(z

1

; z

2

)) den Betrag eines

verallgemeinerten Borcherdsproduktes zu erhalten.

Die Reihe �

m

(z

1

; z

2

) divergiert jedoch; wir regularisieren sie in der folgenden Weise.

Zun

�

achst betrachten wir f

�

ur s = � + it 2 C mit � > 1 die lokal gleichm

�

a�ig absolut

konvergente Reihe

�

m

(z

1

; z

2

; s) =

X

a;b2Z

�2d

�1

N(�)�ab=m=D

'

s

�

4jmjy

1

y

2

=D

jaz

1

�z

2

+ �z

1

+ �

0

�z

2

+ bj

2

�

;

wobei

'

s

(z) =

1

X

k=0

�(k + s)

2

�(k + 2s)k!

z

k+s

= z

s

�(s)

2

�(2s)

� F (s; s; 2s; z)

und z

1

= x

1

+ iy

1

, z

2

= x

2

+ iy

2

. Wegen '

1

(z) = � log(1� z) und aufgrund der Beziehung

jaz

1

�z

2

+ �z

1

+ �

0

�z

2

+ bj

2

= 4jmjy

1

y

2

=D + jaz

1

z

2

+ �z

1

+ �

0

z

2

+ bj

2

f

�

ur (a; b; �) 2 Z� Z� d

�1

mit N(�) � ab = m=D, gilt formal �

m

(z

1

; z

2

; 1) = �

m

(z

1

; z

2

).

(Im Spezialfall D = 1, m = �1 stimmt �

m

(z

1

; z

2

; s) mit der automorphen Greenschen

Funktion f

�

ur Sl

2

(Z)

�

uberein [He].)
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Mit Hilfe der Fourierentwicklung, die wir in Kapitel 2.2 explizit berechnen, l

�

a�t sich

�

m

(z

1

; z

2

; s) meromorph auf fs 2 C ; � > 3=4g fortsetzen (siehe Satz 2.9 und Satz 2.15).

Bis auf einen einfachen Pol bei s = 1 ist �

m

(z

1

; z

2

; s) sogar holomorph in diesem Ge-

biet. Wir de�nieren die regularisierte Poincar�ereihe �

m

(z

1

; z

2

) als konstanten Term der

Laurententwicklung in s von �

m

(z

1

; z

2

; s) an der Stelle s = 1.

Aus der Konstruktion folgt direkt, da� �

m

(z

1

; z

2

) invariant unter �

K

ist. Weiterhin kann

man zeigen, da� �

m

(z

1

; z

2

) auf H � H �H(m) reell analytisch ist und eine logarithmische

Singularit

�

at l

�

angs H(m) aufweist (Satz 2.17).

Sei M

2

(D;�

D

) der Vektorraum der Modulformen vom Gewicht 2 bez

�

uglich �

0

(D) mit

Charakter �

D

=

�

D

�

�

, der Unterraum der Spitzenformen werde mit S

2

(D;�

D

) bezeichnet.

Mit Hilfe eines Resultats von Zagier

�

uber gewisse Exponentialsummen ([Za1] x4 Pro-

position) k

�

onnen wir �

m

(z

1

; z

2

) als Summe zweier reellwertiger Funktionen  

m

(z

1

; z

2

) und

�

m

(z

1

; z

2

) mit den folgenden Eigenschaften schreiben (Lemma 2.19, Satz 2.23):

Die Funktion �

m

(z

1

; z

2

) ist reell analytisch auf ganz H � H . In ihrer Fourierentwicklung

�

m

(z

1

; z

2

) = q

0

(m) log(y

1

y

2

) + 4

X

�2d

�1

�>0

�

0

<0

p

jD��

0

j

(jmj) log j1� e(�z

1

+ �

0

�z

2

)j

treten die jmj-ten Koe�zienten p

n

(jmj) gewisser Poincar�ereihen P

n

aus S

2

(D;�

D

) auf.

Diese P

n

sind im wesentlichen die von Zagier in [Za1] eingef

�

uhrten Linearkombinatio-

nen von Poincar�ereihen zu den verschiedenen Spitzen von �

0

(D). Die erzeugende Reihe

E(z) = 1+

P

n�1

q

0

(�n)e

2�inz

der q

0

(m) ist eine (analog gebildete) Linearkombination von

Eisensteinreihen aus M

2

(D;�

D

).

Weiterhin ist  

m

(z

1

; z

2

) durch den Logarithmus vom Betrag einer auf H � H holo-

morphen Funktion 	

m

(z

1

; z

2

) gegeben. Die einzigen Nullstellen von 	

m

(z

1

; z

2

) liegen auf

H(m), und in bestimmten o�enen TeilenW � H �H besitzt 	

m

(z

1

; z

2

) eine Borcherdssche

Produktentwicklung

	

m

(z

1

; z

2

) = e(�

W

z

1

+ �

0

W

z

2

)

Y

�2d

�1

(�;W )>0

(1� e(�z

1

+ �

0

z

2

))

�q

D��

0

(m)

:

Dabei sind �

W

und �

0

W

reelle Konstanten. Die q

n

(m) (n 6= 0) bezeichnen die Koe�zienten

gewisser Poincar�ereihen vom Gewicht 2 bez

�

uglich �

0

(D), welche in den Spitzen von �

0

(D)

Pole besitzen.

Es sei a

r

(r 2 N) das Funktional im Dualraum von S

2

(D;�

D

), das einer Modulform

f ihren r-ten Fourierkoe�zienten zuordnet. Der von den a

r

erzeugte Z-Modul werde mit

A(D;�

D

) bezeichnet. W

�

ahlt man ganze Zahlen c

1

; : : : ; c

N

mit

P

N

j=1

c

j

a

j

= 0, so gilt

�(z

1

; z

2

) =

N

X

j=1

c

j

�

�j

(z

1

; z

2

) = log(y

1

y

2

)

N

X

j=1

c

j

q

0

(�j):
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Man kann schlie�en (Satz 2.28), da�

	(z

1

; z

2

) =

N

Y

j=1

	

�j

(z

1

; z

2

)

c

j

eine automorphe Form vom Gewicht �

1

2

P

N

j=1

c

j

q

0

(�j) (mit einem gewissen Charakter)

bez

�

uglich �

K

darstellt, deren Null- und Polstellendivisor gleich

N

X

j=1

c

j

Y (�j)

ist. Insbesondere �nden wir (Satz 3.1), da� durch a

r

7! Y (�r) ein Homomorphismus

� : A(D;�

D

) �!

e

Cl(X

K

)

de�niert wird. Damit haben wir in unserem Spezialfall die erw

�

ahnten Resultate von Bor-

cherds neu bewiesen. Gleichzeitig sind wir in der Lage, die gew

�

unschten Verallgemeinerun-

gen durchzuf

�

uhren.

Wir k

�

onnen die Chernsche Klasse des Divisors Y (m) explizit berechnen (Satz 3.2). (Im

betrachteten Fall der Hilbertschen Modulgruppe ist dies auf andere Weise auch mit den

Resultaten von Hirzebruch-Zagier [HZ] und Oda [Od] m

�

oglich; siehe dazu auch [Ge].)

Die oben genannten Eigenschaften von 	

m

und �

m

implizieren, da� e

�

m

(z

1

;z

2

)=4

eine

Hermitesche Metrik auf der zu Y (m) geh

�

origen Garbe L(Y (m)) darstellt. Somit ist die

Chernsche Klasse c(Y (m)) von Y (m) durch

1

4

@

�

@�

m

(z

1

; z

2

)

gegeben.

Wir nehmen nun der Einfachheit halber an, da� O eine Einheit "

0

negativer Norm

enth

�

alt. Dann erh

�

alt man

c(Y (m)) =�

q

0

(m)

16

�

dz

1

^ d�z

1

y

2

1

+

dz

2

^ d�z

2

y

2

2

�

�

m

4D

�

!

jmj

("

0

z

1

; "

0

0

�z

2

)dz

1

^ d�z

2

+ !

jmj

("

0

z

2

; "

0

0

�z

1

)dz

2

^ d�z

1

�

:

Dabei bezeichnet !

n

(z

1

; z

2

) f

�

ur n 2 N die von Zagier (in [Za1] Appendix 1) eingef

�

uhrte

Poincar�ereihe vom Gewicht 2 bez

�

uglich �

K

.

Im wesentlichen ist die Chernsche Klasse von Y (m) also durch die Hilbertsche Spitzen-

form !

jmj

(z

1

; z

2

) gegeben. Wir k

�

onnen die Komposition von � mit der Chernklassenabbil-

dung als Abbildung von A(D;�

D

) in den Raum S

2

(�

K

) der Spitzenformen vom Gewicht

2 bez

�

uglich �

K

au�assen.
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Nach Tensorieren mit C und Identi�kation von S

2

(D;�

D

) mit seinem Dual durch das

Petersson-Produkt f 7! h�; fi erh

�

alt man einen Homomorphismus

S

2

(D;�

D

) �! S

2

(�

K

):

In Satz 3.5 zeigen wir, da� dieser bis auf einen Normierungsfaktor mit der Doi-Naganuma-

Liftung (siehe [DN, Na, Za1, As])

�

ubereinstimmt.

Damit haben wir das zu Beginn allgemein skizzierte Programm im Spezialfall der Hil-

bertschen Modulgruppe eines reell-quadratischen Zahlk

�

orpers vollst

�

andig durchgef

�

uhrt.

Insbesondere k

�

onnen wir die Frage (�) in diesem Fall beantworten (siehe Satz 3.8). Dazu

nutzen wir aus, da� wir den Kern der Abbildung � mit dem Kern der Doi-Naganuma-

Liftung identi�zieren k

�

onnen. Es ergibt sich:

Sei f eine automorphe Form bez

�

uglich �

K

mit einem beliebigen Charakter. Der Divisor

von f habe die Gestalt (f) =

P

N

j=1

c

j

Y (�j). Dann ist f bis auf einen konstanten Faktor

gleich

	(z

1

; z

2

) =

N

Y

j=1

	

�j

(z

1

; z

2

)

c

j

:

Insbesondere besitzt f eine Entwicklung in ein Borcherdsprodukt, und das Gewicht von f

ist

�

1

2

N

X

j=1

c

j

q

0

(�j);

also durch die Fourierkoe�zienten der Eisensteinreihe E(z) gegeben.

Die hier beschriebenen Poincar�ereihen �

m

lassen sich sicherlich auf orthogonale Grup-

pen O(2; n) mit n � 3 verallgemeinern. Man sollte analog wieder verallgemeinerte Bor-

cherdsprodukte und damit eine Liftung in die Kohomologie konstruieren k

�

onnen.

Die Verallgemeinerung auf den O(2; 1)-Fall sollte ebenfalls interessant sein. Hier tritt

jedoch das Problem auf, da� sich die zu �

m

(z

1

; z

2

; s) analogen Poincar�ereihen nicht mehr in

der gleichen Weise durch ihre Fourierentwicklung ausreichend weit nach links in s fortsetzen

lassen.

Sehr herzlich danke ich Herrn Prof. Dr. E. Freitag f

�

ur seine Anregungen, Kommentare

und Verbesserungsvorschl

�

age zu dieser Arbeit. Mein Dank gilt auch Herrn Prof. Dr. W.

Kohnen f

�

ur zahlreiche interessante und n

�

utzliche Gespr

�

ache.



Kapitel 1

Eisensteinreihen und Poincar�ereihen

zu �

0

(D)

F

�

ur eine Einf

�

uhrung in die Theorie der Modulformen zu Kongruenzuntergruppen von

Sl

2

(Z) sei auf die B

�

ucher von Shimura [Sh1] und Miyake [Mi] verwiesen.

Im folgenden Kapitel untersuchen wir Eisensteinreihen und Poincar�ereihen vom Ge-

wicht 2 bez

�

uglich �

0

(D), wobei wir uns an [Za1] bzw. [Sc] orientieren. S

�

amtliche Resultate

dieses Abschnitts sind wohlbekannt, unser Ziel ist es lediglich, sie in einer f

�

ur uns g

�

unstigen

Form zu formulieren. Daher halten wir die Darstellung knapp.

1.1 Eisensteinreihen vom Gewicht zwei

Wie

�

ublich bezeichne H die obere Halbebene und �(1) = Sl

2

(Z). Es sei � � �(1) eine

Untergruppe von endlichem Index, die �1 und (

1 1

0 1

) enth

�

alt, und � ein gerader reeller

Charakter von �. Weiterhin sei P eine Spitze von � und A

P

2 �(1) mit A

P

(P ) = 1 fest

gew

�

ahlt. Man setze

�

P

= A

P

�A

�1

P

\

��

1 b

0 1

�

; b 2 Z

�

;

und bezeichne mit

w

P

=

���

1 b

0 1

�

; b 2 Z

�

: �

P

�

die Spitzenbreite von P (vgl. [Za1] x3). Wie man leicht nachpr

�

uft, ist w

P

unabh

�

angig von

der Wahl von A

P

, und aus (

1 1

0 1

) 2 � folgt w

1

= 1. F

�

ur z = x+ iy 2 H und s = �+ it 2 C ,

� > 0 de�niert man die Eisensteinreihe (mit Parameter s) vom Gewicht zwei in der Spitze

P durch

E

P

(z; s) =

1

2

X

A2�

P

nA

P

�

A=

(

a b

c d

)

�(A

�1

P

A)

1

(cz + d)

2

y

s

jcz + dj

2s

: (1.1)

13
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0

(D)

F

�

ur festes � > 0 konvergiert diese Reihe lokal gleichm

�

a�ig absolut auf H . Daher hat E

P

(z; s)

das Transformationsverhalten E

P

(z; s) = �()(cz + d)

2

E

P

(z; s) f

�

ur alle  = (

a b

c d

) 2 �.

Im folgenden berechnen wir die Fourierentwicklung von E

P

(z; s) in der Spitze 1 und

zeigen, da� damit eine holomorphe Fortsetzung in s auf fs 2 C ; � > �1=4g gegeben ist.

Nach Hecke k

�

onnen wir dann die Eisensteinreihe vom Gewicht 2 in der Spitze P durch

E

P

(z) = E

P

(z; 0) erkl

�

aren. Zur Abk

�

urzung setzen wir e(z) := e

2�iz

.

Lemma 1.1. Die Funktion

h(z; s) =

X

r2Z

1

(z + r)

2

y

s

jz + rj

2s

(z 2 H , � > 0)

hat eine Fourierentwicklung der Form h(z; s) =

P

n2Z

c

n

(y; s)e(nx) mit

c

0

(y; s) = �

p

�

y

1+s

�(s+ 1=2)

�(s+ 1)

s

s+ 1

;

c

n

(y; 0) =

(

0; falls n < 0,

�4�

2

ne

�2�ny

; falls n > 0.

F

�

ur n 2 Z� f0g haben die c

n

(y; s) eine holomorphe Fortsetzung in s auf C und gen

�

ugen

der Absch

�

atzung c

n

(y; s) = O(e

��jnjy

) (jnj ! 1) lokal gleichm

�

a�ig in s. Insbesondere ist

h(z; s)� c

0

(y; s) eine ganze Funktion in s.

Beweis. Siehe [Sc] Kapitel III x2.

Man beachte, da� zwei Matrizen A = (

a b

c d

) und A

0

=

�

a

0

b

0

c

0

d

0

�

aus A

P

� genau dann

links-

�

aquivalent unter �

P

sind, falls (c d) = (c

0

d

0

). Damit kann man (1.1) auch schreiben

als

E

P

(z; s) =

1

2

X

(c;d)=1;�d=c2P

A=

(

a b

c d

)

2A

P

�

�(A

�1

P

A)

1

(cz + d)

2

y

s

jcz + dj

2s

: (1.2)

Die Summe erstreckt sich

�

uber alle Paare (c d), die als untere Zeile einer Matrix A 2 A

P

�

vorkommen k

�

onnen. Man beachte, da� A modulo �

P

durch (c d) eindeutig bestimmt ist.

Man kann die Summe in (1.2) aufspalten in einen Beitrag mit c = 0 und das Zweifache

des Beitrages mit c > 0. Der

"

c = 0 Term\ tritt nur auf, falls P = 1. Da aus c = 0 aber

d = �1 folgt, ist dieser Beitrag gleich �

P1

y

s

(� bezeichnet das Kroneckersymbol). Den

"

c > 0 Term\ kann man in der Form

1

2

X

c�1

X

�

d(c)

�

�

A

�1

P

�

a b

c d

��

1

c

2+2s

h(z + d=c; s)

schreiben, wobei die Summe

P

�

�

uber alle d modulo c l

�

auft mit (c; d) = 1 und �d=c 2 P .

(Hier verwendet man (

1 1

0 1

) 2 �.) Mit Lemma 1.1 erh

�

alt man:
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Satz 1.2. Die Eisensteinreihe E

P

(z; s) hat die Fourierentwicklung

E

P

(z; s) = �

P1

y

s

�

p

�

y

1+s

�(s+ 1=2)

�(s+ 1)

s

s + 1

X

c�1

X

�

d(c)

�

�

A

�1

P

�

a b

c d

��

1

c

2+2s

+

X

n2Z�f0g

"

X

c�1

H

P

c

(0; n)

1

c

1+2s

#

c

n

(y; s)e(nx): (1.3)

Dabei sind die c

n

(y; s) wie in Lemma 1.1 de�niert, und H

P

c

(m;n) ist die verallgemeinerte

Kloostermansumme

H

P

c

(m;n) =

1

c

X

�

d(c)

�

�

A

�1

P

�

a b

c d

��

e

�

maw

�1

P

+ nd

c

�

(m;n 2 Z): (1.4)

(Die Summation

P

�

erstreckt sich

�

uber alle d modulo c mit (c; d) = 1, �d=c 2 P ; und a; b

sind durch (

a b

c d

) 2 A

P

� de�niert.)

Im folgenden sei D > 0 eine Fundamentaldiskriminante. Wir setzen aus technischen

Gr

�

unden zus

�

atzlich D � 1 (mod 4) voraus, dann ist D insbesondere quadratfrei. Durch

das Kronecker-Symbol (siehe [Sh2] S. 442) wird ein primitiver Charakter �

D

=

�

D

�

�

modulo

D de�niert. Wie

�

ublich setzen wir

�

0

(D) =

��

a b

c d

�

2 �(1); c � 0 (mod D)

�

und schreibenM

2

(D;�

D

) f

�

ur den Raum der Modulformen vom Gewicht 2 und Nebentypus

�

D

bez

�

uglich �

0

(D). Den Unterraum der Spitzenformen bezeichnen wir mit S

2

(D;�

D

).

Wir betrachten nun Eisensteinreihen aus M

2

(D;�

D

).

Eine einfache Rechnung zeigt, da� f

�

ur ganze Zahlen k; l; k

0

; l

0

mit (k; l) = (k

0

; l

0

) = 1 die

Elemente k=l und k

0

=l

0

aus P

1

(Q ) genau dann �

0

(D)-

�

aquivalent sind, wenn (l; D) = (l

0

; D)

ist. Also stehen die Spitzen von �

0

(D) in Bijektion zu den positiven Teilern von D.

F

�

ur D

1

> 0, D

1

jD und D

2

= D=D

1

w

�

ahlen wir p; q 2 Z mit pD

1

+ qD

2

= 1 und setzen

A

D

1

=

�

D

2

�p

D

1

q

�

:

Es ist nun fA

�1

D

1

1; D

1

> 0; D

1

jDg gerade die Menge der Spitzen von �

0

(D). Wir schreiben

einfach D

1

f

�

ur die Spitze P = A

�1

D

1

1. Wie man leicht nachpr

�

uft, ist w

D

1

= D

2

und1 durch

D gegeben.

In dieser Situation kann man in der Fourierentwicklung der E

D

1

(z; s) die Exponential-
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0

(D)

summen H

D

1

c

(0; n) wie in [Za1] S. 21 vereinfachen:

E

D

1

(z; s) = �

D

1

D

y

s

�

p

�

y

1+s

�(s+ 1=2)

�(s+ 1)

s

s+ 1

X

c�1

(c;D)=D

1

1

c

2+2s

�

c

D

2

�

X

d(c)

(d;c)=1

�

�d

D

1

�

+

X

n2Z�f0g

X

c�1

(c;D)=D

1

1

c

1+2s

H

D

1

c

(0; n)c

n

(y; s)e(nx); (1.5)

H

D

1

c

(m;n) =

1

c

�

c

D

2

�

X

d(c)

�

�

�d

D

1

�

e

�

nd+m

�

D

2

�

d

c

�

(m;n 2 Z): (1.6)

Die Summe in (1.6) l

�

auft

�

uber alle d modulo c mit (c; d) = 1; und

�

D

2

,

�

d sind durch

�

D

2

D

2

� 1 (mod c) bzw.

�

dd � 1 (mod c) bestimmt.

Lemma 1.3. Die Eisensteinreihe E

D

1

(z; s) besitzt eine holomorphe Fortsetzung in s auf

fs 2 C ; � > �1=4g. Die Funktion E

D

1

(z) := E

D

1

(z; 0) ist eine Modulform vom Gewicht 2

bez

�

uglich �

0

(D) mit Charakter �

D

. Ihre Fourierentwicklung in der Spitze 1 lautet

E

D

1

(z) = �

D

1

D

� 4�

2

X

n�1

X

c�1

(c;D)=D

1

1

c

H

D

1

(0; n)ne(nz):

Beweis. Es gilt

X

c�1

(c;D)=D

1

1

c

s

�

c

D

2

�

X

d(c)

(d;c)=1

�

�d

D

1

�

= �

D

1

1

X

c�1

1

c

s

�

c

D

�

'(c);

wobei '(c) die Eulersche Phi-Funktion bezeichnet. Wegen D � 1 (mod 4) gilt f

�

ur alle

c 2 N nach dem quadratischen Reziprozit

�

atsgesetz

�

c

D

�

= �

D

(c). Durch Vergleich von

Eulerprodukten zeigt man

X

c�1

1

c

s

�

c

D

�

'(c) =

L(s� 1; �

D

)

L(s; �

D

)

mit der Dirichletreihe L(s; �

D

) zum Charakter �

D

. Folglich besitzt der konstante Term der

Fourierentwicklung (1.5) eine holomorphe Fortsetzung auf C .

Bekanntlich existiert eine Konstante C > 0 mit jH

D

1

c

(0; n)j < C

p

jnj=c f

�

ur alle c 2 N

und n 2 Z� f0g (siehe z.B. [Br] Lemma 3.2). Mit Lemma 1.1 ergibt sich, da�

X

n2Z�f0g

X

c�1

(c;D)=D

1

1

c

1+2s

H

D

1

c

(0; n)c

n

(y; s)e(nx)

lokal gleichm

�

a�ig absolut f

�

ur � > �1=4 konvergiert. Man erh

�

alt die gew

�

unschte holomorphe

Fortsetzung von E

D

1

(z; s).
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Die Fourierentwicklung von E

D

1

(z) ergibt sich nun aus

E

D

1

(z; 0) = �

D

1

D

+

X

n2Z�f0g

X

c�1

(c;D)=D

1

1

c

H

D

1

c

(0; n)c

n

(y; 0)e(nx)

mit Lemma 1.1. Dies zeigt auch die Holomorphie in der Spitze1. Die Holomorphie in den

�

ubrigen Spitzen weist man analog nach.

Sp

�

ater wird eine gewisse Linearkombination der E

D

1

(z) eine wichtige Rolle spielen.

Diese wollen wir hier einf

�

uhren.

De�nition 1.4. Sei D > 0 eine Fundamentaldiskriminante mit D � 1 (mod 4). Man

setze

E(z) =

X

D

1

>0

D

1

D

2

=D

 (D

2

)

D

2

2

E

D

1

(z); (1.7)

wobei f

�

ur D

1

D

2

= D:

 (D

2

) =

8

<

:

�

D

1

D

2

�

p

D

2

; falls D

1

� 1 (mod 4);

�i

�

D

1

D

2

�

p

D

2

; falls D

1

� 3 (mod 4):

(1.8)

Die Fourierentwicklung von E(z) l

�

a�t sich mit Lemma 1.3 leicht berechnen.

Satz 1.5. Die Eisensteinreihe E(z) liegt in M

2

(D;�

D

) und hat die Fourierentwicklung

E(z) = 1�

4�

2

D

X

n�1

"

X

b�1

1

b

H

b

(0;�n)

#

ne(nz)

mit

H

b

(0; n) =

X

D

1

D

2

=D

(b;D

2

)=1

 (D

2

)

D

2

H

D

1

bD

1

(0; n):

1.2 Poincar�ereihen vom Gewicht zwei

Wir verwenden die gleichen Bezeichnungen wie im vorherigen Abschnitt. F

�

ur die

�

ublichen

Besselfunktionen schreiben wir J

�

, I

�

, K

�

wie in [AbSt] (siehe auch Anhang A).

Sei D > 0 eine Fundamentaldiskriminante, D � 1 (mod 4), und r eine von Null ver-

schiedene ganze Zahl. Wir betrachten wieder die Gruppe �

0

(D).
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0

(D)

Sind D

1

; D

2

nat

�

urliche Zahlen mit D

1

D

2

= D, so de�niert man die r-te Poincar�ereihe

vom Gewicht 2 mit Charakter �

D

in der Spitze D

1

durch

G

D

1

r

(z) = lim

s!0

1

2

X

A2�

D

1

nA

D

1

�

0

(D)

A=

(

a b

c d

)

�

D

(A

�1

D

1

A)e

�

r

D

2

Az

�

1

(cz + d)

2

y

s

jcz + dj

2s

: (1.9)

Im Falle r > 0 wird in [Za1] Appendix 1 gezeigt, da� G

D

1

r

(z) in S

2

(D;�

D

) liegt. Ferner

wird die Fourierentwicklung berechnet:

G

D

1

r

(z) =

1

X

n=1

g

D

1

rn

e(nz);

g

D

1

rn

= �

D

1

D

�

rn

� 2�

p

nD

2

=r

X

c�1

(c;D)=D

1

H

D

1

c

(r; n)J

1

�

4�

c

p

nr=D

2

�

:

Dabei ist H

D

1

c

(r; n) durch (1.6) de�niert. F

�

ur r < 0 �ndet man auf die gleiche Weise

G

D

1

r

(z) = �

D

1

D

e(rz)� 2�

X

n�1

p

nD

2

=jrj

X

c�1

(c;D)=D

1

H

D

1

c

(r; n)I

1

�

4�

c

p

njrj=D

2

�

e(nz):

In Analogie zu (1.7) betrachten wir wieder geeignete Linearkombinationen der G

D

1

r

(z).

De�nition 1.6. Sei r 2 Z� f0g und D > 0 eine Fundamentaldiskriminante mit D � 1

(mod 4). Man setze

P

r

(z) =

X

0<D

2

jr

D

1

D

2

=D

 (D

2

)

D

2

2

G

D

1

r=D

2

(z); (1.10)

wobei  (D

2

) durch (1.8) gegeben ist.

Man beachte, da� hier (im Unterschied zur De�nition der G

r

(z) in [Za1] Gleichung (62))

 (D

2

) auftritt. Benutzt man  (D

2

) =

�

�1

D

1

�

 (D

2

) und H

D

1

c

(�r;�n) =

�

�1

D

1

�

H

D

1

c

(r; n),

so �ndet man

Satz 1.7. F

�

ur r > 0 liegt die Poincar�ereihe P

r

(z) in S

2

(D;�

D

) und hat eine Fourierent-

wicklung der Form

P

r

(z) =

X

n�1

p

r

(n)e(nz) mit

p

r

(n) = �

rn

� 2�

p

n=r

X

b�1

H

b

(�r;�n)J

1

�

4�

bD

p

nr

�

: (1.11)



1.2. Poincar�ereihen vom Gewicht zwei 19

Dabei ist H

b

(m;n) durch

H

b

(m;n) =

X

D

1

D

2

=D

D

2

jm

(b;D

2

)=1

 (D

2

)

D

2

H

D

1

bD

1

(m=D

2

; n) (1.12)

de�niert.

Im Falle r < 0 ist P

r

(z) zwar nicht aus S

2

(D;�

D

), hat aber auch das Transforma-

tionsverhalten P

r

j

2

 = �

D

()P

r

f

�

ur alle  2 �

0

(D) (mit dem

�

ublichen Strichoperator

f j

k

(z) = (cz + d)

�k

f(z) f

�

ur  = (

a b

c d

) 2 �(1)). Die Fourierentwicklung von P

r

hat dann

die Gestalt

P

r

(z) = e(rz)� 2�

X

n�1

p

n=jrj

X

b�1

H

b

(�r;�n)I

1

�

4�

bD

p

njrj

�

e(nz): (1.13)

Mit dem Petersson-Skalarprodukt

hf; gi =

Z

�

0

(D)nH

f(z)g(z) dxdy (f; g 2 S

2

(D;�

D

)) (1.14)

wird S

2

(D;�

D

) zu einem endlichdimensionalen Hilbertraum.

Ist f 2 S

2

(D;�

D

) und D

1

eine Spitze von �

0

(D), so hat f nach De�nition in D

1

eine

Fourierentwicklung der Form

(f j

2

A

�1

D

1

)(z) =

X

n�1

a

D

1

n

(f)e(nz=D

2

) (D

1

D

2

= D): (1.15)

Mit der Entfaltungsmethode zeigt man f

�

ur r 2 N (siehe etwa [Mi] Thm. 2.6.10)

hf;G

D

1

r

i =

D

2

2

4�r

a

D

1

r

(f): (1.16)

Damit k

�

onnen wir die folgenden beiden Lemmata beweisen.

Lemma 1.8. Sei f 2 S

2

(D;�

D

) und r 2 N. Dann gilt mit den obigen Bezeichnungen

hf; P

r

i =

1

4�r

X

D=D

1

D

2

D

2

jr

D

2

 (D

2

)a

D

1

r=D

2

(f):

Beweis. Es ist

hf; P

r

i =

X

D=D

1

D

2

D

2

jr

�

f;

 (D

2

)

D

2

2

G

D

1

r=D

2

�

=

X

D=D

1

D

2

D

2

jr

 (D

2

)

D

2

2

hf;G

D

1

r=D

2

i

=

1

4�r

X

D=D

1

D

2

D

2

jr

D

2

 (D

2

)a

D

1

r=D

2

(f):
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0

(D)

Lemma 1.9. Die Menge P = fG

D

r

; r 2 N mit (r;D) = 1g ist ein Erzeugendensystem f

�

ur

S

2

(D;�

D

).

Beweis. Wir haben P

?

= f0g zu zeigen. Sei dazu f =

P

n�1

a

D

n

(f)e(nz) 2 P

?

. F

�

ur r 2 N

mit (r;D) = 1 gilt dann

0 = hf;G

D

r

i =

1

4�r

a

D

r

(f):

Also hat f in der Spitze 1 eine Fourierentwicklung der Form

f(z) =

X

n�1

(n;D)>1

a

D

n

(f)e(nz):

Nach einem bekannten Lemma aus der Neuformentheorie (siehe etwa [Mi] Thm. 4.6.8) folgt

hiermit f = 0.



Kapitel 2

Poincar�ereihen zu Heegnerdivisoren

Im folgenden sei K ein reell-quadratischer Zahlk

�

orper

�

uber Q mit Diskriminante D. Aus

technischen Gr

�

unden fordern wir weiter D � 1 (mod 4). Der Ring der ganzen Zahlen in

K werde mit O, und die Di�erente, d.h. das von

p

D erzeugte Hauptideal, werde mit d

bezeichnet. Wir schreiben x 7! x

0

f

�

ur die Konjugation in K, N(x) = xx

0

f

�

ur die Norm und

tr(x) = x + x

0

f

�

ur die Spur eines Elements. Die Klassenzahl von K = Q(

p

D) bezeichnen

wir mit h(D). Ist M = (

a b

c d

) eine Matrix mit Eintr

�

agen aus K, so setzen wir M

0

=

�

a

0

b

0

c

0

d

0

�

.

Die Hilbertsche Modulgruppe �

K

= Sl

2

(O) operiert eigentlich diskontinuierlich auf

H � H verm

�

oge

�

a b

c d

�

(z

1

; z

2

) =

�

az

1

+ b

cz

1

+ d

;

a

0

z

2

+ b

0

c

0

z

2

+ d

0

�

;

�

a b

c d

�

2 �

K

:

Der Quotient X

K

= (H � H )=�

K

ist ein komplexer Raum, der nicht kompakt ist, aber auf

nat

�

urliche Weise durch die Hinzunahme von h(D) Spitzen kompakti�ziert werden kann

(siehe [Fr]).

Es sei m eine feste negative ganze Zahl. Dann ist die Menge

H(m) = f(z

1

; z

2

) 2 H � H ; 9(a; b; �) 2 Z� Z� d

�1

mit N(�)� ab = m=D

und az

1

z

2

+ �z

1

+ �

0

z

2

+ b = 0g (2.1)

entweder leer oder eine abgeschlossene analytische Teilmenge von H � H der komplexen

Kodimension 1. Wir nennen sie Heegnerdivisor der Diskriminante m (auf H � H ). Im

Zusammenhang mit Modulformen wurden die H(m) zum ersten Mal von Hirzebruch und

Zagier in [HZ] untersucht.

Der Fall H(m) = ; tritt auf, wenn �4m kein Quadrat modulo D ist. Dann hat die

Gleichung N(�)� ab = m=D keine L

�

osung in Z� Z� d

�1

.

Unser erstes Ziel in diesem Kapitel ist es, dem Heegnerdivisor H(m) eine reell analyti-

sche �

K

-invariante Funktion

�

m

(z

1

; z

2

) : H � H �H(m) �! R

21
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zuzuordnen, welche eine logarithmische Singularit

�

at entlang vonH(m) aufweist. Wir wollen

�

m

(z

1

; z

2

) als Poincar�ereihe in der Form

X

a;b2Z

�2d

�1

N(�)�ab=m=D

log

�

jaz

1

�z

2

+ �z

1

+ �

0

�z

2

+ bj

2

jaz

1

z

2

+ �z

1

+ �

0

z

2

+ bj

2

�

konstruieren. Diese Reihe divergiert jedoch; wir regularisieren sie in der folgenden Weise.

De�nition 2.1. Sei m eine negative ganze Zahl. Wir ordnen dem Heegnerdivisor H(m)

die Poincar�ereihe

�

m

(z

1

; z

2

; s) =

X

a;b2Z

�2d

�1

N(�)�ab=m=D

'

s

�

4jmjy

1

y

2

=D

jaz

1

�z

2

+ �z

1

+ �

0

�z

2

+ bj

2

�

(2.2)

zu

1

. Dabei bezeichnet

'

s

(z) = z

s

�(s)

2

�(2s)

� F (s; s; 2s; z) =

1

X

k=0

�(k + s)

2

�(k + 2s)k!

z

k+s

; (2.3)

F (a; b; c; z) die Gau�sche hypergeometrische Funktion und z

1

= x

1

+ iy

1

, z

2

= x

2

+ iy

2

.

Man beachte, da� f

�

ur (a; b; �) 2 Z� Z� d

�1

mit N(�)� ab = m=D die Beziehung

jaz

1

�z

2

+ �z

1

+ �

0

�z

2

+ bj

2

= 4jmjy

1

y

2

=D + jaz

1

z

2

+ �z

1

+ �

0

z

2

+ bj

2

(2.4)

besteht. Aus der Potenzreihenentwicklung (2.3) folgt o�enbar '

1

(z) = � log(1� z). Setzt

man in (2.2) formal s = 1, so erh

�

alt man die oben angegebene divergente Reihe.

In Abschnitt 2.1 werden wir zeigen, da� �

m

(z

1

; z

2

; s) lokal gleichm

�

a�ig absolut konver-

giert f

�

ur (z

1

; z

2

) 2 H � H �H(m) und s = � + it 2 C mit � > 1.

Damit folgt dann insbesondere, da� �

m

(z

1

; z

2

; s) invariant unter �

K

ist. Denn f

�

ur

�

� �

 �

�

2 �

K

und (a; b; �) 2 Z� Z� d

�1

gilt

a

�

�z

1

+ �

z

1

+ �

��

�

0

�z

2

+ �

0



0

�z

2

+ �

0

�

+ �

�

�z

1

+ �

z

1

+ �

�

+ �

0

�

�

0

�z

2

+ �

0



0

�z

2

+ �

0

�

+ b =

~az

1

�z

2

+

~

�z

1

+

~

�

0

�z

2

+

~

b

(z

1

+ �)(

0

�z

2

+ �

0

)

mit eindeutig bestimmten (~a;

~

b;

~

�) 2 Z� Z� d

�1

und N(

~

�)� ~a

~

b = N(�)� ab.

In Abschnitt 2.2 werden wir die Fourierentwicklung von �

m

(z

1

; z

2

; s) explizit berechnen

und zeigen: F

�

ur jedes (z

1

; z

2

) 2 H � H �H(m) besitzt �

m

(z

1

; z

2

; s) eine meromorphe Fort-

setzung in s auf fs 2 C ; � > 3=4g. Bis auf einen einfachen Pol bei s = 1 ist �

m

(z

1

; z

2

; s)

sogar holomorph in s. De�niert man die regularisierte Poincar�ereihe �

m

(z

1

; z

2

) als konstan-

ten Term der Laurententwicklung von �

m

(z

1

; z

2

; s) bei s = 1, so ist dies eine �

K

-invariante

1

Falls es kein (a; b; �) 2 Z�Z� d

�1

mit N(�) � ab = m=D gibt, setzen wir �

m

(z

1

; z

2

; s) = 0.
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m
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1

; z

2
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reell analytische Funktion auf H � H � H(m). Entlang von H(m) besitzt �

m

(z

1

; z

2

) eine

logarithmische Singularit

�

at.

Man kann �

m

(z

1

; z

2

) als Summe zweier Funktionen  

m

(z

1

; z

2

) + �

m

(z

1

; z

2

) schreiben,

wobei � 

m

=4 der Logarithmus vom Betrag einer holomorphen auf H(m) verschwindenden

Funktion ist, und �

m

auf ganz H �H reell analytisch. Das singul

�

are Verhalten von �

m

(z

1

; z

2

)

wird somit vollst

�

andig durch  

m

(z

1

; z

2

) reguliert.

Anhand der Fourierentwicklungen wird eine enge Verbindung zu den Poincar�ereihen

P

r

(z) und der Eisensteinreihe E(z) sichtbar.

Am Ende des Kapitels geben wir einen neuen Beweis f

�

ur einen Satz von Borcherds

(Theorem 13.3 [Bo2]) im Spezialfall der Hilbertschen Modulgruppe �

K

an.

2.1 Die Konvergenz von �

m

(z

1

; z

2

; s)

F

�

ur die folgende Konvergenzuntersuchung ben

�

otigen wir zwei Lemmata.

Lemma 2.2. Sei m eine negative ganze Zahl, K � H � H kompakt und C � 0. Dann ist

die Menge

M

K;m;C

= f(a; b; �) 2 Z� Z� d

�1

; N(�)� ab = m=D;

jaz

1

z

2

+ �z

1

+ �

0

z

2

+ bj � C f

�

ur ein (z

1

; z

2

) 2 Kg (2.5)

endlich.

Beweis. Zur Abk

�

urzung bezeichne A = jmj=D. Sei (a; b; �) 2 M

K;m;C

und (z

1

; z

2

) 2 K

mit jaz

1

z

2

+ �z

1

+ �

0

z

2

+ bj � C. Dann gilt

�

�

�

�

z

1

+

�

0

z

2

+ b

az

2

+ �

�

�

�

�

�

C

jaz

2

+ �j

;

y

1

�

Ay

2

jaz

2

+ �j

2

�

C

jaz

2

+ �j

:

Falls a 6= 0 ist, k

�

onnen wir weiter absch

�

atzen

y

1

�

A

a

2

y

2

+

C

jajy

2

�

A + C

jajy

2

und erhalten

jaj �

A+ C

y

1

y

2

:

Wendet man das gleiche Argument auf die Ungleichung

�

�

�

�

�

b

z

2

� �

0

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

1

z

1

�

�

� �a

b ��

0

��

�

1

z

2

�

�

�

�

�

�

C

jz

1

z

2

j
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an, so erh

�

alt man die Absch

�

atzung

jbj �

Ajz

1

z

2

j

2

+ Cjz

1

z

2

j

y

1

y

2

:

Folglich ist die Menge

f(a; b;N(�)); (a; b; �) 2 M

K;m;C

g

endlich.

Sei "

0

2 O eine Fundamentaleinheit. Nach dem Dirichletschen Einheitensatz gen

�

ugt es

nun zu zeigen, da� es f

�

ur jedes feste (a; b; �) 2 M

K;m;C

nur endlich viele n 2 Z gibt, so da�

auch (a; b; "

n

0

�) in M

K;m;C

liegt. Dies sieht man leicht ein.

Lemma 2.3. Sei " > 0 gegeben. Dann existiert ein � > 0, so da�

jw + zj � �jw + ij

f

�

ur alle

z 2 D

"

:= fz = x+ iy 2 H ; y � "; jxj � 1="g

und w = u+ iv 2 C mit v � 0.

Beweis. Ohne Einschr

�

ankung nehmen wir " < 1 an. Man setze a = (1 + v)

�1=2

, w

0

= a

2

u

und z

0

= a

2

(z + iv). Dann gilt

z 2 D

"

=) z

0

2 D

"

;

jw

0

+ z

0

j � �jw

0

+ ij =) jw + zj � �jw + ij;

folglich k

�

onnen wir auch ohne Einschr

�

ankung w = u 2 R annehmen. Es ist

ju+ zj � �ju+ ij () (1� �

2

)u

2

+ 2xu+ x

2

+ y

2

� �

2

� 0;

also gen

�

ugt es zu zeigen, da� ein 1 > � > 0 existiert mit der Eigenschaft: Die Diskriminante

d(Q

�

(z)) der quadratischen Form

Q

�

(z) = [1� �

2

; 2x; x

2

+ y

2

� �

2

]

ist f

�

ur alle z 2 D

"

negativ.

Wie man leicht nachrechnet, gilt

d(Q

�

(z)) = 4x

2

� 4(1� �

2

)(x

2

+ y

2

� �

2

)

� 4(�

2

="

2

+ �

2

� �

4

� (1� �

2

)"

2

) =: f

"

(�):

Da f

"

(�) stetig von � abh

�

angt und da f

"

(0) = �4"

2

, folgt hiermit die Behauptung.
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Satz 2.4. Sei K � H � H � H(m) kompakt und K

0

� fs 2 C ; � > 1g kompakt. Dann

konvergiert �

m

(z

1

; z

2

; s) gleichm

�

a�ig absolut auf K �K

0

.

Beweis. Nach Lemma 2.2 existiert

minfjaz

1

z

2

+ �z

1

+ �

0

z

2

+ bj

2

; (z

1

; z

2

) 2 K; (a; b; �) 2 Z� Z� d

�1

; N(�)� ab = m=Dg

(und ist > 0 wegen K \H(m) = ;). Aufgrund von (2.4) gibt es damit ein � < 1, so da�

4jmjy

1

y

2

=D

jaz

1

�z

2

+ �z

1

+ �

0

�z

2

+ bj

2

� �

f

�

ur alle (z

1

; z

2

) 2 K, (a; b; �) 2 Z�Z� d

�1

mit N(�)� ab = m=D. Die hypergeometrische

Funktion F (s; s; 2s; z), welche in der De�nition von '

s

(z) auftritt, ist f

�

ur jzj � �, s 2 K

0

beschr

�

ankt. Also wird �

m

(z

1

; z

2

; s) (bis auf eine Konstante) durch die Reihe

X

a;b2Z

�2d

�1

N(�)�ab=m=D

1

jaz

1

�z

2

+ �z

1

+ �

0

�z

2

+ bj

2�

(2.6)

majorisiert. Um die Konvergenz von (2.6) zu zeigen, ben

�

otigen wir folgende

Bemerkung. Zu " > 0 existiert ein � > 0 mit

jaz

1

�z

2

+ �z

1

+ �

0

�z

2

+ bj � �ja+ �i� �

0

i+ bj

f

�

ur alle z

1

; z

2

2 D

"

, (a; b; �) 2 Z� Z� d

�1

mit N(�)� ab = m=D.

Beweis der Bemerkung. Nach Lemma 2.3 gibt es ein � > 0, so da� gilt:

jaz

1

�z

2

+ �z

1

+ �

0

�z

2

+ bj = ja�z

2

+ �j �

�

�

�

�

z

1

+

�

0

�z

2

+ b

a�z

2

+ �

�

�

�

�

� �ja�z

2

+ �j �

�

�

�

�

i +

�

0

�z

2

+ b

a�z

2

+ �

�

�

�

�

= �ja(�i) + �

0

j �

�

�

�

�

z

2

+

�(�i) + b

a(�i) + �

0

�

�

�

�

� �

2

ja+ �i� �

0

i + bj:

Aufgrund der Bemerkung gen

�

ugt es nun, die Konvergenz der Reihe

X

a;b2Z

�2d

�1

N(�)�ab=m=D

1

ja+ �i� �

0

i+ bj

2�

(2.7)
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f

�

ur � > 1 nachzuweisen. Wegen

d

�1

�

(

l

p

D + k

2

p

D

; (l; k) 2 Z

2

)

gilt (nach Substitution a + b = c, a� b = d, � =

l

p

D+k

2

p

D

):

(2.7)�

X

c;d;l;k2Z

l

2

+d

2

=

4m+k

2

D

+c

2

1

jc+ ik=

p

Dj

2�

=

X

c;k2Z

r

2

(

4m+k

2

D

+ c

2

)

1

(c

2

+ k

2

=D)

�

:

Dabei bezeichnet

r

2

(n) = #f(a; b) 2 Z

2

; a

2

+ b

2

= ng

die Anzahl der Darstellungen von n 2 Q als Summe von zwei Quadraten. Bekanntlich gilt

f

�

ur jedes " > 0:

r

2

(n) = O(n

"

); n!1:

Man erh

�

alt

(2.7)�

X

c;k2Z

1

(c

2

+ k

2

=D)

��"

;

und die letzte Summe konvergiert f

�

ur � � " > 1. Dies impliziert die Behauptung.

2.2 Fourierentwicklung und meromorphe Fortsetzung

Es sei s = � + it 2 C mit � > 1 und (z

1

; z

2

) 2 H � H �H(m). Wir schreiben �

m

(z

1

; z

2

; s)

in der Form

�

m

(z

1

; z

2

; s) = �

0

m

(z

1

; z

2

; s) + 2

1

X

a=1

�

a

m

(z

1

; z

2

; s) (2.8)

mit

�

a

m

(z

1

; z

2

; s) =

X

b2Z

�2d

�1

N(�)�ab=m=D

'

s

�

4jmjy

1

y

2

=D

jaz

1

�z

2

+ �z

1

+ �

0

�z

2

+ bj

2

�

: (2.9)
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Man beachte, da� die Teilsummen �

a

m

(z

1

; z

2

; s) f

�

ur � > 1=2 lokal gleichm

�

a�ig absolut

konvergieren.

Bei der Berechnung der Fourierentwicklung unterscheiden wir die F

�

alle a = 0 und a > 0.

Im letztgenannten Fall ist es sinnvoll, die �

a

m

(z

1

; z

2

; s) analog zu [Za1] x2 umzuformen:

�

a

m

(z

1

; z

2

; s) =

X

�2R

X

�2O

'

s

�

4Ay

1

y

2

=a

2

j(z

1

+ � + �

0

=a)(�z

2

+ �

0

+ �=a) + A=a

2

j

2

�

:

Dabei haben wir zur Abk

�

urzung A = jmj=D gesetzt. Ferner bezeichnet R ein Repr

�

asen-

tantensystem f

�

ur

f� 2 d

�1

=aO; N(�

p

D) � �m (mod aD)g:

Man de�niere eine Hilfsfunktion durch

H

A

s

(z

1

; z

2

) =

X

�2O

'

s

�

4Ay

1

y

2

j(z

1

+ �)(�z

2

+ �

0

) + Aj

2

�

(2.10)

und schreibe ihre Fourierentwicklung in der Form

H

A

s

(z

1

; z

2

) =

X

�2d

�1

b

A

s

(�; y

1

; y

2

)e(�x

1

+ �

0

x

2

); y

1

y

2

> A:

Dann ist insbesondere

�

a

m

(z

1

; z

2

; s) =

X

�2d

�1

G

a

(m; �)b

A=a

2

s

(�; y

1

; y

2

)e(�z

1

+ �

0

z

2

)

mit der endlichen Exponentialsumme

G

a

(m; �) =

X

�2d

�1

=aO

N(�)�m=D (aZ)

e

�

tr(��)

a

�

; (2.11)

und somit erhalten wir

�

m

(z

1

; z

2

; s) = �

0

m

(z

1

; z

2

; s) + 2

X

�2d

�1

"

1

X

a=1

G

a

(m; �)b

A=a

2

s

(�; y

1

; y

2

)

#

e(�x

1

+ �

0

x

2

): (2.12)

Im folgenden werden wir zun

�

achst die Fourierentwicklungen der Reihen �

0

m

(z

1

; z

2

; s)

und H

A

s

(z

1

; z

2

) berechnen und die meromorphe Fortsetzbarkeit von (2.12) nachweisen. Da-

mit k

�

onnen wir dann die regularisierte Poincar�ereihe �

m

(z

1

; z

2

) einf

�

uhren und auch ihre

Fourierentwicklung bestimmen.
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2.2.1 Die Fourierentwicklung von �

0

m

(z

1

; z

2

; s)

F

�

ur eine negative ganze Zahl m setzen wir

S(m) = f(z

1

; z

2

) 2 H � H ; 9� 2 d

�1

mit N(�) = m=D und �y

1

+ �

0

y

2

= 0g: (2.13)

O�enbar zerf

�

allt H�H �S(m) in abz

�

ahlbar viele Zusammenhangskomponenten. (Vergleiche

dies mit den Weylkammern des Gitters O in der Terminologie von Borcherds [Bo2].)

F

�

ur die De�nition der

�

ublichen Besselfunktionen J

�

, I

�

, K

�

und der Legendrefunktion

Q

�

verweisen wir auf Anhang A und [AbSt, B1]. Sind r

1

und r

2

reelle Zahlen, so verwenden

wir die Abk

�

urzungen

�(r

1

; r

2

) := max(jr

1

j; jr

2

j);

�(r

1

; r

2

) := min(jr

1

j; jr

2

j):

Lemma 2.5. Es sei (z

1

; z

2

) 2 H � H �H(m). Dann konvergiert

�

0

m

(z

1

; z

2

; s) =

X

�2d

�1

N(�)=m=D

X

b2Z

'

s

�

4jmjy

1

y

2

=D

j�z

1

+ �

0

�z

2

+ bj

2

�

lokal gleichm

�

a�ig absolut f

�

ur � > 1=2. Weiterhin besitzt �

0

m

(z

1

; z

2

; s) auf H � H � S(m)

eine Fourierentwicklung der Form

�

0

m

(z

1

; z

2

; s) =

4�

(2s� 1)

X

�2d

�1

N(�)=m=D

�(�y

1

; �

0

y

2

)

1�s

�(�y

1

; �

0

y

2

)

s

+ 8�

X

�2d

�1

N(�)=m=D

X

n�1

j��

0

y

1

y

2

j

1=2

I

s�1=2

(2�n�(�y

1

; �

0

y

2

))

�K

s�1=2

(2�n�(�y

1

; �

0

y

2

))e(n�x

1

+ n�

0

x

2

): (2.14)

Beweis. Um die Konvergenzaussage zu erhalten, gen

�

ugt es zu zeigen, da�

X

�2d

�1

N(�)=m=D

X

b2Z

ji�� i�

0

+ bj

�2�

f

�

ur � > 1=2 konvergiert. (Dies

�

uberlegt man sich wie in Abschnitt 2.1.)

Es sei O

�

+

die Gruppe der Einheiten " 2 O mit " > 0 und N(") = 1. Nach dem

Dirichletschen Einheitensatz existiert ein "

0

> 1 in O

�

+

, so da� O

�

+

= f"

n

0

; n 2 Zg.

Da es bis auf Assoziierte nur endlich viele � 2 d

�1

mit vorgegebener Norm gibt, reicht

es wiederum zu zeigen, da� f

�

ur ein festes � 2 d

�1

mit N(�) = m=D die Summe

S =

X

n2Z

b2Z

ji�"

n

0

� i�

0

"

0n

0

+ bj

�2�
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konvergiert. Es gilt

S �

X

n2Z

b2Z

�

(�"

n

0

� �

0

"

0n

0

)

2

+ b

2

�

��

�

X

n2Z

j�"

n

0

� �

0

"

0n

0

j

1�2�

�

X

n2N

j�"

n

0

j

1�2s

+

X

n2N

j�

0

"

n

0

j

1�2�

: (2.15)

Dabei haben wir die Summe

�

uber b durch Vergleich mit dem uneigentlichen Integral

1

Z

0

dx

(x

2

+ d

2

)

s

=

p

��(s� 1=2)

2�(s)

d

1�2s

(d > 0)

abgesch

�

atzt. Die Konvergenz des letzten Ausdrucks (2.15) erh

�

alt man durch Vergleich mit

der geometrischen Reihe.

Man benutze nun die Identit

�

at (siehe (A.10))

'

s

(z) = z

s

�(s)

2

�(2s)

� F (s; s; 2s; z) = 2Q

s�1

�

2

z

� 1

�

;

um

�

0

m

(z

1

; z

2

; s) = 2

X

�2d

�1

N(�)=m=D

X

b2Z

Q

s�1

�

(�x

1

+ �

0

x

2

+ b)

2

+ �

2

y

2

1

+ �

02

y

2

2

2j��

0

jy

1

y

2

�

zu erhalten. F

�

ur � > � > 0, � > 1=2 und x 2 R betrachte man die Hilfsfunktion

h

�;�

(x) =

X

b2Z

Q

s�1

�

(x + b)

2

+ �

2

+ �

2

2��

�

:

Diese ist 1-periodisch und hat eine Fourierentwicklung der Form

h

�;�

(x) =

X

n2Z

a

�;�

(n)e(nx); wobei a

�;�

(n) =

1

Z

0

h

�;�

(x)e(�nx) dx:

Mit Poisson-Summation sieht man

a

�;�

(n) =

1

Z

�1

Q

s�1

�

x

2

+ �

2

+ �

2

2��

�

e(�nx) dx: (2.16)
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Sei zun

�

achst n 6= 0. Nach [B2] S. 49 (47) gilt f

�

ur y > 0:

1

Z

0

K

�

(�x)I

�

(�x) cos(xy) dx =

1

2

(��)

�1=2

Q

��1=2

�

y

2

+ �

2

+ �

2

2��

�

:

Mit Hilfe der Umkehrformel kann man das Fourierintegral (2.16) auswerten:

1

Z

0

Q

��1=2

�

x

2

+ �

2

+ �

2

2��

�

cos(xy) dx = �

p

��K

�

(�y)I

�

(�y);

a

�;�

(n) =

1

Z

�1

Q

s�1

�

x

2

+ �

2

+ �

2

2��

�

e(�nx) dx = 2�

p

��K

s�1=2

(2�jnj�)I

s�1=2

(2�jnj�):

(2.17)

Bei der Berechnung von a

�;�

(0) nutzt man aus, da� das Integral auf der rechten Seite

von (2.16) sogar gleichm

�

a�ig in n 2 R konvergiert und damit stetig von n abh

�

angt. Also

hat man

a

�;�

(0) = lim

n!0

(a

�;�

(n));

mit (A.3) und (A.4) ergibt sich

a

�;�

(0) =

2�

2s� 1

�

1�s

�

s

:

Die Fourierentwicklung von h

�;�

(x) lautet

h

�;�

(x) =

2�

2s� 1

�

1�s

�

s

+ 2�

p

��

X

n2Z�f0g

I

s�1=2

(2�jnj�)K

s�1=2

(2�jnj�)e(nx):

Wegen

�

0

m

(z

1

; z

2

; s) = 2

X

�2d

�1

N(�)=m=D

h

�(�y

1

;�

0

y

2

);�(�y

1

;�

0

y

2

)

(�x

1

+ �

0

x

2

)

folgt hiermit (2.14), wenn man noch zeigt, da� die Summe auf der rechten Seite von (2.14)

absolut konvergiert. Dies zeigen wir nur f

�

ur den ersten Term, den zweiten behandelt man

analog.

O�enbar gen

�

ugt es wieder f

�

ur jedes feste � 2 d

�1

mit � > 0 und N(�) = m=D nachzu-

weisen, da�

S(y

1

; y

2

) =

X

"2O

�

+

�(�"y

1

; �

0

"

0

y

2

)

1�s

�(�"y

1

; �

0

"

0

y

2

)

s
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absolut konvergiert. Es gilt

S(y

1

; y

2

) =

X

"2O

�

+

�"y

1

<��

0

"

0

y

2

(�"y

1

)

s

(��

0

"

0

y

2

)

1�s

�

X

"2O

�

+

�"y

1

>��

0

"

0

y

2

(�"y

1

)

1�s

(��

0

"

0

y

2

)

s

= (�y

1

)

s

(��

0

y

2

)

1�s

X

"2O

�

+

"

2

�

2

Dy

1

<jmjy

2

"

2s�1

� (�y

1

)

1�s

(��

0

y

2

)

s

X

"2O

�

+

"

2

�

2

Dy

1

>jmjy

2

"

1�2s

:

Die Behauptung folgt nun wieder aus O

�

+

= f"

n

0

; n 2 Zg durch Vergleich mit der geome-

trischen Reihe.

2.2.2 Die Fourierentwicklung von H

A

s

(z

1

; z

2

)

Lemma 2.6. Sei A > 0. Die durch (2.10) de�nierte Hilfsfunktion H

A

s

(z

1

; z

2

) konvergiert

f

�

ur � > 1=2 lokal gleichm

�

a�ig absolut und besitzt f

�

ur y

1

y

2

> A eine Fourierentwicklung der

Form

H

A

s

(z

1

; z

2

) =

X

�2d

�1

b

A

s

(�; y

1

; y

2

)e(�x

1

+ �

0

x

2

)

mit

b

A

s

(0; y

1

; y

2

) =

��(s� 1=2)

2

p

D �(2s)

(4A)

s

(y

1

y

2

)

1�s

;

b

A

s

(�; y

1

; y

2

) = 8�

r

Ay

1

y

2

D

I

2s�1

(4�

p

Aj��

0

j)K

s�1=2

(2�j�jy

1

)K

s�1=2

(2�j�

0

jy

2

); ��

0

> 0;

b

A

s

(�; y

1

; y

2

) = 8�

r

Ay

1

y

2

D

J

2s�1

(4�

p

Aj��

0

j)K

s�1=2

(2�j�jy

1

)K

s�1=2

(2�j�

0

jy

2

); ��

0

< 0:

Beweis. Die Konvergenzaussage pr

�

uft man leicht nach. Mit Poisson-Summation ist

b

A

s

(�; y

1

; y

2

) =

1

p

D

1

Z

x

2

=�1

1

Z

x

1

=�1

'

s

�

4Ay

1

y

2

jz

1

�z

2

+ Aj

2

�

e(��x

1

� �

0

x

2

) dx

1

dx

2

: (2.18)

Es gilt

jz

1

�z

2

+ Aj

2

= jz

2

j

2

 

�

x

1

+

Ax

2

jz

2

j

2

�

2

+

�

y

1

+

Ay

2

jz

2

j

2

�

2

!

;

damit erh

�

alt man nach Substitution x

1

7! x

1

� Ax

2

=jz

2

j

2

:

b

A

s

(�; y

1

; y

2

) =

1

p

D

1

Z

x

2

=�1

e(�Ax

2

=jz

2

j

2

)e(��

0

x

2

)

�

1

Z

x

1

=�1

'

s

�

4Ay

1

y

2

=jz

2

j

2

x

2

1

+ (y

1

+ Ay

2

=jz

2

j

2

)

2

�

e(��x

1

) dx

1

dx

2

:
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Mit der Identit

�

at

'

s

(z) = 2Q

s�1

�

2

z

� 1

�

(A.10) ergibt sich

b

A

s

(�; y

1

; y

2

) =

2

p

D

1

Z

x

2

=�1

e(�Ax

2

=jz

2

j

2

)e(��

0

x

2

)

�

1

Z

x

1

=�1

Q

s�1

�

x

2

1

+ y

2

1

+ (Ay

2

=jz

2

j

2

)

2

2Ay

1

y

2

=jz

2

j

2

�

e(��x

1

) dx

1

dx

2

:

Sei zun

�

achst � 6= 0. Aus der Voraussetzung y

1

y

2

> A folgt y

1

> Ay

2

=jz

2

j

2

. Somit k

�

onnen

wir wieder die f

�

ur � > � > 0 g

�

ultige Formel

1

Z

�1

Q

s�1

�

x

2

+ �

2

+ �

2

2��

�

e(�nx) dx = 2�

p

��K

s�1=2

(2�jnj�)I

s�1=2

(2�jnj�)

(siehe (2.17)) verwenden und das innere Integral auswerten. Damit erh

�

alt man

b

A

s

(�; y

1

; y

2

) = 4�

r

Ay

1

y

2

D

K

s�1=2

(2�j�jy

1

)

�

1

Z

x

2

=�1

e

�

x

2

�

��

0

+

�A

x

2

2

+ y

2

2

���

1

x

2

2

+ y

2

2

�

1=2

I

s�1=2

�

2�j�jAy

2

x

2

2

+ y

2

2

�

dx

2

:

Das letzte Integral I k

�

onnen wir nach Substitution u = �2��

0

x

2

, y

0

= 2�j�

0

jy

2

in der Form

I = (4�

2

j��

0

jAy

0

)

�1=2

1

Z

u=�1

exp

�

iu

�

1�

4�

2

��

0

A

u

2

+ y

02

��

�

�

4�

2

j��

0

jy

0

A

u

2

+ y

02

�

1=2

I

s�1=2

�

4�

2

j��

0

jAy

0

u

2

+ y

02

�

du

schreiben. Setzt man noch � = 4�

2

j��

0

jA und " = �

��

0

j��

0

j

, so �ndet man

I = (�y

0

)

�1=2

1

Z

�1

exp

�

iu

�

1 +

"�

u

2

+ y

02

���

�y

0

u

2

+ y

02

�

1=2

I

s�1=2

�

�y

0

u

2

+ y

02

�

du

= (�y

0

)

�1=2

I

0

(y

0

; �; ");
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wobei I

0

(y

0

; �; ") das letzte Integral bezeichnet. Niebur hat I

0

(y

0

; �; ") in [Ni] berechnet (in

der dortigen Terminologie ist I

0

(y

0

; �; ") = G

1

(y

0

; �)). Es gilt

I

0

(y

0

; �; ") = 2

p

�y

0

K

s�1=2

(y

0

) �

(

I

2s�1

(2

p

�); falls " < 0,

J

2s�1

(2

p

�); falls " > 0.

(Man beachte, da� in [Ni] der Faktor 2 fehlt. Weiter ist in der Formulierung von Theorem

1 [Ni] der Ausdruck K

s�1=2

(2�jnjy) durch K

s�1=2

(2�jmjy) und M

2s�1

(4�(mn)

1=2

c) durch

M

2s�1

(4�(mn)

1=2

=c) zu ersetzen.) Man erh

�

alt

I = 2K

s�1=2

(2�j�

0

jy

2

) �

(

I

2s�1

(4�

p

Aj��

0

j); falls ��

0

> 0,

J

2s�1

(4�

p

Aj��

0

j); falls ��

0

< 0.

Dies beweist die Behauptung im Falle � 6= 0.

Um b

A

s

(0; y

1

; y

2

) zu bestimmen, nutzen wir aus, da� das Integral auf der rechten Seite

von (2.18) stetig von � abh

�

angt. Daher gilt

b

A

s

(0; y

1

; y

2

) = lim

�!0

�

b

A

s

(�; y

1

; y

2

)

�

:

Mit (A.3) und (A.4) �ndet man

b

A

s

(0; y

1

; y

2

) = 8�

r

Ay

1

y

2

D

lim

�!0

 

�(s� 1=2)

2

4

(�j�jy

1

)

1=2�s

(�j�

0

jy

2

)

1=2�s

(2�

p

Aj��

0

j)

2s�1

�(2s)

!

=

��(s� 1=2)

2

p

D �(2s)

(4A)

s

(y

1

y

2

)

1�s

:

Man erh

�

alt auch hier die Behauptung.

2.2.3 Die meromorphe Fortsetzung von �

m

(z

1

; z

2

; s)

Eine wichtige Rolle f

�

ur die weiteren

�

Uberlegungen spielt das folgende Lemma von Zagier

([Za1] x4 Proposition), das wir hier ohne Beweis wiedergeben.

Lemma 2.7. Sei a 2 N, m 2 Z und � 2 d

�1

. Dann gilt

1

a

p

D

G

a

(m; �) =

X

rj�

rja

H

a=r

�

D��

0

r

2

; m

�

:

Dabei sind die endlichen Exponentialsummen G

a

(m; �) bzw. H

b

(m;n) durch (2.11) bzw.

(1.12) de�niert.

Korollar 2.8. Es existiert eine Konstante C > 0, so da�

jG

a

(m; �)j � Cd(a)

p

aj��

0

j

f

�

ur alle m 2 Z, � 2 d

�1

� f0g und a 2 N. Dabei bezeichnet d(a) die Anzahl der positiven

Teiler von a.



34 Kapitel 2. Poincar�ereihen zu Heegnerdivisoren

Beweis. Bekanntlich existiert eine Konstante C > 0 mit der Eigenschaft:

jH

D

1

c

(n;m)j < C

p

jnj=c

f

�

ur alle c 2 N , n 2 Z� f0g, und m 2 Z. (Siehe dazu zum Beispiel [Br] Lemma 3.2, man

beachte die unterschiedliche Normierung.) Hierbei kann C unabh

�

angig von c, n, m gew

�

ahlt

werden. Damit hat man eine analoge Absch

�

atzung auch f

�

ur die H

b

(n;m). Also gilt

jG

a

(m; �)j � a

p

D

X

rj�

rja

�

�

�

�

H

a=r

�

D��

0

r

2

; m

�

�

�

�

�

� Ca

p

D

X

rj�

rja

r

Dj��

0

j

r

2

r

a

� CD

p

aj��

0

j

X

rj�

rja

r

�1=2

� CD

p

aj��

0

jd(a)

f

�

ur alle a 2 N , m 2 Z und � 2 d

�1

� f0g.

Satz 2.9. Sei (z

1

; z

2

) 2 H � H �H(m). Dann besitzt �

m

(z

1

; z

2

; s) eine meromorphe Fort-

setzung auf fs 2 C ; � > 3=4g. Bis auf einen einfachen Pol bei s = 1 ist �

m

(z

1

; z

2

; s) in

diesem Gebiet sogar holomorph.

Beweis. Sei a

0

2 N beliebig. Man setze A = jmj=D. Wir zeigen, da� f

�

ur y

1

y

2

> A=a

2

0

die

Funktion

~

�

m

(z

1

; z

2

; s) = 2

X

a�a

0

�

a

m

(z

1

; z

2

; s) (2.19)

eine meromorphe Fortsetzung auf fs 2 C ; � > 3=4g besitzt, die holomorph in fs 2 C ; � >

3=4; s 6= 1g ist und bei s = 1 einen einfachen Pol hat. Die Behauptung folgt dann aus

der Darstellung (2.8), wenn man ber

�

ucksichtigt, da� die �

a

m

(z

1

; z

2

; s) (a 2 N

0

) holomorphe

Funktionen in s f

�

ur � > 1=2 sind.

Die Fortsetzbarkeit von

~

�

m

(z

1

; z

2

; s) wollen wir mit Hilfe der Fourierentwicklung

~

�

m

(z

1

; z

2

; s) = 2

X

�2d

�1

"

X

a�a

0

G

a

(m; �)b

A=a

2

s

(�; y

1

; y

2

)

#

e(�x

1

+ �

0

x

2

)

von (2.19) beweisen. Dazu gen

�

ugt es zu zeigen:

i) Die Summe

X

�2d

�1

� 6=0

"

X

a�a

0

G

a

(m; �)b

A=a

2

s

(�; y

1

; y

2

)

#

e(�x

1

+ �

0

x

2

)
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konvergiert lokal gleichm

�

a�ig absolut f

�

ur � > 3=4. Dabei sind die b

A=a

2

s

(�; y

1

; y

2

) durch

Lemma 2.6 gegeben.

ii) Die Funktion

X

a�a

0

G

a

(m; 0)b

A=a

2

s

(0; y

1

; y

2

)

besitzt eine meromorphe Fortsetzung auf fs 2 C ; � > 3=4g. Bis auf einen einfachen

Pol bei s = 1 ist sie sogar holomorph.

Zu i). Sei y

1

y

2

> A=a

2

0

und K � fs 2 C ; � > 3=4g eine kompakte Teilmenge. Wir

zeigen lediglich, da�

S

1

=

X

�2d

�1

��

0

>0

"

X

a�a

0

G

a

(m; �)b

A=a

2

s

(�; y

1

; y

2

)

#

e(�x

1

+ �

0

x

2

)

gleichm

�

a�ig absolut auf K konvergiert, die Summe

�

uber � 2 d

�1

mit ��

0

< 0 behandelt

man analog.

Man w

�

ahle ein " > 0 mit y

1

y

2

(1 � 2")

2

> A=a

2

0

und 1=2 > ". Dann gilt f

�

ur alle

� 2 d

�1

� f0g die Ungleichung

2

a

0

p

Aj��

0

j � (1� ")j�y

1

j � (1� ")j�

0

y

2

j < �"j�y

1

j � "j�

0

y

2

j: (2.20)

Aus (A.4) und (A.6) folgert man, da� es eine Konstante C > 0 gibt, so da�

jK

s�1=2

(t)j < Ct

1=2��

e

�(1�")t

f

�

ur alle t 2 R

>0

und s 2 K. Nach Lemma 2.6 gilt somit

jS

1

j �

K

X

�2d

�1

��

0

>0

X

a�a

0

1

a

�

�

�

�

G

a

(m; �)I

2s�1

�

4�

a

p

Aj��

0

j

�

K

s�1=2

(2�j�jy

1

)K

s�1=2

(2�j�

0

jy

2

)

�

�

�

�

�

K;"

X

�2d

�1

�;�

0

>0

X

a�a

0

1

a

�

�

�

�

G

a

(m; �)I

2s�1

�

4�

a

p

A��

0

�

�

�

�

�

(��

0

)

1=2��

e

�2�(1�")(�y

1

+�

0

y

2

)

:

Mit Korollar 2.8 ergibt sich

jS

1

j �

K;"

X

�2d

�1

�;�

0

>0

X

a�a

0

d(a)a

�1=2

�

�

�

�

I

2s�1

�

4�

a

p

A��

0

�

�

�

�

�

(��

0

)

1��

e

�2�(1�")(�y

1

+�

0

y

2

)

:
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Wir verwenden nun (A.3) sowie (A.5) und erhalten

jS

1

j �

K;"

X

�2d

�1

�;�

0

>0

p

��

0

X

a=a

0

d(a)(��

0

)

3=4��

exp

�

4�

a

p

A��

0

�

e

�2�(1�")(�y

1

+�

0

y

2

)

+

X

�2d

�1

�;�

0

>0

X

a�

p

��

0

d(a)a

1=2�2�

(��

0

)

1=2

e

�2�(1�")(�y

1

+�

0

y

2

)

�

K;"

X

�2d

�1

�;�

0

>0

(��

0

)

7=4��

exp

�

4�

a

0

p

A��

0

� 2�(1� ")(�y

1

+ �

0

y

2

)

�

+

X

�2d

�1

�;�

0

>0

�(2� � "

0

� 1=2)(��

0

)

1=2

e

�2�(1�")(�y

1

+�

0

y

2

)

:

Dabei haben wir die Asymptotik d(a) = O(a

"

0

) ("

0

> 0) benutzt. Die letzte Summe kon-

vergiert gleichm

�

a�ig auf K (wenn "

0

hinreichend klein gew

�

ahlt wird). Mit (2.20) �nden

wir

jS

1

j �

K;"

X

�2d

�1

�;�

0

>0

(��

0

)

7=4��

exp (�2�"�y

1

� 2�"�

0

y

2

) :

Auch diese Summe konvergiert gleichm

�

a�ig auf K.

Zu ii). Hier gen

�

ugt es o�enbar,

f(s) :=

X

a�1

G

a

(m; 0)b

A=a

2

s

(0; y

1

; y

2

)

zu betrachten. Nach Lemma 2.6 und Lemma 2.7 ist

f(s) =

��(s� 1=2)

2

p

D �(2s)

(4A)

s

(y

1

y

2

)

1�s

X

a�1

G

a

(m; 0)a

�2s

=

��(s� 1=2)

2

�(2s)

(4A)

s

(y

1

y

2

)

1�s

X

a�1

X

rja

a

1�2s

H

a=r

(0; m)

=

��(s� 1=2)

2

�(2s)

(4A)

s

(y

1

y

2

)

1�s

X

r�1

X

a�1

(ar)

1�2s

H

a

(0; m)

=

��(s� 1=2)

2

�(2s)

(4A)

s

(y

1

y

2

)

1�s

�(2s� 1)

X

a�1

a

1�2s

H

a

(0; m):

Die Behauptung folgt nun aus H

a

(0; m) = O(a

�1=2

) f

�

ur a!1 und den bekannten Eigen-

schaften der Riemannschen Zetafunktion �(s).
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De�nition 2.10. Sei D � C o�en und f eine meromorphe Funktion auf D. Ist a 2 D,

so bezeichnen wir den konstanten Term der Laurententwicklung von f an der Stelle a mit

C

s=a

[f(s)].

De�nition 2.11. Sei m eine negative ganze Zahl und (z

1

; z

2

) 2 H � H �H(m). Mit den

obigen Bezeichnungen de�nieren wir

�

m

(z

1

; z

2

) = C

s=1

[�

m

(z

1

; z

2

; s)] :

Nach Satz 2.9 ist �

m

(z

1

; z

2

) wohlde�niert. Weiterhin folgt aus der Konstruktion, da�

�

m

(z

1

; z

2

) invariant unter der Operation von �

K

ist.

2.2.4 Die Fourierentwicklung von �

m

(z

1

; z

2

)

De�nition 2.12. F

�

ur eine negative ganze Zahl m setzen wir

q

n

(m) = ��

nm

; n < 0; (2.21)

q

0

(m) = �

4�

2

jmj

D

X

b�1

H

b

(0; m)b

�1

; n = 0; (2.22)

q

n

(m) = �2�

p

jm=nj

X

b�1

H

b

(n;m)I

1

�

4�

bD

p

jnmj

�

; n > 0: (2.23)

Nach Satz 1.5 ist q

0

(m) genau der jmj-te Fourierkoe�zient der Eisensteinreihe E(z) 2

M

2

(D;�

D

). F

�

ur n > 0 ist q

n

(m) gerade der jmj-te Fourierkoe�zient der Poincar�ereihe vom

Gewicht zwei P

�n

(siehe (1.13)). Man kann die q

n

(m) (n 6= 0) auch als Fourierkoe�zienten

geeigneter nichtholomorpher Poincar�ereihen vom Gewicht Null au�assen. Doch darauf soll

hier nicht weiter eingegangen werden.

Man beachte, da� wegen H

b

(n;m) = H

b

(n;m) s

�

amtliche q

n

(m) reell sind.

Lemma 2.13. Es gibt ein � 2 C mit

C

s=1

"

2��(s� 1=2)

2

p

D �(2s)

(4jmj=D)

s

(y

1

y

2

)

1�s

X

a�1

G

a

(m; 0)a

�2s

#

= � + q

0

(m) log(y

1

y

2

): (2.24)

Beweis. Wie im Beweis von Satz 2.9 k

�

onnen wir

1

p

D

X

a�1

G

a

(m; 0)a

�2s

= �(2s� 1)

X

a�1

a

1�2s

H

a

(0; m)

schreiben. Damit ist die linke Seite von (2.24) gleich

C

s=1

"

2��(s� 1=2)

2

�(2s)

(4jmj=D)

s

(y

1

y

2

)

1�s

�(2s� 1)

X

a�1

a

1�2s

H

a

(0; m)

#

:
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Es gilt

C

s=1

"

2��(s� 1=2)

2

�(2s)

(4jmj=D)

s

X

a�1

a

1�2s

H

a

(0; m)

#

= �2q

0

(m):

Weiterhin hat man die folgenden Laurententwicklungen bei s = 1:

(y

1

y

2

)

1�s

= 1� log(y

1

y

2

)(s� 1) + : : : ;

�(2s� 1) =

1

2

(s� 1)

�1

� �

0

(1) + : : : :

Hieraus folgert man die Behauptung.

Lemma 2.14. F

�

ur (z

1

; z

2

) 2 H � H � S(m) mit y

1

y

2

> jmj=D hat man die Darstellung

�

m

(z

1

; z

2

) = � + q

0

(m) log(y

1

y

2

) + 2�

X

�2d

�1

N(�)=m=D

(j�y

1

� �

0

y

2

j � j�y

1

+ �

0

y

2

j)

+ 2

X

�2d

�1

N(�)=m=D

X

n�1

1

n

�

e

�2�nj�y

1

+�

0

y

2

j

� e

�2�nj�y

1

��

0

y

2

j

�

e(n�x

1

+ n�

0

x

2

)

+

4�

D

X

�2d

�1

�>0

�

0

>0

s

jmj

j��

0

j

X

a�1

1

a

G

a

(m; �)I

1

�

4�

aD

p

jmD��

0

j

�

(e(�z

1

+ �

0

z

2

) + e(���z

1

� �

0

�z

2

))

+

4�

D

X

�2d

�1

�>0

�

0

<0

s

jmj

j��

0

j

X

a�1

1

a

G

a

(m; �)J

1

�

4�

aD

p

jmD��

0

j

�

(e(�z

1

+ �

0

�z

2

) + e(���z

1

� �

0

z

2

)) :

Dabei hat � die gleiche Bedeutung wie in Lemma 2.13.

Beweis. Zur Abk

�

urzung setzen wir A = jmj=D. Nach De�nition und (2.8) gilt:

�

m

(z

1

; z

2

) = C

s=1

�

�

0

m

(z

1

; z

2

; s)

�

+ C

s=1

"

2

1

X

a=1

�

a

m

(z

1

; z

2

; s)

#

= �

0

m

(z

1

; z

2

; 1) + 2

X

�2d

�1

� 6=0

"

X

a�1

G

a

(m; �)b

A=a

2

1

(�; y

1

; y

2

)

#

e(�x

1

+ �

0

x

2

)

+ C

s=1

"

2

X

a�1

G

a

(m; 0)b

A=a

2

s

(0; y

1

; y

2

)

#

: (2.25)
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Den ersten Summanden �

0

m

(z

1

; z

2

; 1) haben wir in Lemma 2.5 berechnet. Setzt man s = 1

in der Fourierentwicklung (2.14), so erh

�

alt man mit (A.7) und (A.8)

�

0

m

(z

1

; z

2

; 1) = 4�

X

�2d

�1

N(�)=m=D

�(�y

1

; �

0

y

2

) + 2

X

�2d

�1

N(�)=m=D

X

n�1

1

n

�

�

e

�2�n(�(�y

1

;�

0

y

2

)��(�y

1

;�

0

y

2

))

� e

�2�n(�(�y

1

;�

0

y

2

)+�(�y

1

;�

0

y

2

))

�

e(n�x

1

+ n�

0

x

2

):

Benutzt man die f

�

ur r

1

; r

2

2 R, r

1

r

2

< 0 g

�

ultigen Beziehungen

�(r

1

; r

2

) + �(r

1

; r

2

) = jr

1

� r

2

j;

�(r

1

; r

2

)� �(r

1

; r

2

) = jr

1

+ r

2

j;

jr

1

� r

2

j � jr

1

+ r

2

j = 2�(r

1

; r

2

);

so �ndet man

�

0

m

(z

1

; z

2

; 1) = 2�

X

�2d

�1

N(�)=m=D

(j�y

1

� �

0

y

2

j � j�y

1

+ �

0

y

2

j)

+ 2

X

�2d

�1

N(�)=m=D

X

n�1

1

n

�

e

�2�nj�y

1

+�

0

y

2

j

� e

�2�nj�y

1

��

0

y

2

j

�

e(n�x

1

+ n�

0

x

2

):

Den zweiten Summanden in (2.25) k

�

onnen wir mit Lemma 2.6 und (A.8) in

�

ahnlicher Weise

auswerten. Weiterhin ergibt sich mit Lemma 2.6 und Lemma 2.13

C

s=1

"

2

X

a�1

G

a

(m; 0)b

A=a

2

s

(0; y

1

; y

2

)

#

= C

s=1

"

2��(s� 1=2)

2

p

D �(2s)

(4jmj=D)

s

(y

1

y

2

)

1�s

X

a�1

G

a

(m; 0)a

�2s

#

= � + q

0

(m) log(y

1

y

2

);

und damit folgt die Behauptung.

Satz 2.15. Auf f(z

1

; z

2

) 2 H � H � S(m); y

1

y

2

> jmj=Dg hat �

m

(z

1

; z

2

) die Fourierent-

wicklung

�

m

(z

1

; z

2

) = � + 2�

X

�2d

�1

N(�)=m=D

(j�y

1

� �

0

y

2
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1

+ �
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y

2

j)
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X

�2d
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D��

0

(m) log j1� e(�x

1

+ �

0

x

2

+ ij�y

1

+ �

0

y

2

j)j

+ q

0

(m) log(y

1

y

2

) + 4

X

�2d

�1

�>0

�

0

<0

p

jD��

0

j

(jmj) log j1� e(�z

1

+ �

0

�z

2

)j :
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Dabei hat � die gleiche Bedeutung wie in Lemma 2.13, und die p

r

(n) bezeichnen die Fou-

rierkoe�zienten von P

r

2 S

2

(D;�

D

) gem

�

a� Satz 1.7.

Beweis. Wir benutzen Lemma 2.7, um die Darstellung aus Lemma 2.14 umzuschreiben.

So ist zum Beispiel

T

1
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D
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+ �
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�
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�
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�
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1

n

e
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Damit gilt

T

1

+ T

2

= 4

X

�2d

�1

�>0

�

0

<0

p

jD��

0

j

(jmj) log j1� e(�z

1

+ �

0

�z

2

)j :

Mit einer analogen

�

Uberlegung f

�

ur die

�

ubrigen Terme erh

�

alt man die Behauptung.

2.3 Die Singularit

�

aten von �

m

(z

1

; z

2

)

Lemma 2.16. Sei K eine kompakte Teilmenge von H �H und m < 0. Dann ist die Menge

M

K;m

= f(a; b; �) 2 Z� Z� d

�1

; N(�)� ab = m=D;

az

1

z

2

+ �z

1

+ �

0

z

2

+ b = 0 f

�

ur ein (z

1

; z

2

) 2 Kg



2.3. Die Singularit

�

aten von �

m

(z

1

; z

2

) 41

und damit auch die Menge

M

+

K;m

= f(a; b; �) 2 M

K;m

; a > 0 oder (a = 0 und � > 0)g

endlich.

Beweis. Dies ist Lemma 2.2 mit C = 0.

Satz 2.17. Sei K � H � H kompakt und M

K;m

wie in Lemma 2.16 de�niert. Dann ist

�

m

(z

1

; z

2
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X

(a;b;�)2M

K;m

log jaz

1

z

2

+ �z

1

+ �

0

z

2

+ bj

2

eine reell analytische Funktion auf (H � H �H(m)) \K, die auf ganz K reell analytisch

fortgesetzt werden kann. Mit anderen Worten: �

m

(z

1

; z

2

) ist eine reell analytische Funktion

auf H � H �H(m) mit logarithmischer Singularit

�

at entlang von H(m).

Beweis. Zur Abk

�

urzung sei A = jmj=D. Man w

�

ahle ein festes a

0

2 N , so da� K in

f(z

1

; z

2

) 2 H � H ; y

1

y

2

> A=a

2

0

g enthalten ist. Nach De�nition und (2.8) gilt
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: (2.26)

Mit Hilfe der Fourierentwicklung zeigt man leicht (vgl. Lemma 2.14), da�
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2
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1

y
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2

0

g darstellt. Es gen

�

ugt

daher, die ersten beiden Summanden in (2.26) zu betrachten. Diese k

�

onnen wir wegen

'

1

(z) = � log(1� z) und (2.4) wie folgt schreiben:
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Die Summe

X

a;b2Z;jaj<a
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konvergiert gleichm

�

a�ig absolut auf K. Da

log

�
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1

z

2

+ �z

1

+ �

0

z

2

+ bj

2

jaz

1

�z

2

+ �z

1

+ �

0

�z
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+ bj
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�

harmonisch in z

1

und z

2

ist, mu� (2.28) stetig und harmonisch in z

1

und z

2

sein. Damit ist

sie insbesondere reell analytisch. Dies impliziert die Behauptung.

2.4 Eine auf H(m) verschwindende holomorphe

Funktion

Wir schreiben �

m

(z

1

; z

2

) als Summe zweier Funktionen �

m

und  

m

. Wir werden zeigen,

da� �

m

reell analytisch auf H � H ist, und da� � 

m

=4 der Logarithmus vom Betrag einer

auf H � H holomorphen Funktion ist, deren einzige Nullstellen auf H(m) liegen.

De�nition 2.18. Sei m eine negative ganze Zahl. Dann setzen wir

�
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2
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m
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)� �

m
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1
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2
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Lemma 2.19. Die Funktion �

m

(z

1

; z

2

) ist reell analytisch auf H � H .

Beweis. O�enbar gen

�

ugt es zu zeigen, da�
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�

lokal gleichm

�

a�ig auf H � H konvergiert. Aus der bekannten Absch

�

atzung f

�

ur die J

1

-

Besselfunktion

J

1

(t)� minft; t

�1=2

g (t 2 R

�0

)
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folgert man leicht, da� p

r

(jmj) = O(r) f

�

ur r !1. Damit k

�

onnen wir S(z

1

; z

2

) absch

�

atzen:
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:

Hieraus folgt die lokal gleichm

�

a�ige Konvergenz.

De�nition 2.20. Sei D � C

2

ein Gebiet und f : D ! R zweimal stetig di�erenzierbar.

Die Funktion f hei�t pluriharmonisch, falls

H

f
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1

; z

2

) =
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1
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)

auf D identisch verschwindet.

Lemma 2.21. Sei D � C

2

ein einfach zusammenh

�

angendes Gebiet und f : D ! R eine

reellwertige zweimal stetig di�erenzierbare Funktion. Dann sind

�

aquivalent:

i) f ist pluriharmonisch.

ii) Es gibt eine holomorphe Funktion h : D ! C mit f = <(h).

Beweis. Man argumentiert wie in [GR] Kapitel IX Abschnitt C.

Sei W eine fest gew

�

ahlte Zusammenhangskomponente von H � H � S(m). Ist � 2 d

�1

,

so schreiben wir (�;W ) > 0, falls �y

1

+ �

0
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2

> 0 f

�
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�
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�
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Auf W wollen wir die Fourierentwicklung von  

m

in einer geringf

�

ugig anderen Form

schreiben. Dazu seien �

W

, �

0

W

die eindeutig bestimmten reellen Zahlen, so da�
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De�nition 2.22. F
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Man beachte, da� die lokal gleichm

�

a�ig absolute Konvergenz des unendlichen Produktes

(2.30) auf dem angegebenen Gebiet aus der lokal gleichm

�

a�ig absoluten Konvergenz von

(2.29) folgt. Wir k

�

onnen 	

m

(z

1

; z

2

) auch in der Form

	

m

(z

1

; z

2

) = e(�

W

z

1

+ �

0

W

z

2

)

Y

�2d

�1

(�;W )>0

N(�)=m=D

(1� e(�z

1

+ �

0

z

2

))

Y

�2d

�1

�>0

�

0

>0

(1� e(�z

1

+ �

0

z

2

))

�q

D��

0

(m)

schreiben. O�enbar ist 	

m

(z

1

; z

2

) eine holomorphe Funktion auf f(z

1

; z

2

) 2 W ; y

1

y

2

>

jmj=Dg, und es gilt auf diesem Gebiet

log j	

m

(z

1

; z

2

)j = �

1

4

( 

m

(z

1

; z

2

)� �): (2.31)

Satz 2.23. Die Funktion 	

m

besitzt eine holomorphe Fortsetzung auf H � H und (2.31)

gilt auf H � H �H(m). Ist K � H � H kompakt, so ist

	

m

(z

1

; z

2

)

Y

(a;b;�)2M

+

K;m

(az

1

z

2

+ �z

1

+ �

0

z

2

+ b)

�1

(2.32)

(per holomorpher Fortsetzung) eine holomorphe Funktion auf K ohne Nullstellen.

Beweis. Sei U eine beschr

�

ankte o�ene Teilmenge von f(z

1

; z

2

) 2 W ; y

1

y

2

> jmj=Dg. Es

gen

�

ugt zu zeigen, da� 	

m

sich auf jeden Quader V der Form

V = (a

1

; b

1

)� i(a

2

; b

2

)� (a

3

; b

3

)� i(a

4

; b

4

) � H � H ; U � V;

mit kompaktem Abschlu�

�

V � H �H holomorph fortsetzen l

�

a�t, da� (2.31) auf V gilt und

(2.32) auf

�

V .

Nach Satz 2.17 und Lemma 2.19 k

�

onnen wir

 

m

+ 4

X

(a;b;�)2M

+

�

V ;m

log jaz

1

z

2

+ �z

1

+ �

0

z

2

+ bj (2.33)

als reell analytische Funktion auf V au�assen. Die Darstellung (2.29) von  

m

auf f(z

1

; z

2

) 2

W ; y

1

y

2

> jmj=Dg impliziert, da� (2.33) sogar eine pluriharmonische Funktion de�niert

(zun

�

achst auf U und dann per analytischer Fortsetzung auf ganz V ). Also gibt es nach

Lemma 2.21 eine holomorphe Funktion f : V ! C mit

 

m

+ 4

X

(a;b;�)2M

+

�

V ;m

log jaz

1

z

2

+ �z

1

+ �

0

z

2

+ bj = <(f(z

1

; z

2

)):
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Auf U gilt daher

�4 log j	

m

(z

1

; z

2

)j+ � + 4

X

(a;b;�)2M

+

�

V ;m

jaz

1

z

2

+ �z

1

+ �

0

z

2

+ bj = <(f(z

1

; z

2

));

<

0

B

@

Log	

m

(z

1

; z

2

)� �=4�

X

(a;b;�)2M

+

�

V ;m

Log(az

1

z

2

+ �z

1

+ �

0

z

2

+ b)

1

C

A

= �

1

4

<(f(z

1

; z

2

)):

Nach dem Satz von der Gebietstreue existiert eine Konstante C 2 R mit

Log(	

m

(z

1

; z

2

))� �=4�

X

(a;b;�)2M

+

�

V ;m

Log(az

1

z

2

+ �z

1

+ �

0

z

2

+ b) = �

1

4

f(z

1

; z

2

) + iC:

Indem wir f von vornherein geeignet w

�

ahlen, k

�

onnen wir ohne Einschr

�

ankung C = 0

annehmen. Es folgt

	

m

(z

1

; z

2

)

Y

(a;b;�)2M

+

�

V ;m

(az

1

z

2

+ �z

1

+ �

0

z

2

+ b)

�1

= e

�=4

e

�f(z

1

;z

2

)=4

:

Da e

�f(z

1

;z

2

)=4

eine nullstellenfreie holomorphe Funktion auf V ist, erh

�

alt man hieraus die

Behauptung.

Aus (2.31) folgt, da� 	

m

(z

1

; z

2

) bis auf Multiplikation mit einer komplexen Konstanten

vom Betrag 1 unabh

�

angig von der Wahl von W ist.

Lemma 2.24. Die Funktion e

��

m

(z

1

;z

2

)=4

ist reell analytisch und positiv. Weiterhin ist

j	

m

(z

1

; z

2

)je

��

m

(z

1

;z

2

)=4

invariant unter �

K

.

Beweis. Da �

m

(z

1

; z

2

) reellwertig ist, folgt die erste Aussage aus Lemma 2.19.

Nach Satz 2.23 gilt j	

m

(z

1

; z

2

)j = e

�=4

e

� 

m

(z

1

;z

2

)=4

. Folglich ist

j	

m

(z

1

; z

2

)je

��

m

(z

1

;z

2

)=4

= e

�=4

e

��

m

(z

1

;z

2

)=4

;

und e

��

m

(z

1

;z

2

)=4

ist nach Konstruktion invariant unter �

K

.

2.5 Beziehungen zur Theorie von Borcherds

Unsere bisherigen Ergebnisse beinhalten insbesondere einen neuen Beweis von [Bo2] Theo-

rem 13.3 f

�

ur den Spezialfall der Hilbertschen Modulgruppe (allerdings erhalten wir es in

einer etwas anderen Form). Darauf wollen wir in diesem Abschnitt eingehen.
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De�nition 2.25. Sei � � �

K

eine Untergruppe von endlichem Index, � ein Charakter

von � und k 2 R. Eine meromorphe Funktion f auf H � H hei�t automorphe Form vom

Gewicht k und Charakter � bez

�

uglich �, falls f das Transformationsverhalten

f(z

1

; 

0

z

2

) = �()(cz

1

+ d)

k

(c

0

z

2

+ d

0

)

k

f(z

1

; z

2

) ( 2 �)

besitzt.

Lemma 2.26. (vgl. [Bo2] Lemma 13.1.) Sei 	 eine meromorphe Funktion auf H �H und

k 2 R. Die Funktion j	(z

1

; z

2

)j(y

1

y

2

)

k

sei invariant unter �

K

. Dann existiert ein Charakter

� von �

K

, so da� 	 eine automorphe Form vom Gewicht 2k und Charakter � ist.

Beweis. Sei  2 �

K

. Nach Voraussetzung ist

j	(z

1

; 

0

z

2

)j(=(z

1

)=(

0

z

2

))

k

= j	(z

1

; z

2

)j(y

1

y

2

)

k

;

�

�

�

�

	(z

1

; 

0

z

2

)

	(z

1

; z

2

)

�

�

�

�

j(cz

1

+ d)

�2k

(c

0

z

2

+ d

0

)

�2k

j = 1:

Nach dem Maximumprinzip gibt es eine Konstante �() vom Betrag 1 mit

	(z

1

; 

0

z

2

)

	(z

1

; z

2

)

(cz

1

+ d)

�2k

(c

0

z

2

+ d

0

)

�2k

= �():

Man pr

�

uft leicht nach, da� � multiplikativ ist und damit ein Charakter von �

K

.

Lemma 2.27. Der Raum S

2

(D;�

D

) besitzt eine Basis f

1

; : : : ; f

d

von Modulformen f

j

(z) =

P

n�1

a

n

(f

j

)e(nz) mit ganzen rationalen Fourierkoe�zienten a

n

(f

j

).

Beweis. Dies f

�

uhrt man auf [DI] Corollary 12.3.8 und Proposition 12.3.11 zur

�

uck.

Satz 2.28. Sei f

1

; : : : ; f

d

eine Basis von S

2

(D;�

D

) mit ganzen rationalen Fourierkoef-

�zienten und f

j

(z) =

P

n�1

a

n

(f

j

)e(nz) f

�

ur j = 1; : : : ; d. Weiterhin seien N 2 N und

c

1

; : : : ; c

N

2 Z, so da� f

�

ur alle j = 1; : : : ; d die Beziehung

c

1

a

1

(f

j

) + : : :+ c

N

a

N

(f

j

) = 0

besteht. Dann ist

	(z

1

; z

2

) =

N

Y

j=1

	

�j

(z

1

; z

2

)

c

j

eine meromorphe Funktion auf H � H mit folgenden Eigenschaften:

i) 	 ist eine automorphe Form vom Gewicht �

1

2

P

N

j=1

c

j

q

0

(�j) mit einem gewissen

Charakter � (bez

�

uglich �

K

). Dabei ist q

0

(�j) der j-te Fourierkoe�zient der Eisen-

steinreihe E(z) 2M

2

(D;�

D

) (siehe Satz 1.5).
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ii) F

�

ur jede kompakte Teilmenge K � H � H ist

	(z

1

; z

2

)

Y

j=1;:::;N

(a;b;�)2M

+

K;�j

(az

1

z

2

+ �z

1

+ �

0

z

2

+ b)

�c

j

eine nullstellenfreie holomorphe Funktion auf K.

iii) Sei W eine Zusammenhangskomponente von H � H �

S

N

j=1

S(�j). Dann existieren

reelle Zahlen �

W

, �

0

W

und eine Konstante C vom Betrag 1, so da� 	 auf f(z

1

; z

2

) 2

W ; y

1

y

2

> N=Dg eine Produktentwicklung der Form

	(z

1

; z

2

) = Ce(�

W

z

1

+ �

0

W

z

2

)

N

Y

j=1

Y

�2d

�1

(�;W )>0

(1� e(�z

1

+ �

0

z

2

))

�q

D��

0

(�j)

besitzt. Dabei ist q

n

(�j) f

�

ur n > 0 der j-te Fourierkoe�zient der Poincar�ereihe P

�n

vom Gewicht zwei (siehe (1.13)), und f

�

ur n < 0 gilt q

n

(�j) = ��

�jn

.

Beweis. Zu (i). Aus der Voraussetzung folgt insbesondere

c

1

p

r

(1) + : : :+ c

N

p

r

(N) = 0

f

�

ur alle nat

�

urlichen Zahlen r. Daher gilt

�(z

1

; z

2

) :=

N

X

j=1

c

j

�

�j

(z

1

; z

2

) = log(y

1

y

2

)

N

X

j=1

c

j

q

0

(�j):

Nach Lemma 2.24 ist

j	(z

1

; z

2

)je

��(z

1

;z

2

)=4

= j	(z

1

; z

2

)j(y

1

y

2

)

�

1

4

P

N

j=1

c

j

q

0

(�j)

invariant unter �

K

. Daher folgt aus Lemma 2.26, da� 	(z

1

; z

2

) eine automorphe Form vom

Gewicht

�

1

2

N

X

j=1

c

j

q

0

(�j)

ist. Aussage (ii) folgt unmittelbar aus Satz 2.23, und (iii) ergibt sich aus der De�nition der

	

m

.

Bemerkung. Besonders einfach ist die Situation in Satz 2.28, wenn S

2

(D;�

D

) = f0g ist.

Dann sind bereits die 	

m

automorphe Formen vom Gewicht �q

0

(m)=2.
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Die q

0

(m) kann man (etwa mit Lemma 3 in [Za1] x4) explizit auswerten. Ist zum

Beispiel D = p eine Primzahl mit p � 1 (mod 4) und auch jmj eine Primzahl, so erh

�

alt

man q

0

(m) = 0, falls

�

m

p

�

= �1, und

q

0

(m) = 4

jmj+ 1

L(�1; �

p

)

;

falls

�

m

p

�

= +1.

Die Dimension von S

2

(D;�

D

) kann mit der Formel aus [CO] berechnet werden. Ist p

eine Primzahl mit p � 1 (mod 4), so gilt die einfache Beziehung (vgl. [He])

dim(S

2

(p; �

p

)) = 2

�

p� 5

24

�

;

dabei bezeichnet [x] die gr

�

o�te ganze Zahl � x.



Kapitel 3

Chernklassen von Heegnerdivisoren

Sei X ein normaler irreduzibler komplexer Raum. Unter einem Divisor D auf X versteht

man eine formale Linearkombination

D =

X

n

Y

Y; n

Y

2 Z;

irreduzibler abgeschlossener analytischer Teilmengen Y der Kodimension 1, so da� der

Tr

�

ager

supp(D) =

[

n

Y

6=0

Y

ein abgeschlossener analytischer Teilraum der Kodimension 1 ist. Zu jedem Kompaktum

K � X gibt es dann nur endlich viele Y mit Y \ K 6= ; und n

Y

6= 0. Die Menge D(X)

aller Divisoren auf X ist in nat

�

urlicher Weise eine abelsche Gruppe.

Jeder von Null verschiedenen meromorphen Funktion f auf X ist in bekannter Weise

ein Hauptdivisor (f) zugeordnet, welcher sich aus den Polen und Nullstellen von X zusam-

mensetzt. Die Menge der Hauptdivisoren H(X) ist o�enbar eine Untergruppe von D(X).

Die Divisorklassengruppe Cl(X) ist als die Faktorgruppe

Cl(X) = D(X)=H(X)

de�niert.

Ist � eine Gruppe biholomorpher Transformationen von X, welche eigentlich diskon-

tinuierlich operiert, so kann man das Urbild �

�

(D) eines Divisors D auf X=� bez

�

uglich

der kanonischen Projektion � : X ! X=� betrachten. F

�

ur eine irreduzible Komponente

Y des Urbildes von supp(D) ist dabei die Multiplizit

�

at von Y bez

�

uglich �

�

(D) genau die

Multiplizit

�

at von �(Y ) bez

�

uglich D. Dann ist �

�

(D) ein �-invarianter Divisor auf X. Nicht

jeder �-invariante Divisor auf X mu� von einem Divisor auf X=� kommen.

Sei nun speziellX = H�H und � die Hilbertsche Modulgruppe eines reell-quadratischen

Zahlk

�

orpers oder eine Untergruppe von endlichem Index. Dann kann man f

�

ur jede negative

ganze Zahlm den Heegnerdivisor Y (m) der Diskriminantem auf X=� de�nieren. Dieser ist

dadurch charakterisiert, da� der Tr

�

ager von �

�

(Y (m)) gleich H(m) ist (dabei bezeichnet

49
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H(m) die in (2.1) de�nierte Punktmenge), und alle Multiplizit

�

aten von Y (m) gleich 1

sind

1

. Der Divisor Y (m) ist bekanntlich algebraisch, sein Tr

�

ager besitzt insbesondere nur

endlich viele irreduzible Komponenten.

F

�

ur unsere Zwecke ist es n

�

utzlich, folgende modi�zierte Divisorklassengruppe

e

Cl(X=�)

einzuf

�

uhren: Jeder automorphen Form f bez

�

uglich � mit Charakter � (im Sinne von De-

�nition 2.25) ist ein �-invarianter Divisor in D(X) zugeordnet. Dieser ist bekanntlich das

Urbild eines (algebraischen) Divisors (f) aus D(X=�). Die Untergruppe aller solcher Divi-

soren bezeichnen wir mit

~

H(X=�), o�enbar gilt

H(X=�) �

~

H(X=�) � D(X=�):

Wir de�nieren nun

e

Cl(X=�) = D(X=�)=

~

H(X=�):

Die Bilder der Heegnerdivisoren Y (m) unter der kanonischen Projektion Cl(X=�) !

e

Cl(X=�) bezeichnen wir mit

~

Y (m).

3.1 Ein Lift in die Divisorklassengruppe

Wir verwenden die gleichen Bezeichnungen wie im vorherigen Kapitel. Insbesondere sei

wieder D > 0 eine Fundamentaldiskriminante mit D � 1 (mod 4), �

K

die Hilbertsche

Modulgruppe des quadratischen Zahlk

�

orpers K = Q(

p

D) und X

K

= (H � H )=�

K

.

Es sei S(D;�

D

) der Z-Modul aller Spitzenformen aus S

2

(D;�

D

), in deren q-Entwicklung

alle Koe�zienten ganz sind. Bezeichnet d die Dimension von S

2

(D;�

D

), so folgt aus Lemma

2.27

S(D;�

D

)

�

=

Z

d

und S(D;�

D

)


Z

C = S

2

(D;�

D

):

Weiterhin sei S

�

(D;�

D

) der zu S(D;�

D

) duale Z-Modul, also der Modul aller Z-linearen

Abbildungen S(D;�

D

)! Z. Dann ist S

�

(D;�

D

)


Z

C gleich dem C -Dualraum S

�

2

(D;�

D

)

von S

2

(D;�

D

).

Spezielle Elemente von S

�

(D;�

D

) sind die Funktionale

a

r

: S(D;�

D

)! Z; f =

X

n�1

a

n

e(nz) 7! a

r

(f) = a

r

(3.1)

f

�

ur alle r 2 N. Nach (1.16) kann man die a

r

mit dem Petersson-Skalarprodukt auch durch

f 7! a

r

(f) = 4�rhf;G

D

r

i beschreiben.

Den von den a

r

erzeugten Untermodul in S

�

(D;�

D

) bezeichnen wir mit A(D;�

D

). Da

die Poincar�ereihen G

D

r

den Raum S

2

(D;�

D

) erzeugen, gilt

A(D;�

D

)

�

=

Z

d

und A(D;�

D

)


Z

C = S

�

2

(D;�

D

):

Man kann nun Satz 2.28 verwenden, um eine Liftung von A(D;�

D

) nach

e

Cl(X

K

) zu kon-

struieren.

1

Falls H(m) = ;, so ist Y (m) = 0 in D(X=�).
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Satz 3.1. Durch die Zuordnung a

r

7!

~

Y (�r) (r 2 N) wird ein Homomorphismus

� : A(D;�

D

) �!

e

Cl(X

K

) (3.2)

de�niert.

Beweis. Wir haben zu zeigen, da� � wohlde�niert ist. Dazu seien N 2 N und c

1

; : : : ; c

N

2 Z

mit

c

1

a

1

+ : : :+ c

N

a

N

= 0 in A(D;�

D

):

Dann sind mit diesen c

j

die Voraussetzungen von Satz 2.28 erf

�

ullt. Folglich ist

	(z

1

; z

2

) =

N

Y

j=1

	

�j

(z

1

; z

2

)

c

j

eine automorphe Form auf H � H mit

(	(z

1

; z

2

)) =

N

X

j=1

c

j

�

�

(Y (�j));

und somit ist �(c

1

a

1

+ : : :+ c

N

a

N

) = 0 in

e

Cl(X

K

).

3.2 Die Chernklasse von Y (m)

Sei wieder X = H � H und � die Hilbertsche Modulgruppe eines reell-quadratischen

Zahlk

�

orpers oder eine Untergruppe von endlichem Index.

Jedem Divisor D auf X=� ist eine Garbe L(D) zugeordnet. Die Schnitte von L(D)

�

uber

einem o�enen Teil U � X=� sind meromorphe Funktionen f mit (f) � �D auf U .

Wir nehmen nun vor

�

ubergehend an, da� � �xpunktfrei auf X operiert. Dann ist X=�

eine analytische Mannigfaltigkeit und jeder Divisor D auf X=� ein Cartierdivisor, d.h. die

Garbe L(D) ist ein Geradenb

�

undel. Damit ist L(D) eine Chernsche Klasse

c(D) = c(L(D)) 2 H

2

(X=�; C )

zugeordnet, an deren Konstruktion wir erinnern. Man ben

�

otigt eine Hermitesche Metrik des

B

�

undels L(D). Eine solche �ndet man im vorliegenden Fall wie folgt. Man w

�

ahlt zun

�

achst

eine Trivialisierung des Urbilds L(�

�

(D)) der Garbe L(D). Dies ist eine meromorphe Funk-

tion f auf X, welche genau auf �

�

(D) pa�t, d.h. (f) = �

�

(D). Dann ist

J(; z) =

f((z))

f(z)

;  2 �;
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ein sogenannter Automorphiefaktor, also ein 1-Kozykel von � im Ring der holomorphen

invertierbaren Funktionen auf X. Eine B

�

undelmetrik erh

�

alt man durch die Wahl einer

positiven C

1

-Funktion h : X ! R mit

h(z) = jJ(; z)jh(z) f

�

ur alle  2 �.

Die Di�erentialform

! = @

�

@ log(h)

ist �-invariant und geschlossen. Sie liefert (via de Rham Kohomologie) eine Kohomologie-

klasse in H

2

(X=�; C ).

Soweit die Konstruktion, wenn � �xpunktfrei operiert. Allgemein w

�

ahlt man einen

Normalteiler �

0

� � von endlichem Index und erh

�

alt mit der angegebenen Konstruktion

ein Element aus H

2

(X=�

0

; C ). Dieses ist invariant unter �=�

0

und de�niert somit ein

Element von H

2

(X=�; C )

�

uber den Isomorphismus

H

2

(X=�; C )

�

=

H

2

(X=�

0

; C )

�=�

0

:

(Diese Isomorphie folgt aus der Tatsache, da� die Kohomologie der endlichen Gruppe �=�

0

auf Vektorr

�

aumen der Charakteristik 0 stets verschwindet.)

Die Konstruktion der Chernschen Klasse ergibt einen Homomorphismus

c : Cl(X

K

) �! H

2

(X

K

; C ):

Es ist unser Ziel, die Bilder der Heegnerdivisoren Y (m) 2 Cl(X

K

) unter c zu berechnen.

Wir erinnern kurz an die Theorie Harders [Ha]

�

uber den Aufbau der Kohomologiegruppe

H

2

(X

K

; C ). Eine detaillierte Darstellung �ndet sich auch in [Fr]. Man hat eine Zerlegung

H

2

(X

K

; C ) = H

2

Eis

(X

K

; C ) �H

2;0

squ

(X

K

; C ) �H

1;1

squ

(X

K

; C ) �H

0;2

squ

(X

K

; C ):

Die Klassen der Eisensteinkohomologie H

2

Eis

(X

K

; C ) sind durch Eisensteinreihen gegeben,

und H

p;q

squ

(X

K

; C ) besteht aus allen Kohomologieklassen, die durch eine quadratintegrier-

bare Di�erentialform vom Typ (p; q) repr

�

asentiert werden k

�

onnen.

Der Raum H

1;1

squ

(X

K

; C ) spaltet auf in

H

1;1

squ

(X

K

; C ) = H

1;1

univ

(X

K

; C ) �H

1;1

cusp

(X

K

; C ):

Dabei ist

H

1;1

univ

(X

K

; C ) = C

dz

1

^ d�z

1

y

2

1

� C

dz

2

^ d�z

2

y

2

2

durch die universellen Klassen gegeben, und die cuspidale KohomologieH

1;1

cusp

(X

K

; C ) kann

in der folgenden Weise durch Spitzenformen beschrieben werden:
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F

�

ur (

a b

c d

) 2 Sl

2

(R) setze man

�

a b

c d

�

�

=

�

a �b

�c d

�

=

�

1 0

0 �1

��

a b

c d

��

1 0

0 �1

�

und bezeichne mit S

2

(�

1

K

) den Raum der holomorphen Spitzenformen vom Gewicht 2

bez

�

uglich der Untergruppe

�

1

K

= f(M

0

;M

�

); M 2 �

K

g � Sl

2

(R) � Sl

2

(R):

Man hat eine injektive Abbildung

� : S

2

(�

1

K

)� S

2

(�

1

K

) �! H

1;1

squ

(X

K

; C );

(g

1

(z

1

; z

2

); g

2

(z

1

; z

2

)) 7! g

1

(z

1

;��z

2

)dz

1

^ d�z

2

+ g

2

(z

2

;��z

1

)dz

2

^ d�z

1

;

und H

1;1

cusp

(X

K

; C ) ist gerade das Bild von �.

In H

1;1

cusp

(X

K

; C ) betrachten wir den Teilraum

H

1;1

sym

(X

K

; C ) = ff

1

(z

1

; z

2

)dz

1

^ d�z

2

+ f

2

(z

1

; z

2

)dz

2

^ d�z

1

; f

1

(��z

2

;��z

1

) = f

2

(z

1

; z

2

)g:

O�enbar ist H

1;1

sym

(X

K

; C ) genau das Bild der injektiven Abbildung

� : S

2

(�

1

K

) �! H

1;1

cusp

(X

K

; C ); (3.3)

g(z

1

; z

2

) 7! g(z

1

;��z

2

)dz

1

^ d�z

2

+ g(z

2

;��z

1

)dz

2

^ d�z

1

:

Es wird sich herausstellen, da� die Chernklassen der Heegnerdivisoren Y (m) in

H

1;1

univ

(X

K

; C ) �H

1;1

sym

(X

K

; C )

liegen.

Sei m eine negative ganze Zahl. Zagier folgend (siehe [Za1] Appendix 1, [Za2] x6) de�-

nieren wir f

�

ur s = � + it 2 C mit � > 0 eine Funktion !

m;s

: H � H ! C durch

!

m;s

(z

1

; z

2

) =

X

a;b2Z

�2d

�1

N(�)�ab=m=D

1

(�az

1

z

2

+ �z

1

� �

0

z

2

+ b)

2

(y

1

y

2

)

s

j � az

1

z

2

+ �z

1

� �

0

z

2

+ bj

2s

: (3.4)

Diese Reihe konvergiert lokal gleichm

�

a�ig absolut f

�

ur � > 0. Daher hat !

m;s

das Trans-

formationsverhalten einer Modulform vom Gewicht 2 bez

�

uglich �

1

K

. Wie in [Za1] l

�

a�t sich

zeigen, da� !

m;s

eine holomorphe Fortsetzung in s auf fs 2 C ; � > �1=4g besitzt, und

da�

!

m

(z

1

; z

2

) := !

m;0

(z

1

; z

2

) (3.5)
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in S

2

(�

1

K

) liegt. Die Fourierentwicklung von !

m

(z

1

; z

2

) hat die Form

!

m

(z

1

; z

2

) = 8�

2

X

�2d

�1

�>0

�

0

<0

(

�

X

r2N

rj�

p

D

N(�=r)=m=D

r

+ 2�

r

��

0

m

X

a�1

1

a

G

a

(m; �)J

1

 

4�

a

r

m��

0

D

!)

e(�z

1

� �

0

z

2

): (3.6)

Satz 3.2. Es sei m eine negative ganze Zahl. Die Chernsche Klasse des Heegnerdivisors

Y (m) ist gegeben durch

c(Y (m)) = �

q

0

(m)

16

�

dz

1

^ d�z

1

y

2

1

+

dz

2

^ d�z

2

y

2

2

�

�

m

4D

�(!

m

(z

1

; z

2

)):

Dabei bezeichnet q

0

(m) den jmj-ten Fourierkoe�zienten der Eisensteinreihe E(z) und �

die in (3.3) de�nierte Abbildung.

Beweis. Nach Satz 2.23 ist 	

m

(z

1

; z

2

) eine Trivialisierung der Garbe L(�

�

Y (m)). Somit

folgt aus Lemma 2.24, da� e

�

m

(z

1

;z

2

)=4

eine Hermitesche Metrik auf L(Y (m)) darstellt. Also

gilt

c(Y (m)) =

1

4

@

�

@�

m

(z

1

; z

2

):

Wir schreiben die Fourierentwicklung von �

m

in der Form (vgl. Lemma 2.14 und Satz

2.15)

�

m

(z

1

; z

2

) = q

0

(m) log(y

1

y

2

)� 2

X

�2d

�1

�>0

N(�)=m=D

X

n�1

1

n

(e(n�z

1

+ n�

0

�z

2

) + e(�n��z

1

� n�

0

z

2

))

+

4�

D

X

�2d

�1

�>0

�

0

<0

s

jmj

j��

0

j

X

a�1

1

a

G

a

(m; �)J

1

�

4�

aD

p

jmD��

0

j

�

(e(�z

1

+ �

0

�z

2

) + e(���z

1

� �

0

z

2

))

und bestimmen c(Y (m)) explizit. Eine einfache Rechnung zeigt

@

@z

1

@

@�z

1

�

m

(z

1

; z

2

) =

@

@z

1

@

@�z

1

q

0

(m) log(y

1

y

2

) = �

q

0

(m)

4y

2

1

;

@

@z

2

@

@�z

2

�

m

(z

1

; z

2

) =

@

@z

2

@

@�z

2

q

0

(m) log(y

1

y

2

) = �

q

0

(m)

4y

2

2

:
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Weiterhin gilt

@

@z

1

@

@�z

2

�

m

(z

1

; z

2

) = �4�

2

X

�2d

�1

�>0

�

0

<0

(

� 2

X

r2N

rj�

p

D

N(�=r)=m=D

��

0

r

�

4�

D

p

jm��

0

j

X

a�1

1

a

G

a

(m; �)J

1

�

4�

a

p

jm��

0

j=D

�

)

e(�z

1

+ �

0

�z

2

)

= �

8�

2

m

D

X

�2d

�1

�>0

�

0

<0

(

�

X

r2N

rj�

p

D

N(�=r)=m=D

r

+ 2�

r

��

0

m

X

a�1

1

a

G

a

(m; �)J

1

�

4�

a

p

m��

0

=D

�

)

e(�z

1

+ �

0

�z

2

):

Analog �ndet man

@

@z

2

@

@�z

1

�

m

(z

1

; z

2

) = �

8�

2

m

D

X

�2d

�1

�>0

�

0

<0

(

�

X

r2N

rj�

p

D

N(�=r)=m=D

r

+ 2�

r

��

0

m

X

a�1

1

a

G

a

(m; �)J

1

�

4�

a

p

m��

0

=D

�

)

e(���z

1

� �

0

z

2

):

Durch Vergleich mit (3.6) ergibt sich die Behauptung.

Bemerkung. Die Aussage von Satz 3.2 wurde von Hirzebruch und Zagier vermutet ([HZ]

Conjecture 2, 2') und von Oda bewiesen [Od]. Oda's Beweis beruht in gro�em Ma�e auf

[HZ] und ist von unserem v

�

ollig verschieden.

Wir bezeichnen die von den Heegnerdivisoren Y (m) in Cl(X

K

) erzeugte Untergruppe

mit Cl

h

(X

K

) und analog die von den

~

Y (m) in

e

Cl(X

K

) erzeugte Untergruppe mit

e

Cl

h

(X

K

).

Die Komposition der Chernklassenabbildung (siehe Satz 3.2)

c : Cl

h

(X

K

) �! H

1;1

univ

(X

K

; C ) �H

1;1

sym

(X

K

; C )

mit der kanonischen Projektion

H

1;1

univ

(X

K

; C ) �H

1;1

sym

(X

K

; C ) �! H

1;1

sym

(X

K

; C )

induziert einen Homomorphismus

~c :

e

Cl

h

(X

K

) �! H

1;1

sym

(X

K

; C ); (3.7)
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so da� das Diagramm

Cl

h

(X

K

)

c

���! H

1;1

univ

(X

K

; C ) �H

1;1

sym

(X

K

; C )

?

?

y

?

?

y

e

Cl

h

(X

K

)

~c

���! H

1;1

sym

(X

K

; C )

kommutiert. Durch Komposition von �, ~c und �

�1

(siehe (3.2), (3.7), (3.3)) erhalten wir

einen Homomorphismus

| : A(D;�

D

) �! S

2

(�

1

K

); (3.8)

also ein kommutatives Diagramm

A(D;�

D

)

�

���!

e

Cl

h

(X

K

)

|

?

?

y

?

?

y

~c

S

2

(�

1

K

)

�

���! H

1;1

sym

(X

K

; C ):

Nach Satz 3.1 und Satz 3.2 ist | charakterisiert durch

|(a

r

) =

r

4D

!

�r

(z

1

; z

2

) (r 2 N): (3.9)

Nach Tensorieren mit C und Identi�kation S

2

(D;�

D

)! S

�

2

(D;�

D

), f 7! h�; fi erh

�

alt man

schlie�lich einen Homomorphismus

S

2

(D;�

D

) �! S

2

(�

1

K

) mit G

D

r

7!

1

16�D

!

�r

(z

1

; z

2

); (3.10)

so da� das Diagramm

S

2

(D;�

D

)

f 7!h�;fi

����! S

�

2

(D;�

D

)

�

���!

e

Cl

h

(X

K

)


Z

C

?

?

y

|

?

?

y

?

?

y

~c

S

2

(�

1

K

) S

2

(�

1

K

)

�

���! H

1;1

sym

(X

K

; C )

kommutiert.

3.3 Beziehungen zur Doi-Naganuma-Liftung

Die soeben durchgef

�

uhrte Konstruktion liefert insbesondere eine Liftung (3.10) elliptischer

Spitzenformen von Nebentypus

S

2

(D;�

D

) �! S

2

(�

1

K

):
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Die Doi-Naganuma-Liftung [DN, Na, Za1, As] ist eine wohlbekannte Abbildung vom

gleichen Typ. In der von Zagier betrachteten Form bildet sie den Raum S

2

(D;�

D

) nach

S

2

(�

K

) ab.

Falls der Ring der ganzen Zahlen O von K eine Einheit negativer Norm enth

�

alt, sind

S

2

(�

1

K

) und S

2

(�

K

) identisch. Im folgenden wollen wir zeigen, da� dann die in (3.10)

konstruierte Abbildung mit der Doi-Naganuma-Liftung [Za1]

�

ubereinstimmt.

Die Frage, wann O eine Einheit negativer Norm besitzt, wird von R�edei vollst

�

andig

in [Re] beantwortet. Zum Beispiel ist dies immer dann der Fall, wenn D � 1 (mod 4)

eine Primzahl ist. Es ist eine notwendige (aber nicht hinreichende) Bedingung, da� alle

Primteiler von D kongruent 1 modulo 4 sind.

Sicherlich l

�

a�t sich Zagiers Konstruktion so ver

�

andern, da� man eine

"

modi�zierte Doi-

Naganuma-Abbildung\ S

2

(D;�

D

)! S

2

(�

1

K

) erh

�

alt. Diese sollte dann allgemein mit unse-

rer Abbildung (3.10)

�

ubereinstimmen.

Wir geben zun

�

achst die f

�

ur uns relevanten Ergebnisse aus [Za1] an. Sei n eine positive

ganze Zahl. Man de�niert f

�

ur s = � + it 2 C mit � > 0 eine Funktion !

n;s

: H � H ! C

durch

!

n;s

(z

1

; z

2

) =

X

a;b2Z

�2d

�1

N(�)�ab=n=D

1

(az

1

z

2

+ �z

1

+ �

0

z

2

+ b)

2

(y

1

y

2

)

s

jaz

1

z

2

+ �z

1

+ �

0

z

2

+ bj

2s

: (3.11)

Diese Reihe konvergiert lokal gleichm

�

a�ig absolut f

�

ur � > 0. Daher hat !

n;s

das Transfor-

mationsverhalten einer Modulform vom Gewicht 2 bez

�

uglich �

K

. Durch Fourierentwicklung

l

�

a�t sich zeigen, da� !

n;s

eine holomorphe Fortsetzung in s auf fs 2 C ; � > �1=4g besitzt,

und da�

!

n

(z

1

; z

2

) := !

n;0

(z

1

; z

2

)

in S

2

(�

K

) liegt. Die Funktion


(z

1

; z

2

; �) =

X

n�1

n!

n

(z

1

; z

2

)e(n�) (3.12)

ist damit f

�

ur festes � eine Hilbertsche Spitzenform aus S

2

(�

K

). Nach [Za1] Theorem 3 ist

sie auch f

�

ur festes (z

1

; z

2

) eine elliptische Spitzenform in S

2

(D;�

D

).

Satz 3.3 (Zagier). i) Sei f 2 S

2

(D;�

D

). Ist D

1

2 N, D

1

D

2

= D, so schreibe man die

Fourierentwicklung von f in der Spitze D

1

von �

0

(D) in der Form (vgl. (1.15))

(f jA

�1

D

1

)(z) =

X

n�1

a

D

1

n

(f)e(nz=D

2

):

F

�

ur jedes ganze Ideal a von K setze man

c(a) =

X

rja

r

X

D

2

j(D;N(a)=r

2

)

 (D

2

)D

2

a

D

1

N(a)=r

2

D

2

(f);
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wobei  (D

2

) durch (1.8) de�niert ist. Dann ist

F (z

1

; z

2

) =

X

�2d

�1

��0

c((�)d)e(�z

1

+ �

0

z

2

)

eine Hilbertsche Spitzenform vom Gewicht 2 bez

�

uglich �

K

. Durch f 7! F wird also eine

lineare Abbildung

� : S

2

(D;�

D

) �! S

2

(�

K

) (3.13)

de�niert.

ii) Die Funktion 
(z

1

; z

2

; �) ist eine holomorphe Kernfunktion f

�

ur �: Es gilt

�(f)(z

1

; z

2

) = �

1

2�

hf(�);
(��z

1

;��z

2

; �)i

�

:

iii) Die Abbildung � stimmt mit der von Naganuma [Na] und Asai [As] konstruierten Ab-

bildung

�

uberein. Insbesondere bildet � Heckeeigenformen auf Heckeeigenformen ab.

Bemerkung. Um die erw

�

ahnte

"

modi�zierte Doi-Naganuma-Abbildung\ S

2

(D;�

D

) �!

S

2

(�

1

K

) zu erhalten, hat man als Kernfunktion vermutlich




�

(z

1

; z

2

; �) =

X

n�1

n!

�n

(z

1

; z

2

)e(n�)

(mit den in (3.5) de�nierten !

�n

) zu verwenden.

Lemma 3.4. Der Ring der ganzen Zahlen O von K enthalte eine Einheit "

0

> 0 > "

0

0

negativer Norm. Dann ist die Abbildung

S

2

(�

K

) �! S

2

(�

1

K

); f(z

1

; z

2

) 7! f("

0

z

1

;�"

0

0

z

2

)

ein Isomorphismus.

Beweis. Man schreibe

f("

0

z

1

;�"

0

0

z

2

) = f j

��

"

0

0

0 1

�

;

�

�"

0

0

0

0 1

��

(z

1

; z

2

)

mit der

�

ublichen slash-Operation und benutze f

�

ur

�

(

a b

c d

) ;

�

a

0

�b

0

�c

0

d

0

��

2 �

1

K

die Identit

�

at

��

"

0

0

0 1

�

;

�

�"

0

0

0

0 1

����

a b

c d

�

;

�

a

0

�b

0

�c

0

d

0

����

�"

0

0

0

0 1

�

;

�

"

0

0

0 1

��

=

��

a "

0

b

�"

0

0

c d

�

;

�

a

0

"

0

0

b

0

�"

0

c

0

d

0

��

2 �

K

:
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Wir kommen nun zum Hauptergebnis dieses Abschnitts.

Satz 3.5. Der Ring der ganzen Zahlen O von K = Q (

p

D) enthalte eine Einheit "

0

> 0 >

"

0

0

negativer Norm. Man identi�ziere S

2

(�

K

) mit S

2

(�

1

K

) durch

f(z

1

; z

2

) 7! �

�

2D

f("

0

z

1

;�"

0

0

z

2

)

und S

2

(D;�

D

) mit S

�

2

(D;�

D

) durch f 7! h�; fi. Es bezeichne � die in (3.2) konstruierte

Liftung, ~c die Chernklassenabbildung (3.7) und � die Doi-Naganuma-Liftung (3.13). Dann

kommutiert das folgende Diagramm:

S

2

(D;�

D

)

�

���! S

�

2

(D;�

D

)

�

���!

e

Cl

h

(X

K

)


Z

C

�

?

?

y

|

?

?

y

?

?

y

~c

S

2

(�

K

)

�

���! S

2

(�

1

K

)

�

���! H

1;1

sym

(X

K

; C ):

(3.14)

Beweis. Wir haben zu zeigen, da� der linke Teil des Diagramms kommutiert. Da die Poin-

car�ereihen G

D

r

den Raum S

2

(D;�

D

) erzeugen, gen

�

ugt es zu zeigen, da� f

�

ur alle r 2 N

|(h�; G

D

r

i)(z

1

; z

2

) = �

�

2D

�(G

D

r

)("

0

z

1

;�"

0

0

z

2

)

gilt. Aus h�; G

D

r

i =

1

4�r

a

r

folgt mit (3.9) die Identit

�

at

|(h�; G

D

r

i)(z

1

; z

2

) =

1

16�D

!

�r

(z

1

; z

2

):

Mit Satz 3.3 ergibt sich

�(G

D

r

)(z

1

; z

2

) = �

1

2�

hG

D

r

(�);
(��z

1

;��z

2

; �)i

�

= �

1

2�

h
(��z

1

;��z

2

; �); G

D

r

(�)i

�

= �

1

8�

2

!

r

(��z

1

;��z

2

)

= �

1

8�

2

!

r

(z

1

; z

2

):

Die letzte Gleichheit folgt dabei aus der Fourierentwicklung ([Za1] Theorem 2)

!

n

(z

1

; z

2

) = 8�

2

X

�2d

�1

��0

(

�

X

r2N

rj�

p

D

N(�=r)=n=D

r

+ 2�

r

��

0

n

X

a�1

1

a

G

a

(n; �)J

1

 

4�

a

r

n��

0

D

!)

e(�z

1

+ �

0

z

2

) (3.15)
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der Reihen !

n

(n > 0); man beachte G

a

(n; �) = G

a

(n; �).

Somit ist die Behauptung bewiesen, wenn wir noch

!

r

("

0

z

1

;�"

0

0

z

2

) = !

�r

(z

1

; z

2

)

zeigen k

�

onnen. Dies rechnet man unmittelbar anhand der Fourierentwicklungen (3.15) und

(3.6) nach. Dabei hat man G

a

(n;�"

0

0

�) = G

a

(�n; �) zu verwenden.

3.4 Automorphe Formen mit Null- und Polstellen auf

Heegnerdivisoren

Wir nehmen im folgenden der Einfachheit halber wieder an, da� der Ring der ganzen

Zahlen O von K = Q(

p

D) eine Einheit negativer Norm enth

�

alt.

Satz 3.5 erm

�

oglicht es, Eigenschaften der Doi-Naganuma-Liftung zu verwenden, um die

Abbildung � zu studieren.

Auf diese Weise wollen wir folgende von Borcherds gestellte Frage (siehe [Bo3] Example

4.2 und [Bo2] Problem 16.3) im hier betrachteten Spezialfall der Hilbertschen Modulgruppe

beantworten: Sei f eine automorphe Form bez

�

uglich �

K

, deren einzige Null- und Polstellen

auf Heegnerdivisoren Y (m) liegen. Besitzt f dann eine Entwicklung in ein Borcherdspro-

dukt?

Dazu haben wir den Kern der Abbildung � zu bestimmen. Man kann den Raum

S

2

(D;�

D

) als direkte Summe der Unterr

�

aume

S

+

=

(

f(z) =

X

n�1

a(n)e(nz) 2 S

2

(D;�

D

); �

D

(n) = �1) a(n) = 0

)

;

S

�

=

(

f(z) =

X

n�1

a(n)e(nz) 2 S

2

(D;�

D

); �

D

(n) = +1) a(n) = 0

)

schreiben. Bekanntlich ist die Doi-Naganuma-Liftung � injektiv auf S

+

und verschwindet

identisch auf S

�

. Dies folgt aus der Beschreibung von � auf Heckeeigenformen anhand der

zugeh

�

origen L-Funktionen [Na, As] (siehe auch [Ge] Kapitel 6).

Der Zerlegung S

2

(D;�

D

) = S

+

� S

�

entspricht eine Zerlegung von A(D;�

D

), die wir

nun angeben wollen. Man setzt

A

+

= Span

Z

fa

r

2 A(D;�

D

); �

D

(r) = +1g und

A

�

= Span

Z

fa

r

2 A(D;�

D

); �

D

(r) = �1g ;

dabei bezeichnet Span

Z

das lineare Erzeugnis

�

uber Z, und a

r

sind die in (3.1) de�nierten

Funktionale.

Lemma 3.6. Es gilt A(D;�

D

) = A

+

� A

�

, und f 7! h�; fi bildet S

�

bzw. S

+

isomorph

auf A

�


 C bzw. A

+


 C ab.
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Beweis. Wir zeigen zun

�

achst, da� f 7! h�; fi den Raum S

�

isomorph auf A

�


 C abbildet.

Da wir die a

r

mit dem Petersson-Produkt auch durch 4�rh�; G

D

r

i beschreiben k

�

onnen,

gen

�

ugt es zu zeigen, da� der Raum

R = Span

C

�

G

D

r

; �

D

(r) = �1

	

mit S

�

�

ubereinstimmt.

Sei r 2 N mit �

D

(r) = �1. Dann ist�4r kein Quadrat moduloD und damit !

r

(z

1

; z

2

) =

0. Aus

�(G

D

r

)(z

1

; z

2

) = �

1

8�

2

!

r

(z

1

; z

2

)

folgt, da� G

D

r

in S

�

= Kern(�) liegt, also R � S

�

.

Mit Lemma 1.9

�

uberlegt man sich leicht, da� S

2

(D;�

D

) die orthogonale Summe von R

und S

+

ist. Andererseits gilt S

2

(D;�

D

) = S

+

� S

�

. Es folgt dim(R) = dim(S

�

) und somit

in der Tat R = S

�

.

Dies zeigt insbesondere, da� S

+

das orthogonale Komplement von S

�

ist. Folglich liegen

alle Poincar�ereihen G

D

r

mit �

D

(r) = +1 in S

+

. Durch ein Dimensionsargument schlie�t man

wie eben

Span

C

�

G

D

r

; �

D

(r) = +1

	

= S

+

:

Damit ist die Behauptung bewiesen.

Bemerkung. Wir haben hier Eigenschaften der Doi-Naganuma-Liftung wie etwa Kern(�) =

S

�

benutzt, um zu schlie�en, da� S

+

orthogonal zu S

�

ist. Ein direkter Beweis w

�

are

w

�

unschenswert.

Aus den obigen

�

Uberlegungen ergibt sich mit Satz 3.5 unmittelbar

Satz 3.7. Die Einschr

�

ankung der in Satz 3.1 konstruierten Abbildung � : A(D;�

D

) �!

e

Cl(X

K

) auf den Teilraum A

+

ist injektiv. Auf A

�

verschwindet � identisch.

Damit k

�

onnen wir die gestellte Frage beantworten.

Satz 3.8. Sei f eine automorphe Funktion vom Gewicht k bez

�

uglich �

K

mit einem belie-

bigen Charakter. Der Divisor von f in D(X

K

) habe die Gestalt

(f) =

N

X

j=1

c

j

Y (�j)

mit gewissen c

j

2 Z, N 2 N. Dann ist f bis auf einen konstanten Faktor gleich

	(z

1

; z

2

) =

N

Y

j=1

	

�j

(z

1

; z

2

)

c

j

;
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wobei die Funktionen 	

�j

(z

1

; z

2

) durch (2.30) de�niert sind. Insbesondere besitzt f eine

Entwicklung in ein Borcherdsprodukt, und k ist durch die Fourierkoe�zienten der Eisen-

steinreihe E(z) gegeben:

k = �

1

2

N

X

j=1

c

j

q

0

(�j):

Beweis. Nach Voraussetzung ist

�

 

N

X

j=1

c

j

a

j

!

= 0 2

e

Cl

h

(X

K

):

Aus Satz 3.7 folgt, da�

P

N

j=1

c

j

a

j

in A

�

liegt. Also gibt es ein N

0

2 N und ganze Zahlen

b

j

(j = 1; : : : ; N

0

) mit b

j

= 0 f

�

ur �

D

(j) 6= �1, so da�

N

X

j=1

c

j

a

j

+

N

0

X

j=1

b

j

a

j

= 0 2 A(D;�

D

):

Man schlie�t man nun mit Satz 2.28, da�

	(z

1

; z

2

) =

N

Y

j=1

	

�j

(z

1

; z

2

)

c

j

eine automorphe Funktion vom Gewicht

�

1

2

N

X

j=1

c

j

q

0

(�j)

ist, deren Divisor in D(X

K

) mit (f)

�

ubereinstimmt. Dabei ber

�

ucksichtige man, da� f

�

ur alle

j 2 N mit �

D

(j) = �1 die Funktion 	

�j

(z

1

; z

2

) auf triviale Weise konstant ist (in diesem

Fall gilt G

a

(�j; �) = 0 f

�

ur alle a 2 N und � 2 d

�1

).

Somit ist der Quotient 	(z

1

; z

2

)=f eine automorphe Funktion bez

�

uglich �

K

, die auf ganz

H � H keine Null- und Polstellen besitzt. Dann mu� 	(z

1

; z

2

)=f aber konstant sein.



Anhang A

Spezielle Funktionen

In diesem Anhang stellen wir einige Eigenschaften spezieller Funktionen zusammen. Um-

fangreiche Darstellungen �nden sich in [AbSt] und [B1].

1. F

�

ur �; z 2 C kann man die Besselfunktion erster Art J

�

durch die Reihe

J

�

(z) = (z=2)

�

1

X

k=0

(�z

2

=4)

k

k!�(� + k + 1)

de�nieren. Sie gen

�

ugt der Di�erentialgleichung

z

2

d

2

w

dz

2

+ z

dw

dz

+ (z

2

� �

2

)w = 0:

F

�

ur festes � und z ! 0 gilt

J

�

(z) �

(z=2)

�

�(� + 1)

(� 6= �1;�2;�3; : : : ): (A.1)

F

�

ur festes � und z 2 R, z !1 gilt

J

�

(z) =

r

2

�z

�

cos(z �

�

2

� �

�

4

) +O(z

�1

)

�

: (A.2)

2. Die modi�zierten Besselfunktionen I

�

und K

�

de�niert man durch

I

�

(z) = (z=2)

�

1

X

k=0

(z

2

=4)

k

k!�(� + k + 1)

;

K

�

(z) =

�

2

�

I

��

(z)� I

�

(z)

sin(��)

:

Sie sind linear unabh

�

angige L

�

osungen der Di�erentialgleichung

z

2

d

2

w

dz

2

+ z

dw

dz

� (z

2

+ �

2

)w = 0:

63
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F

�

ur festes � und z ! 0 gilt

I

�

(z) �

(z=2)

�

�(� + 1)

(� 6= �1;�2;�3; : : : ); (A.3)

K

�

(z) �

�(�)

2

(z=2)

��

; (<(�) > 0): (A.4)

F

�

ur festes � und jzj ! 1 gilt

I

�

(z) �

e

z

p

2�z

; (A.5)

K

�

(z) �

r

�

2z

e

�z

: (A.6)

Im Falle � = 1=2 hat man die Beziehungen

r

�z

2

I

1=2

(z) = sinh(z) =

e

z

� e

�z

2

; (A.7)

r

2z

�

K

1=2

(z) = e

�z

: (A.8)

3. Die Gau�sche hypergeometrische Funktion F (a; b; c; z) =

2

F

1

(a; b; c; z) ist durch

F (a; b; c; z) =

�(c)

�(a)�(b)

1

X

n=0

�(a+ n)�(b + n)

n!�(c+ n)

z

n

gegeben. Der Konvergenzradius dieser Reihe ist gleich 1. O�enbar gilt

F (1; 1; 2; z) = �z

�1

log(1� z):

Die Legendrefunktion Q

�

(z) de�niert man dann durch

Q

�

(z) = 2

���1

p

�

�(� + 1)

�(� + 3=2)

z

���1

F

�

� + 1

2

;

� + 2

2

; � +

3

2

;

1

z

2

�

; (jzj > 1):

Sie ist eine L

�

osung der Di�erentialgleichung

(1� z

2

)

d

2

w

dz

2

� 2z

dw

dz

+ �(� + 1)w = 0:

Man hat die Identit

�

at ([AbSt] S. 218 (15.4.8))

z

�

�(�)F (�; �; 2�; z) = 2

2�

�

�1=2

�(� + 1=2)Q

��1

�

2

z

� 1

�

: (A.9)

Mit der Legendreschen Verdopplungsformel �(�)�(� +

1

2

) = 2

1�2�

�

1=2

�(2�) kann man dies

auch in der Form

z

�

�(�)

2

�(2�)

F (�; �; 2�; z) = 2Q

��1

�

2

z

� 1

�

(A.10)

schreiben.



Anhang B

H

�

au�g verwendete Bezeichnungen

N , Z, Q , R, C Menge der nat

�

urlichen, ganzen, rationalen, reellen bzw. komplexen

Zahlen

H Die obere komplexe Halbebene

Sl

2

(Z), Sl

2

(R) Gruppe der ganzzahligen bzw. reellen 2� 2-Matrizen mit Determi-

nante 1.

�(1) = Sl

2

(Z)

�

a

b

�

Kroneckersymbol

d(a) Anzahl der positiven Teiler von a 2 N

[x] = maxfn 2 Z; n � xg, Gau�klammer

(a; b) = ggT(a; b), gr

�

o�ter gemeinsamer Teiler von a und b

f(�)� g(�) jf(�)j � Cjg(�)j

f(�)�

"

g(�) jf(�)j � C(")jg(�)j

z = x+ iy Eine komplexe Zahl,

�

ublicherweise z 2 H

s = � + it Eine komplexe Zahl

� Der Realteil von s

e(z) = e

2�iz

f

�

ur z 2 C

z =

az+b

cz+d

f

�

ur  = (

a b

c d

) 2 Sl

2

(R)

(f j

k

)(z) = (cz + d)

�k

f(z) f

�

ur k 2 Z,  = (

a b

c d

) 2 Sl

2

(R)

� Ein Charakter

E

P

(z; s) Eisensteinreihe vom Gewicht 2 zur Spitze P (S. 13)

H

P

c

(m;n) Eine verallgemeinerte Kloostermansumme (S. 15)

D Eine positive Fundamentaldiskriminante, h

�

au�g D � 1 (mod 4)

�

D

=

�

D

�

�

L(s; �

D

) Dirichletreihe zum Charakter �

D

�(s) Die Riemannsche Zetafunktion

�

0

(D) = f(

a b

c d

) 2 �(1); c � 0 (mod D)g

M

2

(D;�

D

) Vektorraum der Modulformen vom Gewicht 2 und Nebentypus �

D

bez

�

uglich �

0

(D)

S

2

(D;�

D

) Untervektorraum der Spitzenformen in M

2

(D;�

D

)
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�

au�g verwendete Bezeichnungen

D

1

Ein positiver Teiler von D, eine Spitze von �

0

(D)

H

D

1

c

(m;n) Eine verallgemeinerte Kloostermansumme (S. 16)

E

D

1

(z) Eisensteinreihe in M

2

(D;�

D

) zur Spitze D

1

(S. 16)

E

D

(z) Eine gewisse Linearkombination der E

D

1

(z) (S. 17)

G

D

1

r

(z) r-te Poincar�ereihe vom Gewicht 2 mit Charakter �

D

in der Spitze

D

1

(S. 18)

P

r

(z) Eine gewisse Linearkombination der G

D

1

r

(z) (S. 18)

p

r

(n) Der n-te Fourierkoe�zient von P

r

(z)

H

b

(m;n) Eine gewisse Linearkombination der H

D

1

c

(m;n) (S. 19)

hf; gi Petersson-Skalarprodukt (S. 19)

K Der reell-quadratische Zahlk

�

orper Q(

p

D)

O Der Ring der ganzen Zahlen in K

d Die Di�erente in K

x 7! x

0

Konjugation in K

N(x) = xx

0

Die Norm von x 2 K

tr(x) = x+ x

0

Die Spur von x 2 K

(

a b

c d

)

0

=

�

a

0

b

0

c

0

d

0

�

f

�

ur eine Matrix mit Eintr

�

agen aus K

(

a b

c d

)

t

= (

a c

b d

), die Transponierte einer Matrix
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