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Dieses Skriptum stellt den Inhalt der Vorlesung in einer sehr knappen, sicher nicht buch-
reifen Form dar. Es soll nicht das Studium der einschlédgigen Lehrbiicher ersetzen. Fiir
Hinweise auf Fehler, unklare Formulierungen, wiinschenswerte Ergénzungen etc. bin ich
jederzeit dankbar. Man bedenke jedoch den Zeitrahmen der Veranstaltung, der ledig-
lich 14 Doppelstunden umfasst, weshalb der eine oder andere Punkt wohl etwas zu kurz
kommt oder auch einmal ganz wegfallen muss. Abschnitte, die im Kleindruck erschei-
nen, insbesondere eher technische Beweise, werden in der Vorlesung nicht vorgetragen.
Sie sind aber fiir einen interessierten Leser zur Arbeitsvereinfachung hier aufgenommen
worden. Diese Abschnitte sind durch eine Sequenz aus << und >> eingeklammert, um
die Orientierung zu erleichtern. Das Gleiche gilt fiir die mit "ERG” gekennzeichneten
Abschnitte bzw. Kapitel. Viele der in diesem Skript beschriebenen Verfahren kénnen
mit unserem interaktiven System NUMAWWW

http://numawww.mathematik.tu-darmstadt.de:8081

erprobt werden, ohne dabei selbst Programme erstellen zu miissen. Ebenso steht den
Studierenden auf dem CIP-Pool MATLAB in der Version R12.1 zur Verfiigung, das
viele dieser Verfahren als fest implementierte Funktionen zur Verfiigung stellt.

Basisliteratur:

1. J. Stoer, R. Bulirsch: Einfithrung in die Numerische Mathematik II Springer,
Heidelberger Taschenbiicher.
auch erhéltlich in englischer Ubersetzung:
Introduction to Numerical Analysis (als ein Band), Springer.

2. A. Quarteroni, R. Sacco, F. Saleri: Numerische Mathematik 1,2. Springer Lehr-
buch. )
auch erhéltlich in englischer Ubersetzung:

Quarteroni, Alfio; Sacco, Riccardo; Saleri, Fausto Numerical mathematics. New
York, NY: Springer.

3. A. Bjoerck, G. Dahlquist: Numerische Methoden. Oldenbourg Verlag.
auch erhéltlich in englischer Ubersetzung
Numerical methods (mit Koautor Andersson)

Weitere Literatur wird am Ende jedes Kapitels angegeben.
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Kapitel 5

Das Matrizen—Eigenwertproblem

In diesem Kapitel beschéftigen wir uns mit der Lokalisierung und numerischen Berech-
nung der reellen und komplexen Eigenwerte einer Matrix A € C"*" (oder R™*") und
der zugehorigen Eigenvektoren. Von naiven Standpunkt aus konnte man vermuten, daf3
es mit der Bestimmung der Nullstellen \; des charakteristischen Polynoms

N A) D det (A—AD)
und der Losung der homogenen Gleichungssysteme

getan sei, also der Kombination eines skalaren Nulstellenproblems mit linearer Algebra.
Der so formal beschriebene Bestimmungsweg:

e Berechnung der Koeffizienten von p,,(\; A)
e Nullstellenbestimmung

e Losung homogener Gleichungssysteme

erweist sich in der Praxis jedoch als vollig unbrauchbar, sowohl unter dem Gesichtspunkt
des Rechenaufwandes als auch unter dem Gesichtspunkt der numerischen Stabilitit. Zur
Erlauterung des letzteren diene das folgende kleine Beispiel:

Die Matrix
. 1000 1
- 1 1000
hat die Eigenwerte A; = 1001 und My = 999. Andert man A ab zu

< (1000.001 1
A= ( 1 1000 )

dann erhilt man A\; = 1001.00050..., Ay = 999.00050...
Esist  pa(A;A) = A2 — 2000\ + 999999  und
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pa(A; fl) = A? —2000.001\ + 1000000.
Andert man nun den Koeffizienten 10° in ps(\; A) noch einmal ab in 1000002 (entspre-
chend der GréBe der bereits vorangegangenen Anderung), dann hat das abgeiinderte
Polynom die beiden Nullstellen

A% —2000.001\ + 1000002 = 0 < A = 1000.0005 % i 0.99999927

der Einflul der Fehler in den Koeffizienten von p ist also fast 2000 mal so grof3 wie
der Einflufl von Fehlern in den Koeffizienten der Ausgangsmatrix. Ein weiteres, noch
abschreckenderes Beispiel ist das folgende:

Beispiel 5.0.1 Wird eine symmetrische Matriz mit den Eigenwerten 1,2,...,20 sym-
metrisch zu A mit ||A— A|| = e abgedndert, dann dndern sich ihre Eigenwerte hochstens

um +e (s.h.). Unterstellen wir einmal, das charakteristische Polynom dieser Matrix
werde exakt berechnet. Das ist

2432902008176640000

13803759753640704000 x~2
8037811822645051776 x~4
1206647803780373360 x"6
- 10142299865511450 x~9

8752948036761600000 x  +

12870931245150988800 x~3 +

3599979517947607200 x5 +
311333643161390640 x~7 + 63030812099294896 x~8
1307535010540395 x~10- 1355685182899530 x~11

+ 0

+ 11310276995381 x~12 - 756111184500 x~13+ 40171771630 x~14
- 1672280820 x~15 + 53327946 x"16- 1256850 x~17
+ 20615 x~18 - 210 x719+ x"20

Die exakte Darstellung der Koeffizienten erfordert also 20 Dezimalstellen. Wir dndern
nun den Koeffizienten bei x'7 ab um einen Wert ¢ und bestimmen dann die Nullstllen
mit einer hohen Genauigkeit (30-stellige Arithmetik). Dies ergibt fir

e=10"1

1.000000000000000000000000001 ,

1.999999999999999999997953 , 3.0000000000000000181536,
3.999999999999986314867 , 5.00000000000243096788,
5.999999999838198830 , 7.000000005188644004,
7.99999990672566282 , 9.0000010362091072,
9.999992406045375 , 11.000038386072555,
11.999862171752840 , 13.00035842119688,
13.99932013741476 , 15.00094195448593,
15.99905941112222 , 17.000658725524336,
17.999692626111822 , 19.0000855875735025},

19.99998922473574850

und fiir e = 10720

1.000000000000000000000000000,
3.0000000000000000000000 R
5.00000000000000000000 s
7.000000000000000001 s

.000000000000000000000000,
.000000000000000000000 s
.000000000000000000 s
.99999999999999999 s

~N O BN
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9.0000000000000001 » 9.999999999999999 ,
11.000000000000004 , 11.999999999999986 ,
13.00000000000004 , 13.99999999999993 ,
15.00000000000009 , 15.99999999999991 ,
17.000000000000066 , 17.999999999999969 ,
19.0000000000000086 , 19.99999999999999892

d.h. eine relative Anderung dieses Koeffizienten um 1072 erzeugt eine relative Anderung
in den Nullstellen um bis zu 9 - 107, also einen enormen Fehlerverstirkungsfaktor.
Eine relative Anderung dieses Koeffizienten um 10710 erzeugt sogar konjugiert kompleze
Nullstellen:

1.000000000000000000001033211,
1.999999999999997426925532,
3.0000000000228163551863,
3.999999982799842861641 ,
5.00000305540525061814,
5.999796797220741418 ,
7.006660399307137195,
7.90710254318849113,
9.00612441476995507 - 0.71022905412491042 I,
9.00612441476995507 + 0.71022905412491042 I,
10.59797632914008288 - 1.80559623578893605 I,
10.59797632914008288 + 1.80559623578893605 I,
12.699928669691426886 - 2.848850894879934024 I,
12.699928669691426886 + 2.848850894879934024 I,
15.428320321460560904 - 3.459610107488587961 I,
15.428320321460560904 + 3.459610107488587961 I,
18.500034777060719099 - 3.016496678693738876 I,
18.500034777060719099 + 3.016496678693738876 I,
20.810834098905116663 - 1.203580302773052313 I,
20.810834098905116663 + 1.203580302773052313 I

5.1 Lokalisierung von Eigenwerten.
Die Sensitivitat des Eigenwertproblems

In vielen Situationen ist man mit einer mehr oder weniger groben Einschlieung der
Eigenwerte (oder bestimmter Eigenwerte) zufrieden. In diesem Zusammenhang haben
wir bereits den folgenden Satz kennengelernt:



8 KAPITEL 5. DAS MATRIZEN-EIGENWERTPROBLEM

Satz 5.1.1 Sei A € C"" und || - || eine einer Vektornorm zugeordnete Matriznorm
auf C*™™. Dann gilt fiir jeden Eigenwert \(A)

A(A)] < p(4) < [|A]l

Eine bereits wesentlich genauere Lokalisierung liefert haufig

Satz 5.1.2 Kreisesatz von Gerschgorin Sei A € C"*" und

K= AeC : P—aul <Y Jayl)
i

Ki = {AeC : |)\—aii|§2|aji|}
g

Ist dann A(A) ein Eigenwert von A, dann gilt:

Beweis als einfache Ubung. Hinweis: Az = Az, x # 0. Betrachte Zeile i mit |z;| =
[|2]so.- O

Da die Matrizen A und D~'AD die gleichen Eigenwerte besitzen, kann man manchmal
durch die Wahl geeigneter Transformationsmatrizen D (gew6hnlich beschrénkt man sich
auf Diagonalmatrizen) die Aussage von Satz 5.1.2 bedeutend verschérfen.

Beispiel 5.1.1 Sei
1 1073 1074
A= 1073 2 1073
1074 1072 3
Dann gilt nach Satz 5.1.2, weil A symmetrisch, d.h. A = A(A) reell, fiir jeden Eigenwert
von A
A€ [1-0.0011,14 0.0011] U [2 — 0.002,2 + 0.002] U [3 + 0.0011, 3 + 0.0011].

Mit D, := diag (1,100, 10), D, := diag (100, 1,100), D53 := diag (10, 100, 1) erhdlt man

nacheinander auch die folgenden EinschlieBungsmengen:
[1-2-107°14+2-10°)U[2—0.11,2 4+ 0.11] U [3 — 0.0011, 3 + 0.0011]
[1—0.1001,1+0.1001]U[2—=2-107°,2+2-107°] U [3 — 0.1001, 3 + 0.1001]
[1—0.0011,1+0.0011]U[2—-2-10"22+2-10%]U[3-2-107°3+2 1077

und der Durchschnitt aller dieser Bereiche ist
1-2-1075,14+2-10°J]U2—-2-107%,2+2-10°|U[3—-2-107°,3+2-107] O



Lokalisierung von Figenwerten
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Es gilt sogar die folgende Verscharfung von Satz 5.1.2:
Zusatz zu Satz 5.1.2




10 KAPITEL 5. DAS MATRIZEN-EIGENWERTPROBLEM
Ist {41, ...,7,} Permutation von {1,...,n} und

(UICZJ)HICZS:(D s:m~|—1,...,n

J=1

dann enthélt U K, genau m Eigenwerte von A (mit ihrer Vielfachheit gezéhlt), d.h. jede
j=1

n

Wegzusammenhangskomponente von U IC; enthélt genauso viele Eigenwerte wie Kreise

i=1
Beweis: Man setze

D := diag (a1, ..., un)
B(r) = D+71(A—-D) 0<7<1,
dh. B(0O) = D und B(l) =

A. Alle Eigenwerte von B(7) liegen nach
Satz 5.1.2 in

U/Ci(T); Ki(r)={z€C: [z—a <7)_|ayl}

J#i
j=1

und die Aussage vom Zusatz zu Satz 5.1.2 gilt trivialerweise fiir B(0). Die Eigenwerte

von B(7) hingen nach Satz 5.1.3 stetig von 7 ab. Da aber U KC;.(0) genau m Eigenwerte

j=1
von B(0) enthdlt und

vr e [0,1]: 0 ) N K, (1 O )N, (1) =10

enthilt auch |Jj*, i, (7) genau m Eigenwerte fiir 0 <7 <1 O
Beispiel 5.1.1 Fortsetzung

Somit gilt fiir die drei Eigenwerte A\, Ao, A3 von A bei geeigneter Numerierung

i—2-107° <\ <i+2-107°, i=1,2,3
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Fiir eine beliebige Matrix kennt man nur die folgende allgemeine Stérungsaussage fiir
die Eigenwerte, die keine Annahmen iiber das Eigenvektorsystem voraussetzt:

Satz 5.1.3 Seien A, B € C**", \; die Figenwerte von A und N, die Eigenwerte von
B, i=1,...,n (jeweils mit threr Vielfachheit gezihlt.)

Sei
p = max{|a;l, |G 1<14,j<n}
1 n n
R SU
[ —

Dann gibt es eine Numerierung der \; und X,, so daf$ zu jedem X\; ein X, gehort mit
X — N < 2(n+1)2%pV/6

(d.h. die Figenwerte einer Matriz sind Holderstetige Funktionen der Matrizkoeffizienten
vom Indezx +)

Beweis: siehe bei Ostrowski, A.M.: Solution of Equations in Euclidean and Banach
Spaces, 3.ed.,Acad. Press 1973, p.334-335 und 276-279. a
Die Aussage dieses Satzes (Holderstetigkeit der Eigenwerte mit Holderindex 1/n) kann
nicht verbessert werden, wie folgendes Beispiel zeigt:

Beispiel 5.1.2

1 1 0 0
0O 1 1 0
Ae) =
0O ... 0 1 1
e 0 ... 0 1

hat fiir e = 0 den n—fachen Eigenwert 1 und fir € > 0 die n paarweise verschiedenen
Eigenwerte
A, = 1—eMexp(2ri(j —1)/n), j = 1,...,n

1/n

wobei mit eX/™ der (reelle) Hauptwert gemeint ist.

Ist x ein Eigenvektor von A, dann kan man mit Hilfe von

Az

xHy

den zugehorigen Eigenwert berechnen. Hat man eine Eigenvektorndherung z (im fol-
genden Satz kann jeder beliebige Vektor x # 0, fiir den auch Ax # 0 ist, als eine solche
Néherung dienen), dann kann man mit Hilfe dieses Rayleighquotienten

" Ax

xHy

R(x; A) :=

eine zugehorige Eigenwertndherung definieren, fiir die man ebenfalls eine Einschlie-
Bungsaussage herleiten kann. Weil fiir x # 0 und Az = 0 x ein Eigenvektor zum
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Eigenwert null von A ist, schliessen wir diesen Fall jetzt aus:

Satz 5.1.4 A € C™" sei diagonalihnlich mit Figenwerten Ai, ..., \,. Sei
x € C" x#0 und Ax # 0. Definiere

) = R(z; A)
Dann gilt
(i) ||Az — 2|2 < ||Az —cz|} VeeC
(i) 3N, #0, \; Figenwert von A und

cond ., (U)

A —)\‘ < | Az — Az||2
Aol Azl

wobei U = (uy, ..., uy,) ein vollstindiges Figenvektorsystem von A ist

(iii) Ist A normal, (d.h. AA" = A" A) dann 3\; # 0 Eigenwert von A mit

Y N P ]
Beweis:
(i) o.B.d.A. |zl =1
|Az — cx|3 = (2TAH —Gaet)(Azx — ca) = M AT Az — eal Aw — ca Az + |cf?
= ||Az|3 + |c — 2B Az — |2 Az]? > ||Az|3 — |27 Az? > 0 mit “=" fiir ¢ = A

(Man beachte daB |2 Az|?> < ||Az||3||z||3 nach der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung
und ||z||3 = 1 nach Setzung.)
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def

(i) Sei U"'AU =diag (A1, M) D A y Y U1z
|Az — Az||2 |UA = ADU x|
| Az||2 [UAU ]|
[(A = AD)yl[2
U= H2(U 2l Ayll2

n
Z A = AP |mil?
1 i=1

U2 =
Z il il

=1

MY Y A A )
A

Ai=0 A0 '

cond |, (U) Z IXini|?
A0

)\i—)\’

Y

1/2

1 .
- min

cond Il (U) 1: 2 #0

v

i

Man beachte, dafl

1
Ve |UH] > -
Gl

(iii) Fiir normales A existiert ein unitéres vollstdndiges Eigenvektorsystem, d.h. es wird
cond ||||2(U) =1

O
Der oben eingefithrte Rayleighquotient ist also (im Sinne einer Einsetzprobe fiir ein
Eigenwert—FEigenvektorpaar) eine optimale Schétzung fiir einen Eigenwert zu einer ge-
gebenen Eigenvektorndherung.

Fiir hermitische Matrizen, die in den Anwendungen eine besonders wichtige Rolle spie-
len, hat der Rayleighquotient viele schéne Eigenschaften, deren wichtigste hier angefiihrt
seien.

Satz 5.1.5 Sei A € C™" hermitisch mit vollstindigem unitirem Figenvektorsystem
X = (21,..,2), Az;=XNz; j=1,...,n ¢ C" sei gegeben als Niherung fir x;
mat .
=1,  E=ax+ e || <e (VE)
k=1
Dann gilt
[R(EA) = N1 < D I = Al el < 20 All(n — 1)é?

i=1

i
d.h. der Fehler im Rayleighquotienten ist quadratisch klein in den Fehlern der Eigen-
vektorndherung. O
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Beweis:

R(z;A) = (z;+ Z exzr) Z NizvixH (x; + Z €xTk)
k=1 i=1 k=1

A
= D Aillay+ D epap)m) (@ (@ + ) eran)
i=1 k=1 k=1

~~

Sij+>j—1 €Ok

10:5+> =1 €xOkil?

n
= Y Ml AL+ gl

i=1

i
n n

= > = Mlal+ 0 (1 + 6P+ fal?)
o i

=3Hz=1
Betragsabschitzung, Anwendung der Dreiecksungleichung und der trivialen Schranke
[Ai = Ajl < 2p(A) < 2| Al

O
Eine vollstéandige Charakterisierung aller Eigenwerte einer hermitischen Matrix durch
eine Maximierungsaufgabe mit Nebenbedingungen liefert der

Satz 5.1.6 Courant’sches Minimax—Prinzip Sei A € C"*™ hermitisch.
Die Eigenwerte von A seien (mit ihrer Vielfachheit gezdhlt) geordnet nach

A > >\,

V; bezeichne das System aller j-dimensionalen Teilraume von C*, V= {0}. Es gilt

— ; . . H, _ — ; .
A = Join. max{R(z;A): #0, 2"v=0Y eV} = v:dimr?\}?kq{%;}é R(z; A)}
Ak = JIax min{R(z;A): v #£0, 2o =0V eV} = V:dié?‘?)}in_k{ zrié? R(z; A)}
O
<<

Beweis: Sei U = (uq, ..., uy) ein unitires vollstindiges Eigenvektorsystem von A, d.h. Au; =
Niwg, UHU = 1. Ist x € C" beliebig, dann

n
_ : _ . H
T = Yiu;g mit vy, = u; T
i=1
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Somit
tHUAUH ¢
R(z;4) = L 282 T
(w;.4) cHUHU 2
_ Xn: il A\ > Mg, falls = =7%=0
B n ! <A, falls m=-=9%1=0

=Yl
j=1
Ist nun V € V)1, dann existiert £ € C™ mit folgenden Eigenschaften:
k
E£0,  F=) yuw, Fv=0 YweV
i=1

Setze zum Beweis mit einer orthonormierten Basis vy, ..., vx_1 von V'

M vf!
g= : , g#0 Losung von : (w1, ..., ug)g =0
Yk Vil

Also ist in diesem Falle
max{R(z;A): x#0, 2fv=0 YweVl>X\
Gleichheit tritt hier ein fiir den Fall V' = span{ui,...,ux_1}, d.h.

0
g= 0 vi # 0. Ist V € V,,_, dann existiert £ € C™ mit
Yk
n
i£0, =) yu;, FHv=0 YweV
j=k
U1
Sei dazut g = (Y, ..., Yn)? # 0 eine Losung von : (Ugy ..., Up)g = 0 mit einer ortho-
H
Un—k
normierten Basis v1, ..., v,_§ von V,,_g, also
min{R(z;A): x#0, 2fv=0 YweV}<\
mit Gleichheit fiir V' = span{ugy1,...,u,} (dann ist g = (1%, 0, ..., 0)T) O
>>

Eine Folgerung ist:

Satz 5.1.7 Seien A, B € C"*" beide hermitisch. \;(A), \;(B) bezeichne die Eigenwerte
von A und B und die Numerierung sei so vorgenommen, daj
M(A) Z = A(4),  Ai(B) =2+ = A(B). Dann gilt

Vke{l,on}: (A = (B)| < p(B—A) (5.1)

O

Beweis: Setze B:= A+ (B — A), C:= B — A, verwende Satz 5.1.6 (Ubung!) O
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(5.1) stellt natiirlich ein viel giinstigeres Resultat dar als der Satz 5.1.3. Man beachte,
daB (5.1) auch bei mehrfachen Eigenwerten gilt! Natiirlich ist die Voraussetzung, daf
beide Matrizen hermitisch sein sollen, sehr einschrinkend. Die Eigenwerte einer diago-
naldhnlichen Matrix hdngen wenigstens noch lipschitzstetig von den Matrixkoeffizienten

ab. Dies besagt

Satz 5.1.8 Bauer-Fike-Theorem Ist A € C"*" diagonalihnlich, U = (uy, ..., uy,)
ein vollstindiges Eigenvektorsystem von A ,und ist B € C"*" beliebig, dann gibt es zu

jedem Eigenwert \j(B) einen Eigenwert Xj)(A) von A mit
i (A) = A;(B)] < cond . (U)[|B — Al (5:2)

O

(Bem.: Diese Aussage gilt sogar fiir jede absolute Norm, d.i. eine Norm mit || |z| || =
|z|]| VxeC™)

Beweisskizze: Nichttrivialer Fall:

AB) # XN(A) i =1,...,n, AB) ein Eigenwert von B mit Eigenvektor z # 0 =
Bx — Ax = \(B)x — Az =

z = (\NB)I — A)~'(B — A)z, Normabschitzung, I = UU ",

A =UALU! einsetzen.

IAB = Al = o By o)

O

Fiir nichtdiagonaldhnliche Matrizen kann eine zu (5.1) bzw. (5.2) analoge Aussage nicht
erwartet werden, siehe obiges Beispiel zur Holderstetigkeit. Neben den bis jetzt abge-
leiteten Eigenwertabschétzungen interessieren natiirlich auch asymptotische Fehleraus-

sagen fiir die Eigenwerte und Eigenvektoren.
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Satz 5.1.9 Wilkinson Sei A € C"*" diagonalihnlich, X = (x4, ..., x,) ein vollstindi-
ges Figenvektorsystem von A, Ax; = \jx; sowie ||zl =1 i=1,...,n.
Ferner sei

H
Y
Xt=Y= : (d.h. yPA =yH N, y; sogenannter Linkseigenvektor zu \;).
yH
A; sei ein einfacher Eigenwert von A. Dann gilt: zu F' € C™™ mit || F ||y hinreichend
klein existiert ein einfacher Eigenwert u; von A+ F mit Eigenvektor z;, ||z;]| =1 so
dafs
f = >\j+ Yj J ||y]||;“'rj||2 +O(HFH§)
lysll=llzsllz g
~ y/'Fa; U Nyillallill2
z; = xT;+ 2 T ‘ 2 | +O(|F?
Ol D) ¥ P e i (I

it

O

Beweis: Man benutze den Hauptsatz iiber implizite Funktionen fiir das Problem

G(z, A\, e) = 0 mit G(z;,\;,0) =0,

(A+eFy)r — Az
Gz, he) = [ e

F = EFO

mit € in einer geeigneten Nullumgebung und stelle damit die Losung x, A als Funktionen
von ¢ dar. a

Entscheidender  Fehlerverstarkungsfaktor  fiir  einen  Kigenwert ist  also
ly;ll2llz;ll2/ |y} 2;/(> 1 méglich bei nichtnormalen Matrizen), withrend bei einem
Eigenvektor zuséitzlich die Separation der Figenwerte und alle Terme

Ml Apil = ———
lillallillz/ il = 7=

eine Rolle spielen. Nach den Setzungen des Satzes ist natiirlich |yz;| = 1, um aber
die Tatsache hervorzuheben, dafl im allgemeinen Rechts- und Linkseigenvektoren nicht
orthogonal sind, bevorzugen wir diese Schreibweise, bei der der erste Term stets < || F|
ist, wiahrend die iibrigen die Fehlerverstarkungs- bzw. Dampfungsfaktoren darstellen.
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5.2 Unitiare Ahnlichkeitstransformation

auf obere Hessenberg-Form bzw. Tridiagonal-
form

Die Losung des vollstiandigen Matrizen—Eigenwertproblems fiir eine vollbesetzte Matrix
beginnt stets mit einer Ahnlichkeitstransformation auf “kondensierte” Form, mit dem
Ziel, die Matrix moglichst “schmal” besetzt zu erhalten. Diese Transformation schleppt
beim praktischen Rechnen unvermeidbare Rundungsfehler ein. Um noch brauchbar zu
sein, diirfen jedoch die Eigenwerte dadurch nicht wesentlich stérker verfdlscht werden
als wenn die Ausgangsmatrix selbst im Rahmen der Rundungsgenauigkeit abgedndert
wiirde. Aus diesem Grund kommt bei einer allgemeinen Matrix nur die Transformation
auf Hessenberggestalt in Frage (was wir aber nicht beweisen wollen). Eine Transforma-
tion einer allgemeinen Matrix auf Tridiagonalgestalt ist bekannt, aber leider numerisch
instabil.

In diesem Abschnitt geben wir eine unitire Ahnlichkeitstransformation auf Hessen-
berggestalt an. Eine Ahnlichkeitstransformation mit Dreiecksmatrizen, wie sie bei der
Gauss-Elimination benutzt werden, ist auch moglich, wir beschrénken uns hier aber auf
die Verwendung von Householdermatrizen, die numerisch besonders unempfindlich ist.

:A—>U1AU1 — "'Un_2...U1AUlU2...Un_2 = K]

Dabei sind die einzelnen U; hermitisch und unitér. Ist A selbst hermitisch, dann wird
(Un_Q...UlAUlUQ...Un_Q)H = n_g...UlAUlUQ...Un_Q, hermitisch

d.h. die transformierte Matrix erhilt automatisch Dreibandform! Die Transfor-
mation verlduft in n — 2 Schritten. Sei nach j — 1 Schritten

G ) (4) ©) N ()

Gy Qpp o Qpag Qg A1n
R o - af, of . of
0 af) : : :
Aj - Uj_l...UlAUlUQ...Uj_l = O Oég"jj),l CV%) Oég’]T)L
: : . () :
0 ol
0 0 oszg aﬁf%
Dann wird
Aj1 = U;A;U;
mit

U, — 1‘70 U =1 — B
i ol i ﬁjijj
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wobei wiederum (7j so konstruiert ist, dafl

©)

j+1,j 1
. : . 0
U; ' = —exp(ip;)o; )
(J) 0

7-]

Es ergeben sich die Formeln (vergl. Kapitel 3, Householder-Transformation)

%@@)WﬁuH@) . 12
B CHey oj = (Z o/ |2>
J : A k=j+1
Nl afl; = empliglafy ;| (def ;)
n,J
2
b = Wi

Da die ersten j Spalten von U; Einheitsspalten sind, &ndert die Multiplikation von U; A,
mit U; von rechts die eben neu erzeugten Nullen in Spalte j nicht. Die Multiplikation
von A; mit U; von links éndert die ersten j Zeilen nicht. Damit ist die Transformation
bereits vollstdandig hergeleitet.

Bei der praktischen Durchfiithrung der Transformation nutzt man die spezielle Struktur

von U; aus. Sei
A5 | 45
A=\ 0
Asy ‘ Asy

Dann wird . "
AR AéCG
Aj 0) 7
U A21 74122 Uj
UjAgji) = — Bjw AJ“AJHAm = AJ) UJZJH
ART; = — BiAG it = AY — gl
U AU, = U—@wﬂfﬂ — B AG w0l
= AY) —a;(@f A ”) — (AR w)al! + (0 ADw,)aal
o Vi . L A
= AgJQ) U (s]H ZJU;T{) —(t — gjuj)uf
mit
uj = [,
f = Agi,
~H2
Vo= Wity

~H _ ~H 2()
s = w; Ass
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und 27 = @A), g; = ADw;.

Nach Vorausetzung ist jedoch

, 0 -0 045-{21,]-
Ay = o
0 - 0 oY

so dafl die explizite Berechnung von @Aé{) entféllt:

0 -+ 0 —exp(ip))o;
o : . 0
UjAéjl) - :

0 0 0

Im hermitischen Fall beachte man ferner

~

A hermitisch: A%’Uj = (UjAéjl))H (keine explizite Berechnung)
tAj = &

wodurch sich der Gesamtrechenaufwand mehr als halbiert.
(A allgemein: 2n® + O(n?), A hermitisch: 2n® + O(n?) wesentliche Operationen) Wir
haben somit konstruktiv gezeigt:

Satz 5.2.1 Jede kompleze n x n—Matriz kann durch eine unitire Ahnlichkeitstrans-
formation aus n — 2 Householdermatrizen auf obere Hessenberggestalt transformiert
werden. Ist die Ausgangsmatrixz hermitisch, dann ist die resultierende Matriz hermi-
tisch tridiagonal. O

Beispiel 5.2.1 Wir transformieren die Matrix

1 4
A=\ 4 -3
3 9

W O W

auf Tridiagonalgestalt. Es gentigt ein Schritt zur Transformation auf HESSENBERGgestalt, die
wegen der Symmetrie von A mit der gewiinschten Tridiagonalgestalt ibereinstimmt. Dabei ist
j=1undn =3, auflerdem A; = A.

Fir Uy werden 81 und wy bendtigt, um (3;) = (g) zu transformieren. Mit

S jafr=vVae32=Vva5=5

k=j+1

18t
3 1 1 1
1: = = -_—
o(or+ay))) PG+ 45
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a=( e ) ea(o)=(5)+(0)=(3)

Von der Transformation Ay = U AU, mit
Apr Apg >
A =
<A21 Az

e (1 0)(A11 Am)(I 0)_( An A12U1>
2 0 Uy A9 Ag 0 Uy UiAa1 Ui AU

sind bereits A1y = 1 und UjAsyy = —oy (é) = (_5) bekannt. Die Symmetrie von A liefert

und

0
AUy = (=5,0), so daf$ nur Uy AU, zu bestimmen ist:

Uy Aoy = (I — Brindd?) Agy (I — Byt

= Aoy — Brind? Agg — AgeBriinf + (B wf!) Age(Bravywf)

= () w(a)ea(55)
9
3

()AL es

(-39 1 /0810y 1/ 00 270 (81 27
B < 9 3>_45(0270>_45<810270>+(45)2(279>
(-39 018 00\ 27279

- < 9 3>_<06>_<186>+5<93>

(-3 -9\ 6/93

- (—9 —9>+5<31>

_1(39 —27

- 5(—27—39)

Insgesamt ist somit
1 ( 5 =25 0 )
Ay=—-| =25 39 27 |.
g 0 —-27 -39

Eine entsprechende Transformation auf untere Hessenbergform ist genauso moglich.
Man arbeitet von rechts die Zeilen ab.
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5.3 Eigenwerte einer hermitischen Tridiagonalma-

trix

Sei
g 51

Mmoo >

_ . . . Y = Bs
T = e o € R (5.3)
ﬁnfl

Yn—1 Qp

Wir setzen voraus: v, #0, ¢=1,...n—1.
Andernfalls zerfillt die Tridiagonalmatrix in kleinere Tridiagonaluntermatrizen, deren
Eigenwertproblem gesondert betrachtet werden kann.

Satz 5.3.1 Ist T € C"*" eine hermitische Tridiagonalmatriz der Form ( 5.8) und
v #0 firi=1,...n—1, dann hat T nur einfache reelle Eigenwerte.

Beweis: FEine hermitische Matriz hat ein vollstindiges Eigenvektorsystem. FEs ist also
fiir jeden Eigenwert geometrische Vielfachheit = algebraische Vielfachheit. Nach Vor-
aussetzung enthdlt jedoch die Matrix T — NI fiir jedes A eine invertierbare Untermatriz

der Dimension n—1 (mit der Nebendiagonalen als Diagonale), also ist die geometrische
Vielfachheit stets 1. O

Bemerkung 5.3.1 Ist T eine reelle unsymmetrische Tridiagonalmatriz mit 3;y; >
0, i=1,...n—1, dann kann T durch eine Ahnlichkeitstransformation mit der Dia-
gonalmatriz D = diag (0;), 1 :=1, &ix1 := 0in/Bi/ i

T := DTD™! in eine symmetrische Matriz T tberfiihren. Auch solche Matrizen haben
also nur reelle einfache Eigenwerte. a

Zur Berechnung der Eigenwerte von 1" benutzen wir den

Satz 5.3.2 Triagheitssatz von Sylvester Sei A € C"*" hermitisch und X € C**"
requlér. Dann haben X" AX und A gleichviele Eigenwerte > 0,= 0, < 0.
Beweis: siehe z.B. ber Falk—Zurmiihl, Matrizen. O

Ubertragen auf A — ul heiBt das:

A—pl und XH(A— pul)X haben gleichviele Eigenwerte
>0, =0, <0,
d.h. A hat entsprechend viele Eigenwerte
>pu, =p, <p (u€R). Dies Resultat soll auf T (5.3) angewendet werden mit einer
Matrix
1 &

XeC™ wo X '=
gn—l




Eigenwerte hermitischen Tridiagonalmatrix
Dabei soll gelten

XH(T —pul)X =Q = diag (q1,-.-,qn)
d.h.

T—pl = (XN)'QX' =
1 41

g €R
L &
I &
1

23

Die ¢; sind also die Quotienten aufeinanderfolgender Hauptabschnitts - Unterdetermi-

nanten von 7" — pl. Hieraus ergeben sich die Gleichungen

1 = Q1 — [, néi=06 (= @éi=m = 51)

Q2+QI‘€1|2 = Qg — U, @€ = B2

allgemein

G+ g1léeal? = o —p,
ak

mit der Initialisierung

Il
=
o

Il
=

& =0 und g = 1, sowie 3, = 0.

Weil B, £ 0 fir k=1,...,n — 1, existiert & fiir ¢ #0 k=1,...,n—1, d.h.

£k:ﬁk/qk kzl,...,n—l

Wird ein ¢ = 0, so ersetzt man ¢ durch ¢ < 1 (d.h. ay durch oy + €). Wegen (5.1)
andert dies die Eigenwerte nur um e. Man rechnet also stets geméf

ar = i — 1 — |Br1*/au—1 k=1,...,n q:=1 [ :=0

Nach Satz 5.3.2 gilt fiir die Anzahlen

tH{k: ¢ <0, 1<k<n}=t{\: XEigenwert von 7' und A < pu}

(5.4)

Dieses Ergebnis kann man unmittelbar zu einer Intervallschachtelungsmethode zur Be-
stimmung jedes beliebigen Eigenwerts A; von 1" ausnutzen. Ausgehend von der Nume-

rierung A\; < --- < )\, und z.B. der trivialen EinschlieBung

[ao, bo] := [Tl > T l|oc),
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die alle Eigenwerte von 7" enthélt, (Satz 5.1.1 ) setzt man fir s =0, 1, ...

ps = (as+bs)/2
m = #{qx: qr <0, berechnet aus (5.4) mit u = p }
Goy) = { as fallsm >j
s sonst
bery = { s fallsm >3
by  sonst

Dann gilt lim ps = A;

Dieses Verfahren, in der Literatur als Bisektionsverfahren bekannt, ist aulerordentlich
robust und sehr effizient.

Beispiel 5.3.1

1 100
1 3 20
= 0 2 5 3
0037
)\2 S [1,2] = [G,Q,bo]

s M i a2 a3 qa m
0 1.5 —0.500000 3.500000 2.357143 1.681818 1 =Xy > 1.5
1 1.75 —0.750000 2.583333 1.701613 —0.039100 2 = Xy < 1.75
2 1.625 —0.625000 2.975000 2.030462 0.942511 1
3 1.6875 —0.687500 2.767045 1.866915 0.491712 1
4 1.71875 —0.718750 2.672554 1.784555 0.237975 1
5 1.734375 —0.734375 2.627327 1.743165 0.102603 1
6 1.7421875 —0.742187 2.605181 1.722410 0.032577 1
7 1.74609375  —0.746094 2.594220 1.712017 —-0.003050 2
8 1.744140625 —0.744141 2.599691 1.717215 0.014816 1

Ist A allgemein nur hermitisch und besitzt A eine Zerlegung
A—pl =LDL" D =diag ()

mit invertierbarem L, dann ist die Anzahl der negativen ¢; gleich der Anzahl der Eigen-
werte von A , die kleiner sind als p. Die Schwierigkeit in der Anwendung dieser Tatsache
besteht bei allgemeinem A in der Tatsache, dafl man die Elemente von L nicht aus der
Rekursion fiir die ¢ eliminieren kann und die Zerlegung numerisch instabil wird, wenn
1 in der Néahe eines Eigenwertes einer Hauptuntermatrix von A liegt.



5.4. BESTIMMUNG DER EIGENVEKTOREN EINER HERMITISCHEN DREIBANDMATRIX (ERG):
5.4 Bestimmung der Eigenvektoren einer hermiti-

schen Dreibandmatrix (ERG)

Wir behandeln hier die Frage, wie man das fast singulire (oder im Gliicksfall sogar
exakt singuldre) System

A=Az =0, z # 0

mit einer "guten” Eigenwertndherung A behandeln soll. Wir setzen im Folgenden voraus,
T sei eine nichtzerfallende hermitische Dreibandmatrix (d.h. v; #0 i=1,...,n—1 (vgl. 5.3))
und g eine bis auf Maschinengenauigkeit bestimmte Eigenwertndherung fiir einen Eigenwert
A von T (z.B. mit dem Bisektionsverfahren bestimmt bis us < as oder us > by aufgrund
von Rundungseffekten). Wir wissen, daf fir beliebiges A Rang(T' — AI) > n — 1 und da8
keines der Subdiagonalelemente von T" verschwindet, so dafl die Dreieckszerlegung von T — pl
mit Zeilenvertauschung vollstdndig durchfiihrbar ist. Bei Spaltenpivotsuche (diese ist hier
unerldfllich ) gilt fiir die Dreieckszerlegung mit der Permutationsmatrix P deshalb

P(T—pul)=L-R

lpijl > 185, 7 =1,..,n — 1. Ist p = A;, dann wird bei rundungsfehlerfreier Rechnung
pnn = 0 und eine Losung x von Rx = 0 mit &, = 1 wird Eigenvektor von T'. In der Praxis
kann man aber keineswegs immer ein “kleines” p,, beobachten, auch wenn p eine sehr gute
Eigenwertnidherung ist. Folgender Satz gibt Auskunft, wie man dennoch eine gute Eigenvek-
torndherung finden kann, wenn nur die Eigenwertnédherung brauchbar ist:

Satz 5.4.1 Sei T' eine hermitische n x n Dreibandmatriz, P(T — ul) = LR eine mit Spal-
tenpivotsuche durchgefiihrte Dreieckszerlequng, pu eine Eigenwertndherung fiir den Eigenwert
Aj von T mit

p=2X+90, wo |V <1, 0 hinreichend klein.

Alle Subdiagonalelemente von T seien von null verschieden. Dann ezistiert (mindestens) ein
i €{1,...,n}, so daff die Lisung x; von

Rx; = eipii, = (&1, ey Cin)’
(mit &np i=1 falls i =n und ppy =0)

n3¢

. — + O
mn(n =Lz oY)
1

ldlla - <

lof =

L

[l (5:5)

=auj+d mit

erfillt, wobei  (ui,...,u,) ein orthonormiertes Figenvektorsystem von T bezeichnet und
T’LLZ' :)\iui, 1= 1,...,n
O

<<

Beweis: Setze y; := piiPLYe;, U = (uy,..., up).
Dann wird mit 7 = UAUH, A = diag (\;)

(T — pl)x; = PTLRx; = pi PT Le; = y;
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Im Falle p,, = 0 ist nichts mehr zu zeigen. Sei p,, # 0 und
1 1
$; =Xy, y§ =Y, i=1,...,n
Pii Pii
und z},y; nach den uy, ..., u, entwickelt:
n B n
v =Y Cwuk,  yi= Y T -
k=1 k=1
Dann besteht der Zusammenhang
L,k=1,..n

Ak — )ik = Tk
Es gilt (da die Elemente von Le; betragsméfig kleinergleich 1 sind)

i1
=U"P"Le; = || <vn i k=1,..n
ﬁin
und weil ||Uejllc > 1/y/nund [|[L7T]|oe < n
- TrrH pT
e il = max | le; i
= |L"PU¢)l|oo > [IPUE)lloo / |17 [l > 1/n*?
Nun ist aber mit
o = min{|\; — A i#j} >0
; Tk Vn 3 o
; = < fir k Y
|£zk| p\k_)‘]_dﬁ‘ = 5_9 ur #]a ?

(fiir ¢ hinreichend klein ist 0 — § > 0), wéhrend
7] o 1
il = [5a] = s

fiir ¢ geeignet.

Fir dieses 7 wird
|£zk| 1 /2

= Z’gk’ 12 = ‘52] 1+Z‘§ E
ij

il =
k#j

= &1+ 9y)

mit
0 < ¥ <n6?/(c —0)%.
(Man beachte dazu 1 < I+ <14+¢fir0<¢<1.)
Somit
/ & n &
x; x; &ij &ik
@ill2 [l €] (1 +055) ; €5 (1 + Vi5)
e
= f’b,] ’LLJ + d
| zy’
=~

[0
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mit
1 (n — 1) /nn?/2§
ldz < 1- s + 5—35
n3s
< — +0(8%)
O
>>

Bemerkung 5.4.1 Aufgrund der Herleitung ist klar, daf8 der Faktor n3 in der Abschitzung
(5.5) wvergleichsweise pessimistisch ist. Viel eher kann man hierfir den Faktor 1 annehmen.
Man kann zeigen, dafS i = n geeignet ist, wenn mit der Partitionierung

R r
R 11

0| pnn
|Rrlla “klein” (2.B.< n) ist. In der Prazis geht man so vor, dafi man
Rx = Prn,n€n

lost, dies als Startwert fiir die gebrochene Iteration (s.h.) benutzt und die Rechnung nach einem
weiteren Schritt abbricht, nachdem zum erstenmal

[Zilloo > 100ne ———|pnnl (5.6)

galt. Der Faktor ﬁ ist dabei ein (etwas willkirlich) gewdhlter Sicherheitsfaktor (der wahre
Fehler in u ist ja unbekannt!). Falls der Test (5.6) nach drei Schritten nicht erfillt ist, be-
trachtet man auch die Figenwertndherung p als “zu schlecht”. Man kann ferner zeigen, daf
Abdnderungen der Elemente von T in der Griflenordnung €||T || Fehler in den Figenvektoren
von der Griflenordnung
ne|[ Tl
min [A; — Ayl

zur Folge haben kénnen (Satz 5.1.8). Satz 5.3.2 stellt also ein ganz ausgezeichnetes Resultat
dar. Man kann weiter zeigen, daff auch die Rundungsfehler bei der Dreieckszerlegung von
P(T — pI) und bei der Lisung von (5.5) die Aussage des Satzes nicht wesentlich dndern. O

Bemerkung 5.4.2 Es besteht kein quantitativer Zusammenhang zwischen der Grdfie der Au-
PBerdiagonalelemente (d.h. min|5;|) und o = n;ém |Xi — A
) 1]

Wilkinson hat ein Beispiel einer 21 x 21-Matriz angegeben mit 3; =1 Yi

und o in der Gréfenordnung von 1072, Bei Matrizen mit solch “fast zusammenfallenden” Ei-

genwerten ist die Bestimmung eines _einzelnen Eigenvektors ganz auflerordentlich schwierig.
O
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5.5 Direkte Iteration nach v. Mises und Verfahren

von Wielandt

Ziel der in diesem Abschnitt beschriebenen Verfahren ist es, zunéchst eine Eigenvek-
torndherung zu finden. Wie man dazu dann eine Eigenwertndherung bekommen kann,
haben wir bereits in Satz 5.1.4 gesehen. Die (fiir die Praxis allerdings unbrauchbare)
Grundversion der direkten Iteration von v. Mises lautet:

1. Wahle 2o € C", 1z # 0 geeignet

2. Fir k=0,1,2, ... setze

Ty = Axy,

Satz 5.5.1 FEs sei A € C"" diagonalihnlich und Au; = \ju;,
U = (uy,...,u,) ein vollstindiges Eigenvektorsystem von A. Ferner gelte

Ty = znzfz‘ui mit & # 0
Al > 2 [
Dann gilt fiir die oben konstruierte Vektorfolge {xy}
(1) k= &N (ur + O(I32[7)

(i) R(z;A) =M1+ 0(2]")

Beweis: Man beachte, dafl
& = vflag

gilt, wo vl der biorthonormierte Linkseigenvektor zu ); ist, also die erste Zeile von

(U, .oy un) "t

&
v = APz = (uy, ..., up) diag (N}, ., M) (g, oy ) (g, oy up) |
&n
=3 N = 6N+ 305 (k)
— —~ & M
1= 1= \\/-/
1132

=17
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Ty Tpp
oy
SN (ut’ + O(32 )N (un + O(|32 )

SN (uf’ + O(132 ))& (w1 + O(|52[7))

=Aﬂ+0®W»

R(xy; A) =

Bemerkung 5.5.1

(a) Fir |A\i| # 1 fihrt die praktische Durchfiihrung der obigen “Grundversion” schnell

(b)

zu Exponententiber— oder —unterlauf. Man rechnet stattdessen mit Normierung
nach

Tpp = Axy
— Hz,
Ok = Tk Tk41
Tiyr = Thp/|| T
mit xo : ||zo|| = 1 geeignet gewdihlt. Es gilt dann

A
xp = Vr(ur + O(|/\—2 ) Il =1
1

und )
o= (1 +O( 1)
1

und 1m hermitischen Fall sogar
_ A 2k
o = M (14+O(17)) -

Normiert man xy, auf (xy); = 1 fir eine Komponente j mit (u1); # 0, dann ist
{zk} konvergent gegen ein Vielfaches von ;.

Satz 5.5.1 gilt entsprechend fir Ay = Xy = +-- = A,
(ALl > [Arga]| >0 > A, falls 2o = Zfﬂ% und Z &i| # 0.
i=1 i=1

(c) Die Voraussetzung & # 0 bzw. Z |&i| # 0 wird in der Praxis durch eingeschleppte

(d)

i=1

Rundungsfehler stets erfiillt, auch wenn xy ungeeignet war.

Man kann auf die Voraussetzung “A diagonaldhnlich” verzichten. Dann tritt aber
an die Stelle des Fehlerterms O(]i—ﬂk), die ja wenigstens noch Konvergenz mit der

Konvergenzgeschwindigkeit der geometrischen Rethe sicherstellt, ein Term O(%),
die Konvergenzgeschwindigkeit ist dann also sublinear.
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(e) Bei verschiedenen betragsgleichen und betragsdominanten Eigenwerten von A (z.B. be-
tragsdominanter komplezer Eigenwert einer reellen Matriz!) tritt keine Konver-
genz ein. Man kennt aber Verallgemeinerungen des Verfahrens auch auf diesen
Fall. (simultane Vektoriteration, vgl. Literaturhinweis am Ende dieses Kapitels)

O

Beispiel 5.5.1 Wir betrachten die direkte Iteration fiir eine symmetrische 4 x 4— Ma-
trix mit den Eigenvektoren

%(Sin(%))izl ,,,,, n
mit den folgenden Figenwerten:
1. 10,5,1,10
2. 10,5,1,-10
3. 10,5,1,-9.99
4. 10,5,1,-9.9

5.10,5,1,-9

Wir versuchen, den jeweils dominanten Eigenwert mit einer Genauigkeitsforderung 10-°
mit dem Startvektor (1,0,0,0,)T zu finden. Es ergibt sich folgendes:

’ Fall H Ao/ A \ Schritte \ Bemerkung ‘
1. 5/10 = 0.5 11 | Doppelter Eigenwert
2. Keine Konv.: zwei betragsgrifste EW
3. 9.99/10 = 0.999 7252
4. 9.9/10 = 0.99 723 | Faktor 10 zum Fall 3)
5. 9/10=10.9 70 | Faktor 10 zum Fall 4)

Sowohl das Konvergenzverhalten ((’)(|i—i|2k)) als auch die geforderten Voraussetzungen
fir das Verfahren lassen sich durch die numerischen Resultate voll bestitigen:

0.52 =23-10"7, 0.999'*°% = 4.99.1077, 0.99*6 = 4.88.1077, 0.9 =39.10"" .

Die Konvergenzgeschwindigkeit der direkten Iteration hangt entscheidend von dem Quo-
tienten |Ay/A1| < 1 ab. Seien Ay, ..., \,, die Eigenwerte von A. u sei eine Eigenwertnihe-
rung fiir A; und es gelte

0 < [\ —pl <A — gl Vi€ {1,...,n}\{i}

Dann ist A — pl regular und fiir die Eigenwerte 7, = Tl—u von (A — pl)™t gilt

|7 > |7 Vie{l,...,n}\{i}
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Ferner wird max |7;]/|7:| um so kleiner, je besser die Eigenwertnéherung war. Die direk-
JF

te Iteration fiir (A — uI)~! fithrt dann also zu schneller Konvergenz. Dies ist die dem
Verfahren von Wielandt, der sogenannten “gebrochenen” oder “inversen” Iteration, zu-
grundeliegende Idee. Entscheidend fiir die praktische Brauchbarkeit des Verfahrens ist
es, daf3 die Inverse (A — pl)~! nicht explizit gebildet zu werden braucht. Vielmehr 16st
man pro Schritt das lineare Gleichungssystem

(A—pu)Tpyr = wp

Tkl = ikH/kaHH

was ohne groffen Aufwand moglich ist, wenn man (ein fiir allemal) eine Dreieckszerlegung
von (A — ul) (zumindest mit Spaltenpivotstrategie!) berechnet hat: Mit

PA—u)Q=L-R

rechnet man dann geméf

zr = Puxy
ka = Zk
ka = Uk
Q T = wy

Man konnte mit der neu errechneten Eigenvektorndherung ., auch eine neue Eigen-
wertndherung definieren, eine neue Dreieckszerlegung berechnen usf. Wegen des hohen
Rechenaufwandes lohnt sich dies aber in der Regel nicht.

Beispiel 5.5.2 Gesucht ist der kleinste Eigenwert \s der Matriz

30 2 0
2 20 1
0 1 10

Nach dem Kreisesatz von Gerschgorin liegt der kleinste Eigenwert in einem Kreis vom
Radius 1 um 10 und ist isoliert. Wir benutzen deshalb den Shift u = 10. Als Startvektor
nehmen wir xo = (0,0,1)T. Mit dem Shift u = 10 erhilt man die Matrix

~ 0 20
A=A—pr=A—-10I=| 2 10 1
0 10

20 2 010 1 5 1/210 1 5 1/2|40 1 0 0]-0.1
210 1{0 — O 1 0|1 — 01 0|41 — 0 1 0|+1
0 1 01 0 -98 —-101|0 0 0 1]-98 0 0 1]-98
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Damit lautet ¥, = (—0.1,1,—9.8)T. Mit dem RAYLEIGH-Quotienten erhdlt man zuerst
eine Niherung fiir den Eigenwert o; = «— von A~ = (A — ul)~L:

Ai—p
T i-1 T
~ ry A x To T —9.8
O3 =~ R(l’o,A ) = T =7 = =-98
Ty To Ty To 1

Wegen A3 = p+ 0—13 liefert dies als neue Niherung fiir \s:

1 xlx
Mg R = A

1
=10+ —— =~ 9.89796
R(wg; A1) R -9.8
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<<

Beziiglich der Beschaffung eines geeigneten Startvektors gibt der folgende Satz Auskunft:

Satz 5.5.2 Sei A € C"*" diagonalihnlich, Au; = \u; i=1,...,n,
lluill2 =1 Vi worin U = (uy, ..., un) ein vollstindiges Eigenvektorsystem von A bezeichnet

und
P(A—ul)Q =LR

P,Q Permutationsmatrizen,

L untere Dreiecksmatrix mit Diagonale 1 und Elementen von Betrag <1

R obere Dreiecksmatrix

Ferner sei s definiert durch |pss| = miin |pii| und R := diag (P11 s D) R. Dann gilt, falls p

kein Eigenwert ist

min [Aj —p| < V/nlpss|cond |, (U)

min [A; — 4| L7 2l 2~ [lacond .y, (U)v/n

IN

Definiert man x1 durch
RQTz1 = pyses (=xp := pSSPTLeS) (5.7)

und den Index k durch || = max |&|, wo

n
v =) &u;
i=1
dann gilt fiir den zugehorigen Eigenwert A\ die Abschdtzung
I\ — ] < 02| pgsleond |y, (U)

(sind also die verschiedenen Eigenwerte von A hinreichend separiert im Vergleich zu min |\;—
J
|, dann wird |\ —p| = min |A\j—p| und somit 1 eine zur inversen Iteration sehr gut geeignete
j

Startniherung.)
O

Beweis: Andert man den Wert p,, in der Dreieckszerlegung ab in 0, dann ist dies dquivalent
zur Abinderung von

A—pul in B:=A—pul —psPlLegel QT

und B wird singulédr. Satz 5.1.8 liefert die Abschétzung

[a)
|
>
|
=
A

cond |\'||2(U)|PSS| HPTLeseZQ||2

IN

\/ﬁ|pss!cond ||'H2(U)
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fiir ein geeignetes i. Sei nun jo definiert durch |Aj; — p| = min |A; — pl.
Es gilt wegen |uj,|l2 =1 l
1

Ajo — 1
1

= 5 S IA =D = [(PTLRQT) ™ < 127 BB
’)‘]0 - ,u,‘

(A - MI)_lujo = Ujg
1

[ss]

Somit
|pss| < mjin A — L7 2l B |2

Nach Definition von x1 und des Index k ist
1 < [lz1]l2 < nl&l

Weiterhin gilt

ro =Y &N — p)us
i=1

1U aol|2 = [U " pss P Lesl2 < |pss| U l2v/n
132 pss[|U |2 < 02| pss|cond ., (U)

€[ Ak — 1l
| Ak — 1l

IN A

Bemerkung 5.5.2 Wurde die Dreieckszerlegung mit vollstindiger Pivotwahl durchgefiihrt,
dann gilt fiir die Elemente von R : pii =1, |pij| < 1.

In diesem Fall kann |L7Y|2||R~Y||2 als eine Funktion von n allein abgeschitzt werden (Ub.).
Ist p = Aj fiir ein j, dann wird pss = 0 und 1 selbst wird zugehériger Eigenvektor. Man
erkennt, daf$ pss linear mit mjin |\j — | gegen null geht. Dennoch treten bei obiger Bestimmung

von x1 keine numerischen Probleme auf. Man kann auch hier einen zu Satz 5.4.1 analogen
Satz formulieren, d.h. ist p — X\; = f(n)ve, dann ist bereits x1 ~ u; bis auf einen Fehler der
Ordnung e, bei dem als Fehlerverstirkungsfaktor allerdings (u.U. grofe) Terme analog Satz
5.1.8 auftreten. O

>>

Ist A eine nichtzerfallende obere Hessenbergmatrix, dann ist der erste Koordinatenein-
heitsvektor stets ein geeigneter Startvektor fiir das von Mises bzw. Wielandtverfahren,
weil kein Linkseigenvektor von A die erste Komponente =0 haben kann, wie man leicht
durch Widerspruchsbeweis verifiziert.

Das Wielandt—Verfahren wird in der Praxis benutzt, um zu bereits mit hoher Genau-
igkeit gefundenen Eigenwerten die entsprechenden Eigenvektoren zu bestimmen, aller-
dings meist in der rudimentéren Form, nur z; gemafl Satz 5.5.2 zu bestimmen, und nur
1 bis 2 Iterationsschritte folgen zu lassen, und dies auch nur fiir Hessenbergmatrizen.
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Bemerkung 5.5.3 Man kennt auch Verallgemeinerungen dieser Iterationsverfahren
zur simultanen Bestimmung mehrerer Figenvektoren. Dabei muss man in hermitischen
Fall dafiir sorgen, daf$ das Eigenvektorsystem immer orthonormiert bleibt, bzw. im nicht-
hermitischen Fall, wo man dann auch das Linkseigenvektorsystem mitbestimmen muss,
Links- und Rechteigenvektoren biorthonormaiert. Im hermitischen Fall lautet das Verfah-
ren zur Bestimmung der p kleinsten Figenwerte einer positiv definiten symmetrischen
Matriz A ("RITZIT” nach Rutishauer): (X®) ist hier eine n x p-Matriz)

AZ®ED = X® oy simultane lineare Gleichungssysteme losen
Z = Qui1Res1 QR-Zerlegung
RkHRfﬂ = VkHA,;_flV,Srl vollstindiges Eigenwertproblem der Dimension p lésen
X*D = Qi Vi Matrizmultiplikation

und dazu gilt der

Satz 5.5.3 Seien
0 < XM < o0 <A < A Sl

die Figenwerte der hermitischen Matrixz A mit den orthonormierten Eigenvektoren x;, 1 =
L...,pund (X (xy,... 2,) sei invertierbar. Dann gibt es Konstanten ~y;, so dafs

[sin 22, 2)| < %N/ Apsr)”
O
Fiir den nichthermitischen Fall gibt es eine Verallgemeinerung dieses Verfahrens von

Stewart: Simultaneous iteration for computing invariant subspaces of non-Hermitian
matrices. Numer. Math. 25, 123-136 (1976).

5.6 Das QR—Verfahren

Das im Folgenden beschriebene QR—Verfahren wird vor allem dann eingesetzt, wenn es
gilt, alle Eigenwerte (und evtl. auch Eigenvektoren) einer Matrix zu bestimmen. Aus
Aufwandsgriinden fithrt man dieses Verfahren nur an Hessenberg— bzw. Tridiagonalma-
trizen durch, d.h. eine allgemeine Matrix wird zunéchst auf die entsprechende Gestalt
transformiert. (Diese Matrixformen sind invariant gegeniiber der im Algorithmus defi-
nierten Transformation; Ubg.). In der folgenden Darstellung betrachten wir jedoch den
allgemeinen Fall und gehen auf rechentechnische Besonderheiten in Bemerkungen ein.
Wesentliche Hilfsmittel zum Verstdndnis des Verfahrens sind der Satz von Schur und
das Verfahren von Wielandt, jetzt mit variablen Spektralverschiebungen p. Zunéchst
zeigen wir

Satz 5.6.1 Satz von Schur Sei A € C™*™ beliebig. Dann existiert ein unitdres U, so

dafs
U" AU = R = obere Dreiecksmatriz

(mit den Eigenwerten von A auf der Diagonalen von R) O
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Beweis: Sei x ein Eigenvektor von A zum Eigenwert \. Wahle () unitir mit

Q"z = ||z[le:

z.B. als eine Householdermatrix, siehe Kapitel 4. Dann ist
oH
A

Q" AQe, = QHAi = QH)\i = \ej.

] ]

a0y

denn

/:l hat die tibrigen Eigenwerte von A zu Eigenwerten. Wir wiederholen den Vorgang mit
A und definieren die entsprechende Ahnlichkeitstransformation fiir A durch

110
0@
usw. U ist dann Produkt aller dieser Matrizen. |

Beispiel 5.6.1 Wir berechnen die Schurnormalform der Matriz

21 -1
A= 0 3 -1
2 3 -2

Ein FEigenvektor von A ist %(1,2,2)? Mit dem gegebenen FEigenvektor wird die erste
HOUSEHOLDER-Matrixz bestimmt, als

U1 =71 - ﬁlululT

wober _ )
sign(y)([y1] + [[yll2) 3
Uy = Y2 = g
Ys 3
und folglich (B, = uT2u1 = i—i 1st. Es wird natirlich vermieden, die Housholdermatrix

explizit aufzustellen, vielmehr berechnet man die Matrix A, = U1 AU, spaltenweise, bzw.
zetlenweise.

Die i-te Spalte der Matriz Ay = U, A ist dann gegeben durch
(1211).72' = (UlA)ﬂ, = (I — ﬁ1U1U{)A.7i = A-,i — ﬁl(U{A,l)ul

Es ergibt sich
-6 —-13 7
A== —6 1 2
0 -1 1
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Die j-te Zeile der Matriz A, = fllUl lautet

(A1); . = (Ailh); . = (A1) (I = Bruu]) = (Ay); . = Bi((Ar); ua)uf .

Das ergibt
1 6 -7 13
0 1 -1

Im zweiten Schritt mufs nun ein Figenvektor der Restmatrix

. 1(4 5
A1:§(1—1)

bestimmt werden. Das charakteristische Polynom lautet

(G- N3-N-g=0

und liefert die Figenwerte
1 1
o= 5(1+ V5) und A3 = 51— V5).
Der Eigenvektor zum Figenwert Ao ist

45)
Vo = .
(<3805

Die zweite Householdermatriz Uy wird dann gebildet durch

1 0 0 . R
Uy=|0 Uy Up mit U = < gﬂ gu ) = I — Byusul,
0 Uy U 21 Uz

wobei

2.014485 2
Uy = ( 0.170820 ) und [y = Ty = (0.489317.
Nach dem selben Schema wie im ersten Schritt kann nun Ay = Uy A Uy berechnen ohne
U,y explizit aufzustellen. Es folgt

2 1.570365 4.664352
A; = 0 1.618034 —1.333333
0 0 —.618034
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Eine Umformulierung dieses Satzes ist

Satz 5.6.2 Sei A € C™" bel.; Ay = Az, mit x # 0 und Q € C™" wunitir mit
Qe, = ax. Dann gilt B
QHAHQen = ey

d.h.

s Y

QP AQ = mit A e Cln=Dx(n=1)

0 --- ()‘)\
O

Wir betrachten nun die Anwendung dieses Satzes im Zusammenhang mit ungenauen
Eigenvektornédherungen

Wir nehmen nun zunéchst einmal an, pq sei eine “gute” Ndherung fiir einen Eigenwert
A von A und daf die Anwendung des Wielandtverfahrens sinnvoll ist.

Sei eine Q R—Zerlegung von A — 1yl gegeben.

A—pol = QoRy

Mit py — A gilt pg) ) 5 0 fiir mindestens ein i. Ist A eine obere Hessenbergmatrix
mit nicht verschwindenden Subdiagonalelementen (in der Praxis allein interessierender
Fall!), dann ist notwendig ¢ = n und deshalb wollen wir im Folgenden diesen Fall

betrachten. Sei also p%% “sehr klein”. Es wird

(A" — D) Qoen = Rilen = pllen = 0, (Ip)] = [p)] ~ 0)

nn

d.h. 7, := Que, ist offenbar eine gute Eigenvektorniiherung von (A* — figI) (d.h. Links-
eigenvektorniherung von A — iol) und geht aus dem Wielandtverfahren fiir A” hervor

mit der Verschiebung fig und z( := ﬁggen.
Ferner wird

QI (AT — [ig)Que, =0 dh. el QFAQy ~ e’
d.h. die letzte Zeile von

QY AQo = Q (QoRo + 10])Qo = RoQo + 1ol

enthélt also auflerhalb der Diagonalen nur “kleine” Elemente, vgl. Satz 5.6.2. Da x; =
Qoen offenbar eine gute Eigenvektorndherung ist, ist

fir .= R(zy; AT = e QU AR Qg e, = all)
H
=:A7

d.h.
1= afﬂ}g mit A; = QDHAQO = RoQo + pol
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eine eventuell bessere Eigenwertndherung fiir A\. Wir wiederholen darum den Vorgang
fiir

Ay =l (= RoQo + (po — p)I) :

Ay — Il = Q1 Ry

Dann
(A = nD)Qien = plilen
(QéfAHQO_ﬂII)Qlen - ﬁngen
(A" — D) QoQren, = Pl
=:x9
d.h. =9 := QoQ1e, ist das Ergebnis eines weiteren Wielandtschrittes, jetzt mit einer
g J

anderen, eventuell besseren Spektralverschiebung. Dies legt folgende Grundversion des

() R—Algorithmus nahe:

Sei Aj := (agq)) =A. Wihle 0 <d <1 (2.B.d=10""ist sinnvoll)

J

Fir £k =0,1, ...

1. Wahle py, geeignet, z.B.
n—1 n—1
0 falls £ = 0 oder Z |a£f;-|2 > (52 |a$3;|2
j=1

Mk? = j=1

k
anﬂ)l sonst

2. Berechne die ) R-Zerlegung

Ap — pd = QrRy,

3. Appr = RpQp + pl

Beispiel 5.6.2 Sei

30 2 0
A= 2 20 1
0 1 10

Wir schitzen zundchst den kleinsten Eigenwert von A zu 10 unter Benutzung des Krei-
sesatzes. Wir betrachten zundchst die QQR-Zerlegung einer oberen Hessenbergmatriz. In
jedem Schritt erfolgt eine Multiplikation der Art:

I Q 0 AH A12 A13 All ~A12 ~A13
PA=10 P O 0 Ay Ay | = 0 PAy PA
0 0 I 0 Az Ass 0 Aso Ass

wobei P; eine 2 x 2 Matriz ist, die in der Diagonalen ab der i-ten Position steht. Wir
sehen, dafl beir der Produktbildung nur die Zeilen i und i4+1 von links mit P; multipliziert
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werden. Analog erkennt man, daf8 bei dem Produkt RQ) die Spalten i und i+1 von rechts
mit P, multipliziert werden. .
Im Folgenden beschreiben wir nur die wesentlichen Teile P; der P;

2 0

~ 1
101 |=b=uv(? 2) mitv=_——_
10 2 =20 404

20
A—-101 = 2
0
Es folgt fir Ay = Pi(A—101):

1/v 60v 2v

~ —196v 1 _ 1
A= 0 —196v —-20v | = P :u( ) mit | = ————
! 0 . 0 ? 1 196v V1 + 196212
1/v 60v 2v
R=PA, = 0 1/u 39200%u
0 0 —20vu
20 + 12002 2 — 120002 2v 20.29703 * *
RP, = v/ —20v/p 392002 | = | 0.97539 —9.75386  0.98985
0 0 —20vp 0 0 —0.10151

Aus Symmetriegrinden brauchen wir die Multiplikation nicht ganz auszufiihren.

20.29703 * *
RP P, = 0.97539  9.80395 *
0 —0.01036 —0.10098

= A\ € [9.88865,9.90938] . Dies ist nun bereits eine erhebliche Verbesserung

Zu diesem Verfahren gilt

Satz 5.6.3 Seien die Folgen {A}, {Qr}, {Rk} durch obigen Algorithmus definiert
und py, kein Eigenwert von A (Vk). Setze

Qr:=Qo---Qr, Rp:=Ry-- Ry

Dann gilt o

() Quen = (A= )4 = D)) 0 i
71l = (A — D). (A — o))~ ) ey
(i) al = R(Qu_ren; A) = Ao + L Q1 (A — \oI)Qp—1es

wenn man Qge,, als Eigenvektorniherung zum Eigenwert Ay von A™ ansieht.
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Beweis:

Ay = R 1Qp—1 + i1l = QkH_l(Ak—l — pi—1 D) Qr—1 + p—11

= Qi A 1Qur = = Q1. Qf AQo...Q)—1
= Q£_1AQk—1-
Daher
A=l = Q1 A0M, — il = Qi-1(A; — 1 )QY
= Q;1Q;R,QL, = Q;R;Q7 |
(A — ,uk])(A - ,u()]) = QkRkaH_le_le_l...QoRo
= QipRy...Ry = QiR
also ist

(A= po) (A= D)™ en = (B Q) en = Quen /i)

und wegen ||Qre,|| = 1 folgt (7).
Sei \g ein Eigenwert von A und

vy = (AH — 5\0])@1@71671 = (quAkHQkHA - XO[)Qkflen
also

e’ Ay = Moel + ol Qpy
all) = el Ape, = Xo+ vl Qroien
= ekaH_l(A - /\OI)Qk—1€n + o
= R(Qu-16n; A)

O

Es ist also jeweils Qre, Resultat des Wielandt—Verfahrens mit den variablen Verschie-
bungen jig, ..., fiy, (fir A7) und o™ der zur letzten Eigenvektornidherung gehorende
Rayleighquotient. Die Resultate von Satz 5.1.4 sowie Abschnitt 5 zeigen, dafl dement-
sprechend die letzte Zeile von A, auflerhalb der Diagonalen auflerordentlich schnell
gegen null konvergieren wird, wenn nur p bereits hinreichend gute Eigenwertniherung
war. Gestartet wird das Verfahren mit Verschiebung 0, bis sich in der letzten Zeile die
Konvergenz zu manifestieren beginnt (vgl. obige Steuerung). Dazu gilt folgender Kon-
vergenzsatz:
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Satz 5.6.4 FEs sei A € C"" und fiir die Eigenwerte \; von A gelte
A1] > A > - > |\ >0

Ferner sei
YA=AY, A:=diag()\,...,\n)

(d.h. Y = X', wo X ein vollstindiges Eigenvektorsystem von A ist) und Y besitze
eine Dreieckszerlegung

Y:LyRy, LY:B’ Ry:ﬂ s dzag(Ly):(l,,l)

Dann gilt fiir den QR—-Algorithmus mit pur =0
(k)

" koo

— 0 Vi, miti>], ol — N

o (23

Ay o
Mit q := max |/\—| gilt genauer ozgf) =0(¢") i<y, oz(f) = \i + O(¢")
1>] i

%
J

<<

Beweis:

1. Sei X :=Y ! also A = XAY und daher
AR = XAPY = XAFLy A ARy
Sei R
XAPLA™F = U Ry,

*) >0 i=1,..,n!

i

eine Q R—Zerlegung mit p
Dann wird .
A¥ = U, ReA*Ry = U, R},

R*

eine Q R—Zerlegung und andererseits ist
AY = Qp_1Ri

ebenfalls eine Q R—Zerlegung. Also (die Q R—Zerlegung ist eindeutig bis auf unitire Dia-
gonaltransformation)

El@k S cnxn . |@k‘ = I, Qk—l = Uk®k7 Rk—l = @kRI:

!Diese Zerlegung ist eindeutig bestimmt und Ry, héngt reell differenzierbar von den Real- und
Imaginérteilen der Matrix ab (Cholesky—Faktor)
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2. Wir analysieren das Grenzverhalten von A¥Ly A™F.
Es ist mit Ly = (ZU)
0 1< g
1 1=7 (5.8)
O(IXi/ %) i >

(AkLyAfk)ij =

also
A LyA™ =T+ 0(¢")
Mit X = QxRx QR-Zerlegung mit pgf) > 0 folgt
XA*LyA™F = QxRx (I + O(¢")) = Ux Ry

und daher Ry = Rx + O(¢"), U =Qx +O(¢")
(denn der Cholesky—Faktor einer positiv definiten Matrix héngt reell differenzierbar von
den 2n? Real- und Imaginirteilen der Matrix ab),

3. Grenzverhalten von 04,0,
0,40k = 04Qf 1 AQk_10) = U AU}
(@x +0(d")TA(Qx + O(¢"))
— (RxX"'+ O(¢")XAX " (XR5 + O(¢")
(wegen Q¥ = Q')
= RxARY +0(¢")

Die Diagonalelemente von R XAR)_(1 sind aber gerade \; = Beh.
Bemerkung 5.6.1

a) Man kann auf die Voraussetzung der Existenz einer Dreieckszerlequng von Y verzichten.
Es existiert stets eine Dreieckszerlegung

PY = Ly Ry, P =

mit l;; = 0 falls i > j und m; < 7;
(zugehirige Pivotstrategie: erstes Element # 0 in der jeweiligen Spalte wird Pivot)

0 X
0 0
0 0
0 0
0 0
X 0
|| 1l
|| 1l
[ 1l

Abbildung 5.6.1
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(k)

Setzt man dies entsprechend im Beweis von Satz 5.6.4 ein, dann ergibt sich oy,

die ibrigen Aussagen bleiben unverdndert.

- )\ﬂ'i7

b) Durch eingeschleppte Rundungsfehler werden mehrfache Figenwerte in der Prazis auf-
gelost zu clustern dicht benachbarter Eigenwerte. Solche cluster werden durch Spektral-
verschiebung aufgeldst in Eigenwerte von unterschiedlichem Betrag, abgesehen den Fall
konjugiert komplexer Eigenwerte und reeller Verschiebungen:

Abbildung 5.6.2

Bei einem solchen Eigenwertcluster nahe bei null sind die Quotienten |\;/\;| stets deut-
lich von 1 verschieden.

c) Sieht man den obigen Beweis noch einmal durch, so erkennt man, dafi im Falle |\1| >
<> Apa] > | An—1| = |An| jedenfalls
oznlfj — 0, ap_1;—0firj=1,...,n—2. Man kann dann \, und \,_1 aus der rechten
unteren 2 x 2 Untermatriz approximieren. Fiir den Fall konjugiert komplexer Eigenwerte
einer reellen Matriz gibt es eine in rein reeller Rechnung verlaufende “Doppelshift—

Technik”,die auch dann fiir Konvergenzbeschleunigung sorgt.

a

>>

Aufgrund der Bemerkungen 5.6.1 a) — ¢) folgt, daf in der Praxis der Q R—Algorithmus
bei geeigneten Zusatzmafinahmen fiir jede Matrix konvergiert. Wenn die Elemente der
letzten Zeile aulerhalb der Diagonale hinreichend klein geworden sind, beginnt man mit
der Shift-Technik, wodurch sich die Konvergenz enorm beschleunigt.? Sind die Elemente
der letzten Zeile praktisch zu null geworden, kann man die () R—Transformation der
linken oberen (n — 1) x (n — 1) Untermatrix zur Konstruktion der ) R—Transformation
der vollen Matrix benutzen geméaf

Q c C(nfl)x(nfl) NN ( Q0 > e Cnxn
01

Diese Technik benotigt man aber nur, wenn man die Eigenvektoren der Grenzdreiecks-
matrix (und daraus alle Eigenvektoren von A) bestimmen will. Sonst kann man einfach
die Dimension des Problems verkleinern.

2Die Grofenordnung der AuBerdiagonalelemente quadriert sich pro Schritt. Bei hermitischen Ma-
trizen ist die Konvergenz sogar normalerweise von dritter Ordnung.



5.6. DAS QR-VERFAHREN

Beispiel 5.6.3 Hier werden die Figenwerte einer symmetrischen Matriz mit einem
Figenwertcluster bei 1000 berechnet. Das benutzte Verfahren ist eine Variante, das QL-
Verfahren, bei dem eine untere Dreiecksmatriz aus einer unteren Hessenberg- bzw. Tri-
diagonalmatriz erzeugt wird. Das mafgebliche Element, das zu Null gemacht wird, ist
also ay o Die Eingabematriz wird also zundchst wie in Abschnitt 5.2 beschrieben auf
Tridiagonalgestalt gebracht. Dies ist hier nicht wiedergegeben.

Matrix A :

row/column 1 2 3
1 .6110000D+03 .1960000D+03 -.1920000D+03
2 .1960000D+03 .8990000D+03 .1130000D+03
3 -.1920000D+03 .1130000D+03 .8990000D+03
4 .4070000D+03 -.1920000D+03 .1960000D+03
5 -.8000000D+01 -.7100000D+02 .6100000D+02
6 -.5200000D+02 -.4300000D+02 .4900000D+02
7 -.4900000D+02 -.8000000D+01 .8000000D+01
8 .2900000D+02 -.4400000D+02 .5200000D+02

row/column 6 7 8
1 -.5200000D+02 -.4900000D+02 .2900000D+02

W N OO WN

Berechnete Eigenwerte und Fehler

lam[ 1] = -.10200490184300D+04
lam[ 2] = -.14085954624932D-12
lam[ 3] = .98048640721745D-01
lam[ 4] = .10000000000000D+04
lam[ 5] = .10000000000000D+04
lam[ 6] = .10199019513593D+04
lam[ 7] = .10200000000000D+04
lam[ 8] = .10200490184300D+04

lam_exakt [
lam_exakt [
lam_exakt [
lam_exakt [
lam_exakt [
lam_exakt [
lam_exakt [
lam_exakt [

-.4300000D+02 -.8000000D+01 -.4400000D+02
.4900000D+02 .8000000D+01
.4400000D+02 .5900000D+02 -.2300000D+02

-.5990000D+03 .2080000D+03
.4110000D+03 .2080000D+03
.2080000D+03 .9900000D+02 -.9110000D+03
.2080000D+03 -.9110000D+03

.5200000D+02

.2080000D+03
.2080000D+03

.9900000D+02

1]-lam[
2]-lam[
3]-lam[
4]-lam[
5]-lam[
6]-lam[
7]1-1lam[
8]-lam[

4

.4070000D+03

.1920000D+03

.1960000D+03
.6110000D+03
.8000000D+01
.4400000D+02
.5900000D+02

1]
2]
3]
4]
5]
6]
71
8]

2300000D+02

.9095D-12
.1409D-12
-.1731D-12
.1137D-12
-.3411D-12
.0000D+00
-.5684D-12
-.2274D-12

45

5
-.8000000D+01
-.7100000D+02

.6100000D+02
.8000000D+01
.4110000D+03
-.5990000D+03
.2080000D+03
.2080000D+03

Die Iteration ist im Folgenden dargestellt. k zihlt die Iterationen pro Eigenwert und n(k)
gibt die laufende Dimension des Problems an, die sich mit jedem akzeptierten Eigenwert
verringert. Man erkennt die durch die Shifts erzeugte ausserordentliche Konvergenzge-

schwindigkeit.

Iterationsprotokoll :

k  a(1,2)(k) n(k)
0 .5843D-06 8
1 .3034D-13 8

Eigenwertnaeherung akzeptiert !

0 -.1304D-05 7
1 -.1621D-28 7

Eigenwertnaeherung akzeptiert !

0 .1088D-02 6
1 -.1030D-06 6
2 .8160D-20 6

Eigenwertnaeherung akzeptiert !

0 .3903D-02 5
1 .2011D-12 5
2 .2529D-51 5

Eigenwertnaeherung akzeptiert !

0 -.1663D-10 4
1 .1497D-47 4

Eigenwertnaeherung akzeptiert !

0 .1877D-01 3
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1 .1008D-03 3

2 .1458D-18 3
Eigenwertnaeherung akzeptiert !

0 .3553D-07 2

1 .0000D+00 2
Eigenwertnaeherung akzeptiert !

Bei der Benutzung der () R—Zerlegung einer Hessenberg- oder Dreibandmatrix kann man
den Q-Faktor leicht als Produkt von n — 1 sogenannten Givensmatrizen erhalten:

Die Subdiagonalelemente (i + 1,7), ¢=1,...,n — 1 werden in der natiirlichen Reihen-
folge annuliert durch eine Kombination der Zeilen 4,7 + 1 :

Sei a:= qy, b= a1,

Dann leistet die Multiplikation mit

Q, = “(Givens—Rotation”

a b

V0al? + [P Val? + o

(Geometrisch: Drehung und Spiegelung)
das Gewdiinschte. €; ist im reellen Fall symmetrisch! Es ist dann

A— ILL[ = Ql ...... anlR = QR
RQ + ,u[ = RQl ...... Qn—l + [LI

Noch giinstigere Ergebnisse erhédlt man mit der von Wilkinson angegebenen Shift—
Technik. Als Shift p;, wird derjenige Eigenwert der 2 x 2-Matrix

k k
afzf)l,nfl afzzl,n
GT(EZLA an]le

gewdhlt, der ndher bei k) liegt. Im Falle aﬁle = agi)l’nfl nimmt man bei reellen Eigen-

werten den kleineren.
(Im nichthermitischen Fall kann diese 2 x 2-Matrix natiirlich auch komplexe Eigenwerte
haben, insbesondere wenn A selbst komplexe Eigenwerte besitzt, vgl. Bem. 5.6.1 ¢) )
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Fiir diese Shift—Technik gilt

Satz 5.6.5 FEs sei Ay = A eine nichtzerfallende hermitische Tridiagonalmatriz

A =
. k
e ﬁ'r(z—)l
A, ol

werde mit dem QQ R—Algorithmus berechnet, wobei fiir alle k der Shift puy nach Wilkinson
gewdhlt sei. Dann gilt:
57@1 —0
(d.h. es tritt immer Konvergenz ein).
Falls auch ﬁﬁf_@ — 0, ﬁﬁ:_):g — 0, agﬁ_)i — i, t=1,2,
dann gilt sogar

(k+1)
k 6”*1 k - i =Cc > 0
(B2 (002 PAnet = Ml nz = Al
(d.h. die Konvergenz ist schneller als kubisch). O

Man kann fiir beliebige hermitische Matrizen eine Ubertragung der Wilkinson’schen
Shift-Technik angeben, die zu globaler Konvergenz fiihrt, vergleiche bei Parlett, The
symmetric eigenproblem.

Im hermitischen Fall hat man also in der Verbindung von Househoulder— Transforma-
tionen auf Tridiagonalgestalt und Q R—Algorithmus mit Wilkinson—Shift einen &uflerst
effizienten Algorithmus®, um alle Eigenwerte und Eigenvektoren zu bestimmen. Die Ei-
genwerte bilden sich im Laufe der Rechnung in der Diagonalen heraus, falls die obige ex-
plizite Shifttechnik angewendet wird; allerdings nicht in einer vorgebbaren Anordnung.
Falls letzteres zwingend bendtigt wird, mufl man eine andere Shifttechnik benutzen.
(Ratqr von F.L. Bauer)

Sobald bei der Bestimmung des [-ten Eigenwertes ]ﬁl(k)] hinreichend klein geworden
ist, etwa wie |6l(k)| < ¢||All, wird az(ﬂ als Eigenwert akzeptiert. Man braucht dann
in den folgenden Schritten jeweils nur noch die linke obere Restmatrix der Dimension
n — [ zu behandeln. Die Akkumulation aller angewandten unitiren Ahnlichkeitstrans-
formationen ergibt die Eigenvektormatrix.

3im Durchschnitt bendtigt man zwei Q R-Schritte pro Eigenwert.
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5.7 Das Lanczos—Verfahren

Beim v. Mises-Verfahren, dem Wielandt-Verfahren und bei der simultanen Vektor-
iteration wird der k-te Iterationsschritt nur mit Hilfe der Information aus dem (k — 1)-
ten Iterationsschritt ausgefiithrt. Die Grundidee des Lanczos-Verfahrens ist es, die mit
der Folge @ 2™ . 2® im v. Mises-Verfahren bzw. Wielandt-Verfahren gewonnene
Information moglichst gut auszunutzen. Wir betrachten wieder den Fall eines symme-
trischen Eigenwertproblems

Ax = Iz, A= AT ¢ R™",

Die Eigenwerte von Q?AQJ- sollen als Naherungen fiir die Eigenwerte von A dienen.

Dabei ist Q; eine Orthonormalbasis des von z(@ Az©® ... A1z aufgespannten

Raumes. Die erste Spalte von Q; wird gleich (0 /||z(V||, gesetzt und allgemein gilt
mit X; = (z(0,... z0=D):

X; = Q;R; mit einer oberen Dreiecksmatrix R; und Q]TQJ = 1.

Die hohe Effizienz des Lanczos-Verfahrens ist dadurch bedingt, dafl zum einen die
grofiten bzw. kleinsten Eigenwerte von Q}FAQj sehr schnell gegen die gréfiten bzw. klein-
sten BEigenwerte von A konvergieren (falls 2(®) geeignet gewihlt ist), zum anderen die
Spalten von @); sukzessiv durch eine dreigliedrige Rekursion berechnet werden kénnen
und QJTAQJ- = T; Tridiagonalgestalt erhélt. Dies bedeutet, dafl das Eigenwertproblem
fir T; sehr effizient gelost werden kann. Dabei treten nur Matrix-Vektorprodukte mit
der Matrix A auf, sodafl auch Diinnbesetztheit dieser Matrix voll ausgenutzt werden
kann. Das Verfahren wird ausschliesslich fiir hochdimensionale Probleme (Eigenwert-
probleme diskretisierter Differentialgleichungen) mit Dimensionen bis 100000 und mehr
angewendet. Man muss allerdings beachten, dafl die Matrizen @); voll besetzt sind. In-
soweit stellt der verfiighare Hauptspeicher eine gewisse Grenze fiir die behandelbaren
Probleme dar. Es gilt dazu
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Satz 5.7.1 Sei A eine reelle symmetrische n x n-Matriz, £ # 0 € R" beliebig und
2@ = Az@) X; = (20, ... 20D) Q; = (¢, ..., qY), sowie firi=1,2,...

P = 4¢ — i — G100
mit
a = (q(i))TAq(i),
B = r Y,
wo ¢V =20/||zO,, ¢@ =0, B =1,
¢t = DB, fiir B # 0.

Dann gilt: Der Algorithmus ist durchfiihrbar, solange (; # 0. In diesem Falle ist

[ a1 B 0 7
B oo 52
QIAQ; = RIS =T,
e Bia
| 0 Bicr i

QIQi=1, X; =Q;R;, R; obere Dreiecksmatrizx,
d.h. die ¢9) bilden eine Orthonormalbasis des von den x\9) aufgespannten Raumes. O

<<
Beweis: Mit dem kiinstlich eingefithrten Vektor ¢(? gilt
81497 Y + ajqW) + B;qUtY = AqV) | =1,

und deshalb '
QiT; = AQ; + Big" Vel .

Wir zeigen nun zuerst, daB die ¢*) paarweise orthogonal sind. Dann folgt bereits
QI AQ: = T;.
Die Orthogonalitit der ¢*) wird induktiv gezeigt. Wegen
(@ 7T¢? = ((NTA¢D — a1 (¢ T¢™ = 0

haben wir eine Induktionsverankerung. Seien nun ¢(V), ..., ¢¥) paarweise orthogonal und nor-
miert. Dann wird fiir ##+1 £ 0
; 1
UNT k+) = () (k) _ (k—1)
(@) q = (g)"(4g™ — arg™ — By, _1g*)
1

— r+1) G=INT (k) _ UNT (k) _ T ,(k=1)
N ||r(k+1)|’<( +ajq¥ + 8;qV ) ™ — ap () ¢™ — B1(¢V) T )

= 0 firj+1 < k, alsofirj < k—1.
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Es bleiben die Fille j = k und j = k — 1. Nun ist wegen der Normierung der ¢¥) und der
Definition von Sj_1

1 _
@)"d* = ey (@) A0 = @) = Aua®) (")
= 0 nach Definition von a4 und Induktionsvoraussetzung und
1
(@* )" = e (@) AW — g (¢* )T — )
||
1
= (lr® (g ENT k) _
"T(k+1)“(‘|r H(q ) q ﬁk*l)
= 0.
Ferner ist

¢H = 33(0)/”55(0)” .
Sei nun als Induktionsvoraussetzung
q(k) € span(:c(o), Az ,Ak_lx(o)) )

Dann ist nach dem Bildungsgesetz fiir ¢(k*1)

g+t € span(w(o), Az ,Akila:(o)) U span(Ax(O), A% ,Akx(o))

und somit

Q; = X;R; mit einer invertierbaren oberen Dreiecksmatrix R;

solange ||r(+D]| #£ 0. 0
>>

Spitestens fiir i = n bricht das Verfahren (theoretisch) ab mit »™*Y) =0, d.h. 3, = 0.
In diesem Fall wire A durch eine orthonormale Ahnlichkeitstransformation auf Tridia-
gonalgestalt transformiert. Zu diesem Zweck ist das Verfahren aber ganz ungeeignet,
weil aufgrund der Rundungsfehlereinfliisse in der Praxis die Matrix ); sehr schnell ihre
Orthonormalitét verliert. Dennoch bleibt die Tatsache giiltig, daf fiir mafivoll kleines
J die groBten bzw. kleinsten Eigenwerte der tatséchlich berechneten Tridiagonalmatrix
T, = = tridiag (ﬁz 1, Q4 ﬁz) WO a,,ﬁz die berechneten Groflen bezeichnen, die grofiten
bzw. kleinsten Eigenwerte von A sehr gut approximieren, wenn z(?) geeignet gewihlt
ist. Selbstverstandlich kann auch bei exakter Rechnung der Algorithmus in Abhéngig-
keit von z(?) vorzeitig abbrechen, z.B. wenn (¥ ein Eigenvektor von A ist, schon im
ersten Schritt. Durch eine geeignete Umspeicherung wihrend der Berechnung kann man
den Algorithmus mit nur zwei Hilfsvektoren der Lange n durchfiihren, d.h. er ist auch
nur sehr wenig speicheraufwendig.
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Algorithmus:
V= =0 (1)
T ey 4
u =0,
60 = 17
J:=0.

Solange [3; # 0:
Firi=1,...,n:{ V= w=v/0 vi=—y0. }
wenn j>1 ¢UtY = wv:= Au+ov,

Ji=3+1
a; = ulv,
v = v — aju,
i = |lvlla-

Die Matrix A wird dabei niemals gedndert. Man benétigt lediglich eine Routine fiir die
Ausfithrung der Matrix-Vektormultiplikation Az, wobei man die Besetzungsstruktur
von A voll ausnutzen kann. Im Zusammenhang mit der Methode der Finiten Elemente
geniigt es z.B., die einzelnen Elementsteifigkeitsmatrizen vorliegen zu haben, anstelle
der um Groflenordnungen aufwendiger zu speichernden Gesamtsteifigkeitsmatrix, um
diese Operation auszufiihren.

Wenn man die Operation Au ersetzt durch die Gleichungslésung Aw = wu, hat man das
Lanczos-Verfahren in Verbindung mit der inversen Iteration.

Wie bereits erwdhnt, dienen die Eigenwerte der aus den berechneten Werten «;, 3;
gebildeten Tridiagonalmatrix

[ a1 B 0
51 ay o
- - i
| 0 5;‘71 aj |

fiir jeden Wert von j (d.h. fiir jeden weiteren Lanczos-Schritt) als Ndherungen fiir einige
Eigenwerte von A.

Fiir das Verfahren ist wesentlich, dafl man Schitzungen fiir die Genauigkeit dieser Niahe-
rungen aus dem Eigenwertproblem von 7 selbst erhilt, samt Néherungen fiir die dazu-
gehorigen Eigenvektoren von A. Dies ist der Inhalt des folgenden Satzes.
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Satz 5.7.2 Sei V; eine orthonormierte Eigenvektor-Matriz von T):
V.IT;V; = diag 61, ..., 6],

und Y; sei definiert durch
Vi =Q;Vi = lyr, -yl
Dann gilt
[ Ay — Ouwill2 = |55 |vsal-
O

Ist also vj;3; ,.klein®, dann bedeutet dies, dafl ©; eine gute Eigenwertschétzung fiir A ist
mit zugehoriger Eigenvektorschiatzung y;. Dies ist natiirlich insbesondere dann der Fall,
wenn [3; selbst sehr klein ist. Letzteres tritt allerdings in der Praxis selten auf. Dagegen
wird |v;;| oft sehr schnell klein. Einen Hinweis auf die Konvergenzgeschwindigkeit der
Eigenwertschétzungen liefert

Satz 5.7.3 Die reell-symmetrische Matriz A besitze die Figenwerte \y > --- > )\, mit
den zugehdrigen orthonormierten Eigenvektoren zi,...,2,. 61 > --- > 6;; seien
die Figenwerte von T;. Ferner seien @1, 01 sowie py, 0, definiert durch

lcosor] = (@) 2], o1 = (M —X)/(A2— ),
‘COS SOn’ ‘( ) Zn‘ On = (/\nfl - /\n)/(>\1 - >\n71)-

und es gelte

= Z%‘Zi mit y1, Yo # 0 .

i=1
Dann gilt fir1 < j < n

— (M = M) (tan ey /pj1 (1 +201))%,
+ (M = Ag)(tan @, /pj—1 (1 + 20,))%.

Dabei ist p; das Tschebyscheffpolynom erster Art von genauem Grad j mit der Nor-
mierung p;(1) = 1. O

Man erkennt, dafl im Fall gut separierter Eigenwerte und | tan ¢4 |, | tan ¢, | ,klein“ (d.h.
z© hat einen geniigend grofien Anteil in der Richtung von z; bzw. zp), die Fehlerschran-
ken sehr schnell klein werden, weil die Tschebyscheffpolynome auflerhalb des Intervalls
[—1, 1] sehr schnell anwachsen.

Auswertungen dieser Schranken zeigen, dafl das Lanczos-Verfahren beziiglich seiner
Néherungsgiite der direkten Vektoriteration hoch iiberlegen ist.

Leider werden die theoretisch so giinstigen Eigenschaften des Lanczos-Verfahrens durch
die extreme Rundungsfehlerempfindlichkeit des Verfahrens stark nivelliert. Diese Run-
dungsfehlerempfindlichkeit zeigt sich darin, dafl die tatséchlich berechneten Vektoren
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7@ sehr schnell ihre Orthogonalitit verlieren. Die Orthogonalitiit ist aber fiir alle Aus-
sagen iiber das Verfahren entscheidend.

Beispiel 5.7.1 FEs sollen die kleinsten Eigenwerte der 50 x 50 5-Bandmatriz

1 -2 1 0
-2 o —4 1
1 -4 6 —4 1
A=
1 —4 6 —4 1
: 1 -4 5 —2
|0 1 -2 1]

berechnet werden. Dieses Problem entsteht aus der Diskretisierung des Differentialgleichungs-
etgenwertproblems

y @ =y,
y"(0) =y"(0) =y"(1) = y"(1) = 0.

(Balkenbiegung eines beidseitig elastisch gelagerten Balkens).
Die 10 kleinsten FEigenwerte von A sind

Aso = 1.43894475-1075,
Mg = 2.29794694 - 1074,
Mg = 1.15966134 - 1073,
M7 = 3.6489003 - 1073,
Mg = 8.85782128-1073,
M5 = 0.0182399992,
Aa = 0.0335144259,
A3 = 0.0566323917,
A2 = 0.0897396256,
A1 = 0.1351343.

Es wurde das Lanczos-Verfahren in Verbindung mit der inversen Iteration verwendet. Als
Startvektor diente dabei 20 = [1,2,3,...]7. Schon im dritten Lanczosschritt ergeben sich die
Niherungen

O3 = 1.43899796-107°  fiir Aso,
Oy = 2.40714104-107%  fiir Ao,
©; = 0.0154333215 (fiir Ag5).
Die korrekten Stellen sind unterstrichen.
Ferner ist
11— QYQs|p=1.75-1078,4
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d.h. die ersten drei ¢ erfiillen die Forderung der Orthonormalitit im Rahmen der Rechen-
genauigkeit von 10 Stellen recht gut ((j(i) bezeichnet die tatsdchlich berechneten Werte).

Im 5. Lanczos-Schritt haben wir

Os = 1.43899751-107°  fiir Aso,

Oy = 2.29795209-10"%  fiir A,
@3 = 1.16123194-107°  fiir g,
@y = 4.51726268 1073,

61 = 0.125580791,

I - QfQsls = 3.75-107%
Im 7. Lanczos-Schritt schlieflich wird
©; = 1.43899751-107°  fiir Aso,

Qs = 1.43901098-107°  fiir Aso (1),
@5 = 2.29795195-10"*  fiir A\,

Oy = 1.15966716-1072  fiir \as,

O3 = 3.68169396-10"%  fiir \a7,

@y = 0.0116532546 fiir Aas,

61 = 0.257072226,

11— Q¥Qrllp = 1414 (),

d.h. die Matriz Q7 ist nun auch nicht anndherungsweise orthonormal. Gleichzeitig tritt eine
Niherung fiir Aso als Doublette auf, obwohl As5g ein einfacher, gut separierter Figenwert von

A ist.

Dies ist typisch fiir das Lanczos-Verfahren unter Rundungsfehlereinfluf$. Das Erkennen solcher
falschen Doubletten stellt eine besondere Schwierigkeit fiir die Anwendung des Verfahrens dar.
Man erkennt auch, dafi die Eigenwerte nicht alle systematisch angendhert werden, z.B. fehlt
eine Niherung fiir Mg, wihrend eine fiir A\y5 vorliegt. Dies liegt am Startvektor. O

Den Verlust der Orthogonalitiit bei den ¢ kénnte man dadurch ausgleichen, da man jedes
berechnete (") sofort beziiglich aller zuvor berechneten Vektoren

W, ..., ¢V orthogonalisiert. Dies wiirde aber den Rechen- und auch den Speicherzugriffs-
aufwand fiir das Verfahren (die ¢) wird man bei grofem n gewdhnlich auf einem Hinter-
grundspeicher halten) enorm erhéhen. Um das Entstehen falscher Doubletten zu vermeiden
geniigt es, ¢¥) bzgl. der bereits mit hinreichender Genauigkeit gefundenen Eigenvektoren von
A zu orthogonalisieren (sogenannte selektive Orthogonalisierung). Als ,hinreichend“ genau
definiert man dabei einen Defekt in der Einsetzprobe von der Gréflenordnung der halben
Rechengenauigkeit, d.h.

| Ay: — Ougill2 < VE 1A,

wobei nur die y; getestet werden, fiir die

1Bjllvsil < Ve [|Alle

im j-ten Lanczos-Schritt gilt. Natiirlich mufl man dazu in jedem Schritt das vollstandige
Eigenwert / Eigenvektor-Problem der Matrizen 7} 16sen, was aber nur wenig aufwendig ist.

Ist A eine beliebige Matrix, so ist || A g := (Sp(AA*))1/2
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Beispiel 5.7.2 Wir betrachten die Aufgabenstellung von Beispiel 5.7.1, jetzt mit selektiver
Orthogonalisierungs- Testgrofie

| Ays — O]l < 16-107°.
Im 10-ten Lanczos-Schritt ist

IT - QTQuollr = 4.631-1074,

©p = 1.43899752-1077,
Oy = 2.29795196 - 104,
Og = 1.15966203 - 1073,
O; = 3.64890097-1073,
Qs = 8.85782268-1073,
O; = 0.018240746,

6, = 0.0337289387,

O3 = 0.0651717673,
O = 0.185803438,
61 = 1.74281859.

Mit einem Aufwand, der 10 Schritten der einfachen inversen Iteration im wesentlichen ent-
spricht, sind bereits die sieben kleinsten Figenwerte von A mit guter Genauigkeit gefunden.
O

5.8 Allgemeine Eigenwertprobleme

Neben dem speziellen Eigenwertproblem tritt hdaufig auch das allgemeine Eigenwertpro-
blem

Ax=\Bux, x #0, (5.9)

auf, allerdings meistens fir A = A7, B = BY B positiv definit. In den Anwen-
dungen treten auch noch allgemeinere Aufgaben auf, etwa

(K+AXC—)X M)x=0, T #0, (5.10)
oder sogar
(A= MO) =0,  a#0,
mit einer von A abhidngenden Matrix M (\).

Wir wollen zunéchst (5.9) im Falle allgemeiner komplexer n x n Matrizen A, B be-
trachten. Solange B invertierbar bleibt, kann (5.9)unmittelbar auf das spezielle Eigen-
wertproblem zuriickgefithrt werden:

Azxz=)\NBzx & B l'Az=)\uz

Die explizite Durchfiihrung dieser Transformation ist nur dann zu empfehlen, wenn die
Dimension des Problems nicht grol und B nicht zu schlecht konditioniert ist. Wenn A
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und B hermitisch sind und B positiv definit, wird man die Transformation mit Hilfe
der Cholesky-Zerlegung von B bevorzugen, die die hermitische Struktur des Problems
erhélt:

Az = ABz, B=LL" & LTA LY L"z=XL"z
& Cy = Ay mit y=L"72z Cc=cCcf=1L"

Zunéchst wollen wir uns kurz mit dem allgemeinen Problem (5.9) befassen. Eine hin-
reichende und notwendige Bedingung zur Existenz von x # 0 in (5.9) ist ersichtlich

det (A—\ B) =0, (5.11)

und dies ist wiederum ein Polynom vom Hochstgrad n in A. Somit ist jede komplexe
Zahl \ Losung von (5.11) oder es gibt hochstens n solcher Werte. Der erste Fall kann
durchaus eintreten, wie das Beispiel

3] e-[3d

zeigt.

Wie beim speziellen Eigenwertproblem ist die Losungsstruktur von (5.9) unmittelbar
iberschaubar, wenn A und B obere (oder untere) Dreiecksmatrizen sind. Gilt ndmlich

Qi = 0, j<i¢ und bij =0, j<i,
dann ist ersichtlich

A € C, X beliebig, Losung von (5.11), wenn a;; = b; = 0 fiir ein 1,
AE {a”/b” . b” # 0} sonst.

Nun ist mit unitdrem ¢ und Z
det (A-AB)=0 & det(Q"AZ-XQ" BZ)=0.

Ferner gilt folgende Verallgemeinerung des Satzes von Schur:

Satz 5.8.1 Zu beliebigen A, B € C™"™ existieren unitire Matrizen @ und Z, so

daf
T=Q"AZ wnd S= QY BZ (5.12)

obere Dreiecksgestalt besitzen.

(Zum Beweis vergleiche etwa G.H. Golub, Ch. van Loan: Matrix Computations, J. Hop-
kins Press.) O

Der aus dem QR-Algorithmus hergeleitete QQZ-Algorithmus von Stewart und Moler be-
stimmt iterativ eine Folge von unitédren Transformationen, die die Transformation (5.12)
annéhert.
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Im Folgenden beschrianken wir uns auf den Fall reeller Matrizen A, B. Der QZ-Algorithmus
beginnt mit einer vorbereitenden Transformation

A— A= QT A Z, B— B= Q"B Z,

so daBl A eine obere Hessenbergmatrix und B eine obere Dreiecksmatrix wird. Diese
vorbereitende Transformation besteht aus zwei Teilen: Zuerst wird B auf obere Drei-
ecksgestalt gebracht, etwa durch Householder—Transform-

ationen, und die gleiche Transformation wird auf A angewendet. Dann werden in der
Reihenfolge

(n,1),(n—1,1),...,(3,1),(n,2),...,(4,2),...,(n,n —2)

jeweils durch eine Givenstransformation von links ein Element in A in null iiberfiihrt
und durch weitere Givenstransformationen von rechts ein dadurch in der Subdiagonale
von B eingefiihrtes Element ungleich Null annulliert, ohne die Nullstruktur in A wieder
zu zerstoren, z.B.

(1 —1 10 —10 12 2 -3
2 1 20 30 01 4 1
4 = 0 3 5 5 |7 B=149 0 10 L
0 4 -5 5 00 0 5
(1 0 0
0 1
= 3/5  4/5 |’
0 |4/5 —3/5
(1 -1 10 —10 1 2 2 -3
2 1 20 30 014 1
QIA: s QIB: ’
0 5 —1 7 006 I
0 0 7 1 00 8 —6
(1 0 0
0 1
2 = 06 08 |’
0 |08 —0.6
1 -1 -2 14 1 2 —12 34
2 1 36 —2 01 32 26
h AQy = 0 5 5 =5 | 4 B, = 0 0 5 3.75
0 0 5 5 0 0 0 10

Der weitere Algorithmus geht von der Normalform

A nichtzerfallende obere Hessenbergmatrix,

B invertierbare Dreiecksmatrix
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aus. Ist eines der Subdiagonalelemente von A null, zerfillt das allgemeine Eigenwert-
problem in zwei solche kleinerer Dimension. Ist ein Diagonalelement von B null, kann
man das Problem durch weitere Aquivalenztransformationen in eines mit einer zerfal-
lenden Hessenbergmatrix A iiberfithren. Der weitere Algorithmus ist im Prinzip der
QR-Algorithmus fiir die Matrix A B~', d.h. fiir eine obere nichtzerfallende Hessen-
bergmatrix, da A obere nichtzerfallende Hessenbergmatrix und B~! eine obere Drei-
ecksmatrix ist. Die Matrix A B~' wird jedoch dabei nicht explizit gebildet, vielmehr
arbeitet man stets mit orthonormalen Transformationen an A und B. Dies beruht auf
den folgenden Zusammenhéngen: Ist A Hessenbergmatrix und B invertierbare obere
Dreiecksmatrix, so ist

Ar = ABx & AB'y = Aymity = Bz .
AB~! ist wieder eine obere Hessenbergmatrix. Nun gilt

Satz 5.8.2 Ist A eine beliebige n x n Matriz und B eine nichtzerfallende obere Hes-
senbergmatriz sowie () unitdr, und

B = QYAQ .

Dann ist B bis auf eine unitire diagonale Ahnlichkeitstransformation und Q durch den
entsprechenden diagonalen Faktor von rechts eindeutig bestimmt durch die erste Spalte

von Q.

Im QZ-Algorithmus arbeitet man mit Matrizen A; und By wie oben beschrieben. Man
bestimmt nun den ersten Givenstransformationsschritt fiir die QR-Zerlegung der Matrix

C, = AkBlzl — il
Dies ist aber zugleich auch der erste QR-Zerlegungsschritt fiir
Ay — By,

(ist also auch moglich sogar fiir singulédres By) . Dies legt die erste Spalte einer unitéren
Matrix Qk fest. Man wendet diese Transformation nun auf A; und Bj; an und sodann
weitere Givenstransformationen von links und rechts, bis mit so definierten unitéren
Matrizen Q) und Z, wieder gilt

A1 obere Hessenbergmatrix und By 1 obere Dreiecksmatrix

WO

Ak+1 = QkAka Bk+1 = QkBka .

Dann ist nach obigem Satz Q. bis auf unitéire Diagonaltransformation identisch mit
dem @}, aus einem QR-Schritt fiir Cj und somit gilt mit den obigen Ax,; und By

_ -1
Cry1 = Ap1B,
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bis auf eine unitire diagonale Ahnlichkeitstransformation, wo Cj,q1 aus Cj mit einem
QR-Schritt hervorgeht. In der Parxis verwendet man im reellen Fall in der Regel Dop-
pelschritte mit zwei Shifts aus der rechten unteren 2 x 2 Matrix von Ay — upBy. Da
der Algorithmus nur orthonormale Transformationen benutzt, ist er sehr rundungsfeh-
lerstabil. Weil er in Verbindung mit der Doppelshifttechnik benutzt werden kann, ist
er auch vergleichsweise effizient. Numerische Erfahrungen zeigen, daB man etwa 30n3
Operationen braucht, um alle Eigenwerte sowie die angendherten Matrizen ) und 2
aus (5.12) zu bestimmen.

Fiir ein hermitisches allgemeines Eigenwertproblem ist der QZ-Algorithmus nicht zu
empfehlen, da er diese wichtige Eigenschaft des Ausgangsproblems zerstort. Ist die
Dimension des Problems n klein, B positiv definit und nicht zu schlecht konditio-
niert, kann man die Transformation auf ein spezielles hermitisches Problem mittels der
Cholesky-Zerlegung von B anwenden. Bei Problemen hoher Dimension mit schwach
besetzten Matrizen A und B bietet sich die simultane Vektoriteration oder eine ange-
pafite Variante des Lanczos-Verfahrens an.

Fiir allgemeinere nichtlineare Eigenwertprobleme, etwa (5.10), benutzt man gerne fol-
gende Verallgemeinerung der Wielandtiteration mit variablem Shift:
Gegeben sei ein nichtlineares Eigenwertproblem

(A= M\)xz= 0, x# 0, (5.13)

mit A= A", M) = M"(\), & M(\) = M'()) positiv definit in einer Umge-
bung eines Eigenwertes A\; von (5.13). (A; heifit Eigenwert der Aufgabe (5.13), falls det
(A— M(\)) =0 gilt).
In (5.9) etwa ist
MO\ =XAB, MO = B,
in (5.10)
M) =-)AC+ )N K, M(\)=—-C+2\K,

d.h. die Voraussetzungen an M (\) bedeuten hier

B = Bf positiv definit, A beliebig,
C = " — C positiv semidefinit,
K = K" positiv definit, A > 0.

Mit MA@ = A; und w© mit ()7 M'(A\;) u; # 0, worin u; ein zu \; gehorender
Eigenvektor von (5.13) ist, iteriere man dann gemés

(A-— M()\(V))) w" = M\W) ™
(Gleichungssystem fiir w®))

(uYH MA®) )

(N E AT (AP @)

Wt — w(V)/H w(V)H

AHD) @)
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firv=20,1,2,....

Angewandt auf ein spezielles hermitisches Eigenwertproblem ( M'(\) = ) ist dies
gerade das Wielandtverfahren mit dem Rayleighquotienten als Shift. Man kann zeigen,
dafl dieses Verfahren lokal von zweiter Ordnung konvergiert, wenn \; ein einfacher
isolierter Eigenwert von (5.13) ist, M (A) in einer Umgebung von A; dreimal stetig
differenzierbar ist und A®, %(®) hinreichend gute Ndherungen fiir A\; und w; sind (siehe
z.B. bei Hohn, Habilitationsschrift).

Das Kernproblem bei diesem Algorithmus ist die Auflésung des Systems fiir w®) mit
der in der Regel indefiniten und sehr grofien schwach besetzten Matrix A — M(A\®).
Wegen der Indefinitheit versagen hier die Standardmethoden zur iterativen Losung die-
ses Systems.

5.9 Die Singulidrwertzerlegung (svd)

Im Zusammenhang mit linearen Ausgleichsproblemen in Abschnitt 3.7 haben wir be-
reits von der sogenannten Singuldrwertzerlegung einer allgemeinen rechteckigen Matrix
Gebrauch gemacht:
)y

A= U(O) vH (5.14)
mit A als komplexer m x n-Matrix m > n, U als unitdrer m x m-Matrix, V als
unitdrer n x n-Matrix, > als Diagonalmatrix mit nichtnegativen Diagonalelementen. 0
ist eine (m — n) x n-Nullmatrix. Diese Zerlegung ist in vielen Zusammenhéngen von
groflem Nutzen. Anschaulich 148t sie die folgende Deutung zu:

Die durch die Matrix A beschriebene lineare Transformation des C" in den C™ entsteht
durch die Hintereinanderschaltung einer Drehspiegelung in C* ( V), einer Achsen-
mafstabsdnderung (X), der kanonischen Einbettung in den gréBeren Raum C™ (Anhédngen
von m — n Nullen) und einer weiteren Drehspiegelung ( U) im C™.

Beispiel 5.9.1 Fiir

1 1 3
A=— 1|5 0
errechnet man
1 21 2
A A" = 3 1 51
2 1 2

mit den Figenwerten
)\120'%:2, )\2:0321, )\3:0'32):0.
Die zugehérigen orthonormierten FEigenvektoren sind der Reihe nach

1 1 1 1 1

Uy = 2|, up=—=1| —11, Uz =

_%1 \/31

§||H
[\

|

—_
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Es ergibt sich weiter

AR U = L{‘l —V2 0]

VIO L2 2v2 0

= ve Q)

-[a0) vl

mit

O

Bei der praktischen Durchfithrung der Zerlegung (5.14) ist es jedoch nicht sinnvoll,
den Weg iiber das Eigenwertproblem von A" A oder A A" zu gehen, weil bei der
Aufstellung dieser Matrizen durch eingeschleppte Rundungsfehler Information iiber die
kleinsten Singuldrwerte verloren geht. Man berechnet vielmehr die Zerlegung (5.14)
auf iterativem Weg. Hierzu gibt es verschiedene Zugénge. Hier beschreiben wir die
Losung nach Golub, Kahan und Reinsch (realisiert in LAPACK und MATLAB). Es
gibt zwei Varianten, hier die zum QR-Verfahren passende: Zuerst wird durch geeignete
Householder-Transformationen A auf obere Bidiagonalgestalt gebracht:

J=UAW
mit ~ _
* * 0 0
0 = * 0
J = n
0 *
0 0 J
i 0 | }m—n

U und W entstehen dabei durch n bzw. n — 2 Householder-Transformationen, und
zwar wird zuerst die erste Spalte von A durch eine Transformation von links in ein
Vielfaches des ersten Koordinateneinheitsvektors tiberfiihrt, danach die Elemente (1, 3)
bis (1,n) der ersten Zeile in null durch eine Householder-Transformation von rechts,
die die erste Spalte unberiihrt lasst. Darauthin werden die Elemente der zweiten Spalte
unterhalb des Diagonalelements in null iiberfiihrt, und so fort geméafl dem Beispiel mit
m=>5n=3:

—>P1A: —>P1AP1:

I
* % % % ¥
* % % % %
* % % % ¥
S OO O ¥
* % % % %
* % % % ¥
co oo %
* % % % ¥
¥ % % % O
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x x 0 x *x 0
0 % = 0 % =
Py,PyAPi=|00 x| — P3P, PLAP,=|0 0 =
00 = 000
00 = 000

U und W haben also die Form

U = P, Py,
W = Py Poo

Die Matrix J¥ J ist eine Tridiagonalmatrix und der QR-Algorithmus mit Wilkinson-
Shift ist global konvergent. Er erhélt die Tridiagonalstruktur. Man will aber die Tridia-
gonalmatrix nicht explizit bilden und transformieren, sondern immer weiter nur an J
arbeiten. Dies ist tatsédchlich moglich. Grundlage dafiir ist folgende Beobachtung von
Francis (Francis,J.: The QR transformation. A unitary analogue to the LR transforma-
tion. Comput. J. 4, 265-271 (1961,1962)): Sei T eine Tridiagonalmatrix und

T—ul = Q- QR

R ist obere Dreiecksmatrix und §2; sind die benutzten Givensrotationen zur Annulierung
der Subdiagonale von T'. (Man beachte, daf§ 2, der erste Faktor ist, der von links auf
T — pul angewendet wird.) Die néchste Matrix in der Folge ist dann bekanntlich

Ry - Qg + ] = Ty

und €25 ist so bestimmt, dafl es von links auf 7" angewandt das Element (2,1) annulliert
und von rechts angewandt das Element (1,2). Die erste Spalte des Produktes

Q-0

stimmt mit der ersten Spalte von €2y iiberein, da die {ibrigen Matrizen nur Spalten 2 bis
n tangieren. Ist nun W eine beliebige unitdare Matrix, deren erste Spalte mit der von 2,
tibereinstimmt , hat 7" kein Subdiagonalelement gleich null (wie wir immer voraussetzen)
und ist Folgendes erfiillt:

T Y WwHTW st tridiagonal

dann ist
T =DHT,D

mit einer Diagonalmatrix aus Elementen vom Betrag eins , also identisch bis auf ei-
ne triviale Ahnlichkeitstransformation. Wir konstruieren nun eine zweiseitige unitére
Transformation von J Q, (mit Qj = (... Q; aus den vorausgegangenen Schritten),
die mit €2; von rechts beginnt und die Bidiagonalstruktur erhélt. Diese besteht aus einer
Wechselfolge von Givensrotationen von rechts und links. Die links auftretenden Opera-
tionen heben sich bei der Multiplikation mit der konjugiert komplexen wieder heraus.
Es entsteht dann eine neue Tridiagonalmatrix, die genau der Bildung des obigen T ent-
spricht. W ist dabei das Produkt der von rechts arbeitenden Givensrotationen und weil
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wir mit {2, beginnen, erfiillt es die Bedingungen von Francis. Somit erhalten wir durch
das direkte Arbeiten an JQj, ein Aquivalent zu einem QR-Schritt an der zugehdrigen
Tridiagonalmatrix und der bekannte Konvergenzsatz fiir das QR-Verfahren mit Wilkin-
sonshift ist anwendbar. Dies bedeutet hier, dal das Element (n,n — 1) der zugehorigen
Tridiagonalmatrix entsprechend dem Element (n — 1,n) von J schnell gegen null kon-
vergiert und ein erster Singularwert gefunden wird. Dann erfolgt die Erniedrigung der
Dimension usw. Schematisch sieht diese Transformationsfolge an JQj, so aus (fiir den
Fall n = 5) (Hier steht wieder J fiir J Q,)

*x x 00 0
+ x x 0 0
JQ = 00 «* «x 0| —
00 0 x =«
00 0 0 =«
* x + 0 0
0 « %= 00
QJQ = [ 00 % x 0| —
0 0 0 x =x
00 0 0 =
* x 0 0 0
0 = x 0 0
NJ U = |0+ % % 0| —
0 0 0 = =x
0O 0 0 0 =
x x 0 0 0
0« x + 0
QW T = 00 « = 0| —
0 0 0 x =x
00 0 0 =
*x « 0 0 0
0 = 00
thlg]QlQQQg,: 0 0 * % 0 —
0 0 4+ = =%
0 0 0 0 =
*x x 00 O
0« « 0 O
Qg@g@lj 919293: 0 0 *x x + —
00 0 % =«
00 0 0 =«
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* * 0 0 0

0 « % 0
QBN T U RBY = |00 % x 0] —

00 0 =*x =

0 0 0 4+ =x

Q03 Q0 QT Q) O 030, =

S OO DO ¥
S OO % ¥
S O *¥ *x O
O ¥ % O O
* ¥ O O O

In diesem Schema bedeuten ,x“ Elemente der Bidiagonalstruktur und ,,+“ Elemente
ungleich 0, die diese Struktur storen und durch die zusétzlichen Givenstransformationen

wieder in null iiberfiihrt werden. Wegen Qf] Q, = I ist die so implizit erhaltene Trans-

formation von J? .J (bzw. Q,I: JA T Qk) dquivalent mit der Transformation, die ein
Schritt des QR-Algorithmus an dieser Tridiagonalmatrix bewirken wiirde. Der Konver-
genzsatz 5.6.5 iibertrigt sich entsprechend, d.h. im Grenzwert néhert dann J die Matrix
(20]) aus (5.14) an. Die Akkumulation aller Givens- bzw. Householder-Transformationen
von links bzw. rechts entspricht dann der Matrix U bzw. V.

Als Konvergenzbedingung erhalten wir lediglich, dal die Bidiagonalmatrix nicht zerfallt,
d.h. kein Subdiagonalelement ist null. Ist dies aber der Fall, kann man das Problem
wieder in mehrere kleinere Probleme zerlegen.

Eine der wichtigsten Anwendungen der Singuldrwertzerlegung liegt in der Losung sin-
guldrer bzw. sehr schlecht konditionierter Ausgleichsaufgaben.

Ist die Zerlegung (5.14) gegeben und ¥ invertierbar, dann lautet die Losung der Aufgabe

| Az — blls = min,| Ax— b,

z = V(&)U (5.15)
Ist jedoch ¥ nicht invertierbar, d.h. hat A den Rang r < n, dann ist die Losung von
(5.15) nicht eindeutig bestimmt. Erst durch geeignete Zusatzbedingungen an x wird
die Losung der Minimumaufgabe wieder eindeutig. Ublich ist in diesem Zusammenhang
die Forderung minimaler Lange auch fiir x, d.h.

2l =min{ [ ylz: [[Ay—bla<Az— bl firalle z}.

Die Losung lautet dann
z=VEL)UTy
mit
1/o; falls o; #0

t 0 sonst.

Yt =diag (6;)  und o = {
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Bemerkung 5.9.1 Die Matriz

Al = vzt 0) U

heifst die Moore-Penrose-Pseudoinverse von A und stellt eine Verallgemeinerung des
Begriffs inverse Matriz“ auf nichtinvertierbare und nichtquadratische Matrizen dar.
Man kann zeigen, dafi A folgende vier Bedingungen erfillt, durch die sie auch eindeutig
bestimmt ist:

(AT A) = (A" AT,
(AA) = (AADT
AlAA = A
AATA = A

?

5.10 Zusammenfassung. Weiterfithrende Literatur

Die Problemstellung eines Matrixeigenwertproblems tritt in der Praxis in zwei Vari-
anten auf: als vollstdndiges Eigenwert/Eigenvektorproblem, wo es gilt, alle Eigenwerte
und Eigenvektoren zu finden, und als partielles Problem, wo nur einige Eigenwerte mit
Eigenvektoren gesucht sind, in den technischen Anwendungen in der Regel die kleinsten
und in den Anwendungen in der Stochastik die grossten Eigenwerte. Das vollstandi-
ge Eigenwertproblem tritt in der Regel nur bei kleineren Dimensionen auf (n maximal
im Bereich von einigen hundert). Hier bietet sich mit dem QR-Verfahren ein univer-
sell einsetzbares Instrument an, dafl bei geeigneter Implementierung quasi als ”black
box” nutzbar ist. Die Methoden zur Bestimmung einzelner Eigenwerte sehr grosser
Matrizen, also das Lanczos-Verfahren und seine Verallgemeinerungen sowie die (hier
nicht besprochene) simultane Vektoriteration erfordern dagegen eine sinnvolle Wahl der
Startvektoren, was nur mit Detailkenntnissen der spezifischen Problemstellung gelingt.

Weiterfithrende Literatur, wo man auch die Beweise der hier nicht bewiesenen Sétze
findet :

1. Bai, Z.; Demmel, J.; Dongarra, J.;Ruhe, A.;van der Vorst,H.: Templates for the
solution of algebraic eigenvalue problems STAM 2000 .

2. Golub, G.H.; van Loan, Ch.F. : Matriz computations 3rd ed. Baltimore: John
Hopkins Univ. Press 1996.

3. Parlett, B.N. : The symmetric eigenvalue problem Reprint. Philadelphia, PA:
SIAM, Society for Industrial and Applied Mathematics. 1998.

4. Wilkinson, J.H.: The algebraic eigenvalue problem. Oxford University Press 1965.

5. Zurmiihl, Rudolf; Falk, Sigurd: Matrizen und ihre Anwendungen. Teil 1: 6. Aufl.
1992, Teil 2: 5. Aufl. 1986 Berlin: Springer.
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Kapitel 6

Iterative Losung linearer
Gleichungssysteme

6.0 Motivation

Viele Probleme der Praxis fithren auf die Aufgabe, auflerordentlich grofle lineare Glei-
chungssysteme mit n im Bereich 10* — —10° 16sen zu miissen, wobei allerdings die
Koeffizientenmatrix A eine sehr spezielle Struktur besitzt; jede Zeile besitzt nur wenige,
z.B. 5, von null verschiedene Elemente in einer ganz speziellen Anordnung. In dieser
Situation sind die direkten Verfahren aus Griinden des Speicherbedarfs und auch des
Rechenaufwandes nicht mehr sinnvoll einsetzbar. Auch ist es hdufig nicht einmal sinvoll,
die exakte Losung eines solchen riesigen Systems zu bestimmen, weil diese selbst nur
eine (hdufig grobe) Approximation der Losung eines anderen Problems ist. Dies ist z.B.
immer der Fall bei den Gleichungssystemen, die bei der Diskretisierung von elliptischen
Differentialoperatoren in zwei oder drei Raumdimensionen entstehen.

Die Diskretisierung der Poissongleichung mit Dirichletrandbedingungen auf dem Ein-
heitsquadrat und der Gitterweite h = 1/(N +1) fiihrt bereits in zwei Raumdimensionen
zu einem System mit N? Unbekannten und einer symmetrischen Blocktridiagonalma-
trix (bei zeilenweiser oder spaltenweiser Numerierung) mit der Halbbandbreite N + 1.
Wenn man hierauf die Cholesky—Zerlegung anwenden wiirde, so benttigte man dafiir
unter Beriicksichtigung der Bandstruktur %N 4 Rechenoperationen und etwa N?3 Spei-
cherpldtze, da innerhalb des Bandes bei der Zerlegung ein fast vollstdndiges "fill in”
eintritt. Im iiblichen Bereich 50 < N < 100 ist dies schon sehr aufwendig. Véllig
unmoglich wird dies im dreidimensionalen Fall, wo dann die Halbbandbreite N2 +1 be-
triagt, der Speicherbedarf also auf N° anwichst. Die nachfolgenden Abbildungen zeigen
eine solche Matrix und ihren Choleskyfaktor (als obere Dreiecksmatrix)
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poizsonmatriz n=10
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Abbildung 6.0.1
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Es ist also in dieser Situation durchaus sinnvoll, nach einfach strukturierten iterativen
Verfahren zu suchen, bei denen die Losung x eines Gleichungssystems durch eine un-
endliche Folge {x)} angendhert wird, jeder einzelne Iterationsschritt zy — x4 aber
nur sehr wenig Rechenaufwand erfordert.



6.1. ALLGEMEINE ANSATZE ZUR ENTWICKLUNG VON ITERATIONSVERFAHRENSPLITTINGV

Im Folgenden benutzen wir als Notation Groflbuchstaben fiir Matrizen, kleine lateini-
sche Buchstaben fiir Vektoren und kleine griechische Buchstaben fiir Skalare. Fiir die
Komponenten benutzen wir die entsprechenden Buchstaben, z.B. hat z die Kompo-
nenten &1, ..., §,, die Matrix A hat die Spalten ay,...,a, und die Elemente «; ;. p(A)
bezeichnet den Spektralradius von A, A\ bezeichnet einen Eigenwert. x bezeichnet eine
Vektorfolge und & , ist dann die i—te Komponente von x.

6.1 Allgemeine Ansitze zur Entwicklung von Itera-
tionsverfahren
Splittingverfahren

Im Folgenden wird stets angenommen, dafl das vorliegende Gleichungssystem Az* = b
tatséchlich 16sbar ist, b also im Bildraum von A liegt. Eine Grundidee zur Gewinnung
iterativer Ansétze zur Losung linearer Gleichungssysteme Ax* = b ist die folgende: Man
zerlegt A additiv

A=M+N

Damit ist
Az =be Ma* =b— Nz*

Mit einem Faktor w # 0 und einer beliebigen weiteren Matrix C' schliellich
Mz*=b— Nz* & (wM+C)z" = (C —wN)z" + wb

C, M und w werden so gewahlt, dafl wM + C' regulér ist und eine einfache Struktur hat,
sodaf ein Gleichungssystem mit dieser Matrix viel einfacher zu 16sen ist als eines mit
der Matrix A. Ersetzt man nun auf der rechten Seite der letzten Gleichung x* durch x
und links x* durch x, 1, dann ergibt sich die Iterationsvorschrift

(WM + C)xgyq = (C —wN)xp +wb  zu losen nach xpqq

bzw.

Trs1 = (WM + C)"1((C — wN)zp, + wb) & D(zy) (6.1)

Diese letztere Form dient aber nur theoretischen Zwecken. Nach Konstruktion ist z* =
®(z*) und daher

Tpp1 — 1" = (WM + C) HC — wN)(x) — %)

I B(w)

d.h. bei beliebig vorgegebener erster Naherung g

zp — 2" = (B(w))*(zo — %) .
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Es gilt

Satz 6.1.1 Das Iterationsverfahren (6.1) ist genau dann fir beliebige xo konvergent
gegen T*, wenn
p(B(w)) <1

Beweis: Sei p(B(w)) < 1. (I — B(w) ist regulér, daher ist 2* = B(w)z* + w(wM +
C)~'b eindeutig auflésbar nach z*. Es existiert eine Vektornorm (siehe Einf. in die Num.
Math. I) || - || auf C" sodaB die zugeordnete Matrixnorm

|B(w)]]| < p(B(w)) +e<1 (£>0 bel. klein vorgegeben)
erfiillt. Somit ist

o = 2 < 1 B@)[Fllzo — 2, db. Jim e = o

Sei umgekehrt nun p(B(w)) > 1. Dann existiert ein Eigenwert A von B(w) mit |A| > 1.
Sei v # 0 ein zugehoriger Eigenvektor. Dann gilt

(B(w))*v = \v
Setze r¢o = x* + v. Dann
zp —2* = Mo, dh. ||z, — 2| = N¥|jv|| > |lv]| >0 Vk
O

Bekanntlich existiert dann bei beliebig klein vorgegebenem ¢ > 0 eine Norm, so daf in
dieser Norm der Abstand ||z — 2*|| um den Faktor p(B(w)) + ¢ pro Schritt verkleinert
wird. Es muf also offensichtlich bei der Wahl von M, N,C und w das Ziel bestehen,
p(B(w)) moglichst klein zu machen. Bevor wir uns weiter mit der Theorie der Verfahren,
insbesondere mit dem Verhalten von p(B(w)) bei einem wichtigen Sonderfall, befassen,
sollen nun die fiir die Praxis wichtigsten Verfahren hergeleitet werden. Dabei gehen wir
von folgender Standardzerlegung der Matrix A aus:

A=—-L+D-U

- U D Diagonalelemente von A
A= D —U Elemente iiber der Diagonalen
— L —L Elemente unterhalb der Diagonalen

Dann ergibt

L MYp NY U =0 w=1das

Gesamtschritt (Jacobi—) Verfahren

1, i=1,..
Sigrr = Gipt —(= 21 i ;& + Bi) k=0,1,2,..
j:

7

Tpy1 = DH(L+U)xy +0)
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oM™ _L+D, N=-UC=0, w=1das

Einzelschritt (Gauf3—Seidel)—Verfahren

i1 n
1 1
Sikr1 =&k + Oé_u'(_ E 1 i &jh+1 — Z &k + Bi) k=0,1,2,..
Jj= J=t

(=L + D)ajs1 = Uz + b

3. MY L+D, N=-U C=(1-wD, w#0das

SOR—Verfahren

(sukzessive Uberrelaxation, w: “Relaxationsparameter” )

(fiir w = 1 identisch mit dem GaufBi—Seidel-Verfahren; der Begriff Uberrelaxation
wird nur fiir den Fall w > 1 benutzt, fiir w < 1 “Unterrelaxation”)

In Komponentenschreibweise lautet dieses Verfahren:
i—1 n
W
Cihe1 = ;(@' = & — Y i) + i (6.2)
" j=1 j=i

In Vektorschreibweise
(—wL + D)xgy1 = (1 — w)D + wU)xy, + wb.

An (6.2) erkennt man leicht die Idee des Verfahrens:
Ausgehend von (&1 ji1, oy i1 k15 Gk s Enp) | als letzter (“bester”) Néherung fiir z*
bildet man zunéchst 5%11 nach dem Gauf3-Seidel-Verfahren und berechnet sodann
&i k+1 durch VergroBerung oder Verkleinerung der Gauf3-Seidel-Korrektur um den Fak-
tor w. Man kann diese Verfahren auch als iterative Verfahren zur Losung des Nullstel-
lenproblems

F(x) = (Fi(2),....,F.(2))" = Az —b = 0
deuten. Dann ergibt sich wegen «;; = 0,F;(x) ein Zusammenhang mit einem kom-
ponentenweise durchgefiihrten Newtonverfahren: Das Jacobiverfahren lautet in dieser
Schreibweise nédmlich

Cinvr = &ix — Fi(x)/(0:Fi(xy))
und das SOR-Verfahren

Eikr1 = &k —WF(&pstr -5 &imihrt, Eider - o Enke) /(0 F5 (1))

Man beachte, dal man hier in jedem Teilschritt alle neuen Residuen mit hochstens n
Multiplikationen und Additionen berechnen kann, man also in jedem Teilschritt auch
die Norm von F' leicht berechnen kann.

Im Zweidimensionalen erlauben die Verfahren eine einfache graphische Deutung: die
neue :—te Komponente ist so gewahlt, dafl die i—te Gleichung bei sonst unverédnderten
iibrigen Komponenten exakt erfiillt ist im Falle w = 1. Fiir anderes w muss man die dazu
notwendige Anderung mit w multiplizieren. Beim GauB-Seidel-Verfahren bzw. SOR-
Verfahren hat man schon den néchsten ”Zwischenpunkt” und nach Durchlauf der n
Gleichungen den néchsten Punkt. Beim Jacobi-Verfahren werden erst alle Korrekturen
einzeln gebildet und dann gleichzeitig auf den alten Punkt angewendet.
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Beispiel 6.1.1 Gegeben sei das lineare Gleichungssystem Ax = b mit

=(378) oo (2)

Mit dem Startvektor x(©) = (=6, —6)T fiihren wir jeweils drei Schritte des Jacobi- und
des Gauf-Seidel-Verfahrens aus. Die Zerlegung der Matriz A in D — L — U ergibt fiir
das Jacobi-Verfahren die Iterationsvorschrift

[y

g ) = DY L4+ U)2®™ + D1

O (ERREHE
e

Damit ergibt sich die Iterationsfolge
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Beispiel 6.1.2 Hier folgt die Darstellung der Iteration fiir das SOR-Verfahren mit

1.0 0.9 0.8
A:(O.Q 1) b:<0,3) w = 1.39286

Die Iterationsfolge ist
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k x(1) x(2) x|
0 2.800000 -2.200000 0.2828427E-01
1 2.772143 -2.200000 0.9351765E-02
2 2.772143 -2.192936 0.2493744E-02
3 2.774232 -2.192936 0.3916963E-02
4 2.774232 -2.198330 0.4528347E-02
5 2.780172 -2.198330 0.4176263E-02
6 2.780172 -2.203658 0.3462886E-02
7 2.784518 -2.203658 0.2702011E-02
8 2.784518 -2.207012 0.2027286E-02
9 2.787015 -2.207012 0.1480038E-02
10 2.787015 -2.208825 0.1058975E-02
11 2.788307 -2.208825 0.7460880E-03
12 2.788307 -2.209732 0.5192620E-03
13 2.788936 -2.209732 0.3578318E-03
14 2.788936 -2.210165 0.2445744E-03
15 2.789232 -2.210165 0.1660158E-03
16 2.789232 -2.210365 0.1120303E-03
17 2.789366 -2.210365 0.7521769E-04
18 2.789366 -2.210455 0.5027890E-04
19 2.789427 -2.210455 0.3347840E-04
20 2.789427 -2.210495 0.2221513E-04
21 2.789453 -2.210495 0.1469601E-04
22 2.789453 -2.210513 0.9695118E-05
23 2.789465 -2.2105613 0.6380080E-05
24 2.789465 -2.210521 0.4189082E-05
25 2.789470 -2.210521 0.2744849E-05
26 2.789470 -2.210524 0.1795149E-05
27 2.789472 -2.210524 0.1172012E-05
28 2.789472 -2.2105625 0.7639617E-06
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Dies sind also 14 Schritte, da auch die Zwischenwerte tabelliert sind. Zundchst scheint
die Genauigkeit sich sogar (in der Mazimumnorm) zu verschlechtern. Das Gauf-Seidel-
Verfahren bendtigt fiir die gleiche Genauigkeit bereits 37 Schritte. Fiir gewisse Matrizen
kann das SOR-Verfahren die Konvergenz ganz erheblich beschleunigen, wenn w optimal
gewdhlt ist.

Bemerkung 6.1.1 Man kann versuchen, durch Verallgemeinerung der Verfahrensstruk-
tur zu besseren (schnelleren) Verfahren zu gelangen. Mdgliche Ansdtze sind:

a.) Die Hintereinanderschaltung verschiedener Iterationsverfahren:

2.B. xppp = Do) “Zwischenschritt”
Tpy1 = Po(wpy1y2) = Po(Py(wy))

b.) Allgemeinere Zerlequng:
A:M+N1—|—N2, 0201+CQ
(WM + C)apyy = (C1 —wNy)ag + (Co — wNy)xp—1 + wb

FEin interessantes Beispiel fir a.) ist das SSOR—Verfahren. Hier ist

®(z) = (—wL+D) ™ Y((1-w)D+wlU)zx+wb} (d.h. SOR)

Py(x) = (D—wU) (1 -w)D+wl)z+wby dh. M=D-U
N=-L
C=(1-w)D
“SOR rickwadrts”
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d.h.

Trp1 = (D—wU) Y (1 —=w)D+wL)(—wL+ D) (1 —w)D + wlU)xy, +
+w(D —wU) I+ (1 —w)D +wL)(—wL + D)™ 1)b

Ist A symmetrisch und positiv definit, dann U = LT und D positiv definit, so daf3

(D —wU) ™ (1 —w)D +wL)(—wL + D) (1 —w)D +wU) =
= DV2(I —wIl™)" (1 —w)] +wl)(—wL + 1) (1 = w)I +wLT)DV?
= (I =wL")D"*) (2 —w)I = R")(R") (2 - w)[ — R)D'/*
—
= (RDY*)™((2—=w)RT-I)((2—-w)R™! = I)(RDY?)
(mit LY D=2 D12

d.h. die Iterationsmatriz ist in diesem Fall dhnlich zu einer symmetrischen, positiv
semidefiniten Matrix, hat also nur reelle nichtnegative Figenwerte, was die Mdglichkeit
zu einer weiteren Konvergenzbeschleunigung bietet. Fine solche Mdglichkeit ist realisiert
im sogenannten SSOR-SI Verfahren von Young. Siehe dazu den Text von Hageman und
Young. Fiir sich alleine ist das SSOR-Verfahren gewdhnlich langsamer als das SOR-
Verfahren !) O

6.2 Konvergenzsitze fiir spezielle Matrizen

Im Folgenden geht es darum, einfach nachpriifbare hinreichende Bedingungen fiir die
Konvergenz der einzelnen Verfahren zu entwickeln. Aufgrund der Voriiberlegungen in
Satz 6.1.1 ist folgendes Ergebnis offensichtlich:

Satz 6.2.1 Das Gesamtschrittverfahren
Tpy1 = DL+ Uz, +D7'b

ist konvergent, falls (A=D — L —U)

n
|| > E lai;| i=1,...,n “starkes Zeilensummenkriterium”

j=1
J#i

1

oder
n
|| > E laj| i=1,..,n “starkes Spaltensummenkriterium”
j=1
it

(Man nennt ein solches A streng diagonaldominant nach Zeilen bzw. Spalten.)

Beweis: Benutze || - ||oc bzw. || - ||;. Details als Ubungsaufgabe O
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Fiir die Gleichungssysteme, die bei der Methode der finiten Differenzen entstehen, ist
das starke Zeilensummenkriterium in der Regel nicht erfiillt, denn die diskretisierten
Ableitungen bilden die Konstante noch korrekt auf null ab, d.h. das alle Zeilen, in de-
nen keine randnahen Punkte auftreten, den Vektor (1,...,1)T als Nullvektor besitzen.
Hier hilft eine Verschéarfung von Satz 6.2.1 weiter, fiir deren Formulierung wir erst noch
einen neuen Begriff einfiihren miissen:

Definition 6.2.1 A € C"*" heifit unzerlegbar (irreduzibel), falls keine Permutations-
matrix P existiert mit

PTAP = /Nlii quadratisch.

Definition 6.2.2 Unter dem einer Matrix A € C"*" zugeordneten gerichteten
Graphen G(A) versteht man folgende Konstruktion:

e G(A) besteht aus n “Knoten” Py, ..., P,

e Fine gerichtete Kante P; — P; verbindet P; und P; genau dann, wenn co;j # 0.

(fiir c;; # 0 also P; — P; mit sich selbst verbunden)
e Gerichtete Wege in G(A) sind aus gerichteten Kanten zusammengesetzt.
e Der gerichtete Graph G(A) heifit zusammenhingend, falls fiir jedes Knoten-

paar (P, P;), 1<4,5<mn, i j, ein gerichteter Weg von P; nach P; besteht.
(Il

Dazu gilt folgender

Satz 6.2.2 Fine n x n Matrixz A ist irreduzibel genau dann, wenn der zugeordnete
gerichtete Graph G(A) zusammenhdngend ist.

<<

Beweis: Sei G(A) zusammenhéingend und 1 <i,7 <n, i # j beliebig.
Nach Def. 6.2.2 existieren i1, ..., i, mit

Qg X Qg X oo X aim,j 75 0 (63)
Angenommen, A sei reduzibel, d.h. a5, =0firse€ S, ke K, wobei SNK =0, SUK =
{1,...,n}. Wihle i € S und j € K. Mit a;;, # 0 folgt i1 ¢ K, d.h. i; € §, d.h. i3 € § usw.,
so daf} die Konstruktion einer Kette (6.3) unmdoglich wiire. Nun beweisen wir die Umkehrung,.
Sei A irreduzibel. Wéhle i € {1,...,n} bel. und setze

d . .
Z; lef {k: 3 i, im}: iy XX A # 0}
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Z; # 0. Andernfalls a1, ..., a, = 0 (Widerspruch!)

Angenommen Z; # {1,...,n} und [ € {1,...,n} \Z; bel. (Es entspricht also Z; der Menge S und
{1,...,n} \ Z; entspricht K).

Beh.: a;; = 0 fiir j € Z;.

(Dies wére ein Widerspruch zur angenommenen Irreduzibilitdt von A).

Wire aber o, ; # 0 fiir ein jo € Z;, dann existiert {i1,...,%,,} mit

Qijip X iy iy X v o0 X Qg o #0, und «j, #0

d.h. I € Z; (Widerspruch!) D.h. Z; = {1,...,n}, und da i beliebig war, ist G(A) zusam-
menhéngend. O

>>

Definition 6.2.3 A € C"*" heifst irreduzibel diagonaldominant, falls A irreduzi-
bel ist und

n n
Vit lag| > Y loigl, Fio: |aigio] > D [l
j=1 j=1
i J#io
O

Satz 6.2.3 Sei A streng- oder irreduzibel diagonaldominant. Dann ist A requldr und
das Gesamtschrittverfahren konvergiert.

<<

Beweis: Der Beweis verlduft in folgenden Schritten:

a) Wir zeigen, dafl das Gesamtschrittverfahren wohldefiniert ist
B) Wir zeigen, daB8 p(D~Y(L 4+ U)) < 1

v) Aus () folgt, daB das Gesamtschrittverfahren bei beliebigem b gegen eine Losung von
Ax = b konvergiert. Hieraus folgt die Regularitit von A.

Zu «) Im Falle der strengen Diagonaldominanz ist die Behauptung klar. Sei A irreduzibel
diagonaldominant, dann «;; # 0 Vi
(sonst i1 = -+ = @jyn = 0 Widerspruch zu irreduzibel)

Zu () Im Fall der strengen Diagonaldominanz folgt die Behauptung aus Satz 6.2.1
Imdle Fall ist nach Vor. mit
B'= D™HL+U) = (f)
p(B) <|[Bllo <1

Annahme: p(B) =1,d.h. 3A € C

AN =1 (B=M)z=0
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d.h. .
D Bijl = &\
=1

mit z # 0. B — M ist irreduzibel diagonaldominant, da sie sich von D~!A4 nur in der
Diagonale unterscheidet, wo 1 durch —\ mit | — A\| = 1 ersetzt ist.
Annahme: mit z = (&1,...,&,)7 sei |&1] = - = [&,| = € # 0. Dann

n n
1> Byl =€ <> 18yl Vi
j=1 Jj=1
im Widerspruch zur Annahme iiber A. (Man dividiere durch ). Daher ist

{7+ IGl =18l Vi 1&] > |&,] fir ein do € {1,...,n}} #0 .
Sei j € Z. Dann gilt (beachte 3;; = 0)

def

|l
lfg\

®

0 = ’Zﬁjzf% /\fj $1<Z‘5ﬂ’

@ =<1lund =1firie”

1 < Z]ﬂﬂ]—i—zmﬂ il <Z]ﬂﬂ\<l : Widerspruch!

1€l 1€ f] i=1
<1
falls » |8l #0. =€) |8 =0=
i¢T igT
(Bji = oji/ajj) Z lajil =0 fir j € Z = A reduzibel: Widerspruch! (Die entsprechende
idT
Permutationsmatrix P bildet die Spalten mit ¢ € Z auf die |Z| ersten Spalten und die iibrigen
Spalten auf die letzten n — |Z| ab.) O
>>

Man konnte meinen, daf§ aufgrund der Konstruktion des Verfahrens das Finzelschritt-
verfahren stets “besser konvergiert” als das Gesamtschrittverfahren. Dies gilt jedoch
nicht allgemein. Es gibt Gegenbeispiele.

Beispiel 6.2.1 Se:

21 4
A = 1 2 —4
4 4 2

Hier konvergiert das Gesamtschrittverfahren, nicht aber das Einzelschrittverfahren. Und
mit

2 -1 2
A = 1 2 =2
2 2 2

15t es umgekehrt.
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Folgende Resultate sind bekannt:

Satz 6.2.4 Ist Ac R™", «;; <0 firt#jundoy; #0, t=1,..n

JY DN +u), HY (-L+D)'U,

dann gilt genau eine der folgenden Beziehungen:
1. p(H) = p(J) =0
2. 0<p(H)<p(J) <1
3. p(H)=p(J)=1

4. p(H) > p(J) > 1

Beweis: siehe Varga: Matrix iterative analysis: Stein—Rosenberg—Theorem. a

Der Satz besagt, dafl fiir Matrizen der angegebenen Art das Einzelschrittverfahren bes-
ser konvergiert als das Gesamtschrittverfahren, wenn iiberhaupt eines der Verfahren
konvergiert. Insbesondere fiir die Matrix, die bei der Diskretisierung der Poissonglei-
chung mit Dirichletranddaten mit finiten Differenzen auftritt, ist also wegen Satz 6.2.4
und Satz 6.2.3 sowohl das Gesamt— wie das Einzelschrittverfahren konvergent, und zwar
das Einzelschrittverfahren schneller als das Gesamtschrittverfahren. Die Irreduzibilitét
dieser Matrix ist allerdings etwas miihsam nachzuweisen.

In der Praxis spielen vor allem folgende beiden Matrizentypen eine Rolle:

1. symmetrische, positiv definite Matrizen

2. M-Matrizen

Definition 6.2.4 A € R™™" heifst M-Matriz, falls
1. oy <0 firi#;j
2. A7! existiert und A=t > 0 komponentenweise.
A heifit L-Matriz, wenn
1 >0, i=1,....n

O

Satz 6.2.4 besagt u.a., daf fiir eine L-Matrix das Einzelschrittverfahren, wenn es kon-
vergiert, stets schneller konvergiert als das Gesamtschrittverfahren, das dann aber auch
konvergiert.
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Beispiel 6.2.2 Im folgenden Beispiel werden an Hand von drei Matrizen die hier de-
finierten speziellen Matrizeigenschaften noch einmal diskutiert:

1.

O O = O
O = O O
_ o O O
S O O

Irreduzibilitit: Der gerichtete Graph, der der Matrix A zugeordnet werden
kann hat die Gestalt

Damit ist die Matriz irreduzibel, da es fir je zwei beliebige Punkte Py und P,
immer eimnen Weg von Py nach Py gibt.

Die Matriz A ist nicht diagonaldominant, und somit auch nicht strikt oder
wrreduzibel diagonaldominant, da die Diagonalelemente der Matrix kleiner
sind als die Summe der Eintrige in der entsprechenden Zeile:

0<1

A ist weder eine L- noch eine M-Matriz.

2 -1 0 O
-1 2 -1 0
B = 0 -1 2 -1
0o 0 -1 2

Irreduzibilitit: Der gerichtete Graph, der der Matriz B zugeordnet werden
kann hat die Gestalt

Damit ist die Matriz B irreduzibel.
B ist diagonaldominant, wegen 2 > 1+ 1 und 2 > 1,
und sie ist irreduzibel diagonaldominant.

Aber die Matriz B ist nicht strikt diagonaldominant, da in der 2. Zeile nicht
die echte Ungleichung gilt.

B ist eine L-Matrix
Folglich st B eine M-Matriz.
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3.

2 =2 0 0
-1 2 -1 0
¢= 0o -1 2 -1
0o 0 -2 2

o [rreduzibilitit: Der gerichtete Graph, der der Matriz C' zugeordnet werden
kann hat die Gestalt

Damit ist die Matriz C' irreduzibel.
C ist diagonaldominant, wegen 2> 141 und 2 > 2,

aber sie ist nicht irreduzibel diagonaldominant, weil nie die Ungleichheit gilt.

Aus dem gleichen Grund ist die Matriz C' nicht strikt diagonaldominant.
C' ist eine L-Matriz
C ist keine M-Matriz, da C singuldr ist.

Der folgende Satz liefert eine Charakterisierung der M-Matrizen:

Satz 6.2.5 A ist M-Matrivx < A ist L-Matriz und p(D™' (L +U)) < 1,
wobei A = —L + D — U die dibliche Zerlegung von A ist.

<<

Beweis: Sei a;; >0 fiir i =1,...,n a;; <0fiir i #j und p(D~Y(L+U)) < 1.

Setze J < D~Y(L + U). Dann ist auch p(—J) < 1 und daher konvergiert die Neumannsche
Reihe (siehe Einf. Num. Math. I)

(I-0)'=)_J">0 da J>0
k=0

Nun ist aber I —J = D~'A, d.h.
(I-J)t'=A"'D>0=34"1>0

Sei umgekehrt A eine M-Matrix. Annahme: «;; < 0 fiir ein 4. Dann wegen der Voraussetzung
(ijj <0 fiir 4 # 5)
Ae; <0 = A 14e; <0 = ¢<0 Widerspruch!
~~
>0
Also gilt a; > 0 fiir i = 1,...,n, d.h.

7Y DL+



82 Iterative Methoden

ist wohldefiniert und J > 0. Ferner existiert A='D = (I — J)~1.
Sei A ein Eigenwert von J mit Eigenvektor z # 0. Dann

Alfe] < J]a]
(L= Dlz[ < (1= )]z

und weil (I —J)~t >0

| <A-A\)T =D izl = [A<1, dhp(J)<1
£0
—_————

y7#0,y>0

>>

Das Gesamtschrittverfahren ist somit fiir jede M-Matrix konvergent und wegen Satz
6.2.4 somit auch das Einzelschrittverfahren.

Definition 6.2.5 Sei A € R"*". A = N — P heifit requlire Aufspaltung von A, wenn
N € R™" reguléir ist und N~ >0, P >0. O

Satz 6.2.6 Sei A € R und A = N — P eine requldre Aufspaltung von A. Dann gilt

p(N7'P)<1 & A'>0.

<<

Beweis: “=” Trivial gilt H “ N-1p > 0. Wenn p(H) < 1, dann auch p(—H) < 1, d.h.
(I — H)~! existiert und (I — H)™! > 0 und daher

Al =T -H)"'N"t>0.

“=7 Sei AL > 0. Esist Al =(N-P)t=(I-N1tP)"IN"L

Nun ist mit H ¢ N-1p (> 0)

0 < I+H+--+H"N ' '=I-H")YI-H) N
(I— Hm+1)A*1 < A*l

m
d.h. z:H’c ist konvergent und somit p(H) < 1 O
k=0
>>
Folgerung:

Satz 6.2.7 Ist A streng oder irreduzibel diagonaldominant und L-Matriz, dann ist A
M-Matriz.
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Beweis: N & D, P =L+ U ist regulire Aufspaltung und nach Satz 6.2.3
p(D7Y(L 4+ U)) < 1. Satz 6.2.6 liefert die Behauptung. O

Wir wissen bereits, dal das Einzelschrittverfahren fiir M-Matrizen konvergiert. Es gilt
sogar starker

Satz 6.2.8 Ist A eine M-Matriz, dann konvergiert das SOR-Verfahren im Bereich
0<w< 1.

<<
Beweis: Wir zeigen, daf}

A = —(D—wL—-(1-w)D—-wU)

El—E& R

(D — W) — %((1 —w)D + W)

=N =P

eine regulire Aufspaltung von A ist fiir 0 < w < 1. Dazu ist nur noch zu zeigen (D—wL)™! > 0.
(Dann folgt mit Satz 6.2.6 die Behauptung.)
Nun ist aber

(D-wL)y™ = (I-wD'L)"'D™!
——
>0
= (I+wD'L4 -+ (DL HD™ >0

>>

Fiir die Praxis ist allerdings das Resultat von Satz 6.2.8 nicht sehr interessant, da man
zeigen kann, daf fiir eine irreduzible M-Matrix p(B(w)) = p((D —wL) ' ((1 — w)D +
wlU)) in einem Bereich 0 < w < @ mit @ > 1 streng monoton fallend ist (vgl. Varga:
Matrix iterative analysis ). Interessant ist die Frage nach der Konvergenz des SOR-
Verfahrens im Bereich w > 1, insbesondere die Frage nach der Existenz eines optimalen
Relaxationsparameters wgp.

Im Folgenden sei stets mit A =—L+ D — U und

B(w) = (D —wL) ' ((1 —w)D + wl).

Zunéchst gilt

Satz 6.2.9 Es gilt stets p(B(w)) > |w — 1]
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Beweis:
det(B(w) — M) = det( (D —wL)™ (1 —w)D+wU — XD —wL))
N————
(I-wD-'L)~1D-1
man beachte, daf3 (I —wD™'L) eine untere Dreiecksmatrix mit Diagonale
(1,...,1) ist und wende den Produktsatz fiir Determinanten an
= det(1—w— AN +wD U+ wD'L)
unter Setzung von A = 0 =
det(B(w)) = [[MBW))=(1-w)"
i=1
=

p(Bw)) = max|A(B(w))] 2 |w—1]

Somit ist (fiir reelles w) nur das Intervall 0 < w < 2 von Interesse. Wir wissen bereits,
daB fiir M-Matrizen p(B(w)) in einem Intervall 0 < w < @ mit @ > 1 monoton fallend
ist. Fiir positiv definite Matrizen erhélt man die Aussage, dafl man ausser w €0, 2| keine
weitere Einschrankung an die Wahl von w hat, um Konvergenz des SOR-Verfahrens zu
erhalten, allerdings hat man keine Aussage iiber die Wahl eines ”guten” w—Wertes.

Satz 6.2.10 Ist A € R™" symmetrisch und positiv definit, dann gilt
p(B(w)) <1 fird<w< 2.

Beweis: Setze

eof 1
f(x) = éxTAx — b
1 1 1
= —§bTA*1b + 5(a: — A7) T A(x — A7) > —§bTA*1b.

Es ist also Vf(z) = Ar — b und V2f(z) = A. Also ist z* = A~'b die eindeutige
Minimalstelle von f. Ferner definiere mit den Bezeichnungen von (6.2)

§1,kt1
— def i k1 1<:1<n
Yo = 0y Yknt+i = €i+17k E— 0’ 1’27
gn,kz
Ty E Ay; —b jeN
def 1.
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Dann gilt

0
0 w
T
Ykn+i — Yenti—1 = fi,kﬂ - fi,k = _a_ (62- Tkn+i—1) €;
1\ e’
0 Pkn+i—1,i
0

und z, = Y, fir k € Ny

Nun wird |

20
wie man durch Ausrechnen unmittelbar verifiziert. D.h. fiir 0 < w < 2 ist die Folge
f(y;) monoton nicht wachsend, nach unten beschrankt, folglich konvergent, d.h.

I Wrnri) = fWrnyio1) = — w(2 - w)pin—f—i—l,i

klim Prnti-1, =0 fire=1,...,n (6.4)

und damit auch

lim Yrnti — Yenyi-1 =0
k—oo

und wegen
i1 — 1y = A(yj1 — )

auch mit j =kn+i—1
klim (Tknai — Tkntiz1) =0 i=1,...n (6.5)

Zu zeigen bleibt: klim Thn =0
Nun gilt fiir k£ > ko(e) wegen (6.4) und (6.5)

pisis—pial < e fir i=1,..n und j > jo=nko
| Prenti—1.i] < e fir k>ky(e) und i=1,...n

Also |le,1| S £

|prnt12 — prnz2l < € und  |pgpi1e] < e = lpkn2| < 2¢
\prnt23 — Prent1sl < € und  |pgngos| < € = |pgarrs] < 2¢
|prnt13 — prnsl < € und  |pepr1s] < 26 = |pgas] < 3¢
und schliefllich
|pkn,n| S ne
d.h. ||7enllee < me dh. vy, = Az — b — 0,dh. 2 — 2" = A"
— 00
bei bel. zy. Satz 6.1.1 = Beh. O

Bemerkung 6.2.1 Ein ganz anders gearteter Beweis kann bei Stoer & Bulirsch, Bd.
2 nachgelesen werden. O
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Satz 6.2.10 gibt eine interessante anschauliche Deutung des Relaxationsverfahrens als
Minimierungsverfahren fiir die dort konstruierte Funktion f, deren Gradient das “Resi-
duum” Az — b ist. Die Flichen f(z) = ¢ im R" sind konzentrische Ellipsoide und beim
Relaxationsverfahren wird der gemeinsame Mittelpunkt z* (die eindeutige Minimalstel-
le von f auf R™) langs der zyklisch durchlaufenen Koordinatenrichtung mit monotonem
Abstieg fiir f erreicht.

Aus diesem Beweis folgt auch offensichtlich, dafi die Konvergenz des SOR—Verfahrens
erhalten bleibt, wenn man in (6.2) w durch w;, mit

0 < min limkinf wir < max limsupw;; < 2
(] K3

ersetzt. (Satz 6.2.1 ist allerdings nicht anwendbar und die Iterationsmatrizen kénnen
dann nicht mehr in der bisher betrachteten Form geschrieben werden.) Fiir eine spezi-
elle Matrizenklasse tritt an die Stelle der bisher erhaltenen qualitativen Aussagen ein
quantitatives Resultat iiber das Verhalten von p(B(w)) als Funktion von w:

Definition 6.2.6 Sei A = D(I — L —U) mit L @ DL, U D-'U die dbliche
Aufspaltung von A in Diagonalteil, striktes unteres und striktes oberes Dreieck. A heif§t
konsistent geordnet, falls mit a, 3 # 0 gilt:

A Eigenwert von ol + éf] &\ Eigenwert BL + %[A], d.h. diese Eigenwerte sind
von « unabhdngig. O

Satz 6.2.11 Se:

D1 A12 0 0
Ay Dy Ao ;
A 0 Az D3 Ay
. ) . 0
SRS S Apan
O 0 An,n—l Dn

d.h. blockweise tridiagonal mit requldren Diagonalmatrizen D; als Diagonalblocken.
Dann ist A konsistent geordnet.

Beweis: Man benutze eine Ahnlichkeitstransformation mit einer Blockdiagonalmatrix
mit der Struktur diag(l,al,...,aN"11). O

Die Matrix, die bei der Diskretisierung der Poissongleichung und zeilen- oder spalten-
weiser Numerierung entsteht, hat nicht die in Satz 6.2.11. angegebene Form. Numeriert
man allerdings die Werte u}'; in der Reihenfolge (N, 1), (N,2), (N —1,1),(N,3), (N —
1,2),(N —2,1) usw., dann nimmt die Koeffizientenmatrix diese Form an. Dennoch kann
man hier direkt zeigen, daB diese Matrix konsistent geordnet ist (Ubung). Es gilt nun
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Satz 6.2.12 Sei A konsistent geordnet. Dann gilt mit

Y DL+ U)

a) A Eigenwert von J < —\ Figenwert von J

b) p Eigenwert von B(w) < 3X: X Figenwert von J und
pN2w? = (p+w —1)?

<<

Beweis a) Sei J(«) “ WDL + 1p~1U. Dann J(—1) = —J(1) wihrend nach Vor. J(1)

und J(—1) die gleichen Eigenwerte haben.
Beweis b) “ =” Nach Herleitung in Satz 6.2.9 ist fiir u # 0

det(B(w) — pl) = det(wD 'U + pwD 'L+ (1 —w — p)I)

1
det | wy/p ﬁD_lU +VED 'L [+ (1 —w—p)I

)
— (wy/ji)"det (J(\/ﬁ) - “:“’ﬂ_lf)

d.h. p # 0 Eigenwert von B(w) < “:7351 Eigenwert von J (/1)

und damit von J(1). Ferner 0 Eigenwert von
B(w) = det(B(w))=(1-w)"=0 = w=1 = b) trivial.
“<” Sei A Eigenwert von J und pu\?w? = (u+w — 1)2.

-1 —1

Im Falle p # 0 A= :l:w, wegen a) 0.B.d.A. A = pre-’ d.h. X\ Eigenwert von
wy/p wy/p

J(1), also auch von J(,/z), also p Eigenwert von B(w). Ist dagegen p = 0, dann w = 1, aber

det(B(1)) = 0, d.h. 0 ist Eigenwert von B(1) O

>>

Folgerung:
Ist A konsistent geordnet, dann

p((D = L)7'U) = p*(D~H(L + U)),

d.h. das Einzelschrittverfahren konvergiert im wesentlichen doppelt so schnell
wie das Gesamtschrittverfahren. (Setze w = 1 in b): u = \?!)
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Satz 6.2.13 A sei konsistent geordnet. Die Eigenwerte \; von

g D YL+ U) mégen \; €] — 1,1] erfiillen, i = 1,...,n.
Dann gilt mit
Wopt e/ —2 = p(J)
1=
P P D)) fiir 0 < w < oy
pBw) =1 2 "3 - (6.6)
w—1 fdrwoptSWSQ

In [0, wep) ist p(B(w)) streng monoton fallend (und in |wep,2] streng monoton
wachsend, letzteres jedoch ist trivial wegen (6.6)).

<<

Beweis: Auflosung der quadratischen Gleichung in Satz 6.2.12 liefert

Hi = % ()\?aﬂ —2w-1)+ \/()\?uﬁ — 2w —1))2 — 4(w — 1)2)

1
= 3 (Afoﬂ —2w—1)+ \/A;wl — 4w — 1)A§w2>

1 1 Mw? Aiw
= 4)\?w2+4)\?w2+1—wi\/ 14 +(1-w) -2 ;
2
Aiw \//\2w2
= :l: 2 1 _
( ot (1-w)
1 2
- ; (Aiw /A2 41— w) >
Hierin ist der Radikant positiv, solange
2
0<w< —mF—=1w;

Fiir w > w; gilt |pi| =w —1

(Beachte z € C = |2|? = (R2)? + (32)?).

w; ist > 1 (beachte 0 < A? < 1) und monoton wachsend mit );, dies liefert bereits den zweiten
Teil von (6.6). Fiir 0 < w < w; ergibt sich der betragsgroBere Wert p; aus

1 2
== , 2,9 _ B
il = 7 <|)\z|w+\/>\iw +4(1 w)) >w-1

und dieser Wert wichst monoton mit |);|, dies liefert den ersten Teil von (6.6). Schlieflich
ergibt Differentiation nach w die dritte Behauptung. O

>>

Der Graph von p(B(w)) hat folgendes Aussehen
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Abbildung 6.2.1 O VA

In der Abbildung ist p(D~*(L 4+ U)) = 0.9 angenommen.

Man erkennt den groflen Gewinn an Konvergenzgeschwindigkeit bei der Wahl von
W = Wep. Allerdings sollte man in der Praxis w stets {iberschétzen, wie man an der
linksseitigen “senkrechten Tangente” erkennt. Dazu bendtigt man eine obere Schranke
fir p(D~Y(L + U)). Zu deren Berechnung in der Praxis vgl. Satz 3.2.15 unten. Ohne
Beweis sei noch folgendes Resultat von Vandergraft iiber den Zusammenhang zwischen
Kondition von A und der Konvergenzgeschwindigkeit des SOR—Verfahrens bei optimal
gewihltem Relaxationsparameter angegeben:

Satz 6.2.14 Sei A blockweise tridiagonal mit Diagonalblicken I, symmetrisch und
positiv definit. Dann gilt

k—1 K — ﬁ
> Blwyy)) >
/€+1 - p( (wpt))_,%_{_ﬁ
e e 4
mit & < cond 1/2 (A) und S def (2 + _)1/2
2 p

O

Fiir eine schlecht konditionierte Matrix ist also SOR mit w,,; immer noch sehr langsam,
allerdings viel schneller als das Einzelschritt— und das Gesamtschrittverfahren. Unter
den gleichen Bedingungen wie in Satz 6.2.14 gilt ndmlich

PO UL +U)) =p((D—L)"U)

I

und
p(Dil(L +U)) =1= Apin(A) = Apaz(A) =1 =1 = A\paa(A)/cond ., (A)

mit
1 < Apaz(A4) <2
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Beispiel 6.2.3
cond ||.||2(A) = 10000 k= 100
PGesamtschritt > 0.9998
PEinzelschritt Z 0.99986
PSORey: < 1 —2/101 = 0.980198

0.99981000  — () 8187
0.99961000 — (.67026 Fehlerfaktor nach -

0.9801981000 = 2.059 x 1079 1000 Schritten

Es fragt sich nun, wie man den Spektralradius der Iterationsmatrix mit geringem Auf-
wand bestimmen kann. Von speziellen Startvektoren abgesehen kann man dies erreichen,
wenn man || Az, — b||*/* betrachtet. Es gilt nimlich

Satz 6.2.15  Sei A requlir, Ax* =b < 2*=Gz*+g o(G) <1 und
Trp1 = Gag+g  (Vk). Dann gilt fir jede Norm

o(G) > T || A — 0] (6.7

mit Gleichheit fiir fast alle xg

Beweis: Sei T' die Matrix, die G auf Jordannormalform &dhnlichkeitstransformiert:

T'GT = J.
Wegen
T —1F = G¥(xo — 2%)
ist
Az —b = Alzy —2%) = ATIT Yz — a¥) . (6.8)
J ist eine Blockdiagonalmatrix mit Diagonalblécken J;, ¢+ = 1,...,s und jedes J; hat
die Form

J; = NI+ jz mit der Dimension n;

Dabei ist J; eine Matrix, bei der nur die Elemente auf der ersten Superdiagonalen
ungleich null, und zwar gleich eins, sind. Deshalb ist

J*¥ = blockdiag(Jf, ..., J")
und fir K > n; —1
n;—1
Jf = LAY
- ()
7=0
weil (J;)) = O fiir j > n; — 1. Wir klammern in (6.8) rechts o(G) aus und erhalten
1Az = Bl < o(G)IAINTINT (2o — 2N/ o(G))MIIM*
Alle Elemente von (J/o(G))* sind aber kleiner oder gleich k™ und wegen

(C-n-EMY* - 1 firk — oo
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folgt zunédchst die behauptete Abschétzung nach unten. Wir bemerken nun, dafl in
(J/o(G))* alle Diagonalblécke gegen null gehen, die nicht zu Eigenwerten mit Betrag
o(G) gehoren. Wir setzen

_ « def
T ag—2) = y = (y,...,y0)"

und nehmen an, dafl mindestens ein y;, das zu einem J; mit betragsmaximalem FKEi-
genwert gehort, nicht null ist. Fast alle x( fithren zu solch einem y. Dann ist nach der
gleichen Rechnung

T A (Azy, — b) = ((Jf?h)Ta cee (nys)T)T

und daher unter Ausnutzung der Aquivalenz der Normen und Ubergang zur Maximum-
norm mit |[.|| > ¢[].||e

(1T AT DM Az, = b > o(G) max{||(Ji/ o(G)) il L e "

und Grenziibergang liefert nun die Behauptung mit Gleichheit. a

6.3 Blockiterationsverfahren

Folgende Verallgemeinerung der bisher betrachteten Iterationsverfahren ist naheliegend:
Man partitioniert Matrix, Losungsvektor und rechte Seite in Blocke bzw. Teilvektoren:

A A oo An 1 by

Ay A : :
e .21 .22 . -

Ay eee e A an b'n

und setzt nun in der Herleitung der Verfahren

All 0
D= = | A (6.9)
Ann Anl T An,nfl 0
0 A12 Aln
U =
Anfl,n
0

So lautet z.B. die Iterationsvorschrift fiir das Block—SOR~Verfahren

i—1 n
Aii i1 = w(bi — E Aij Tjp1 — E Aij Tjk) + Aurik

j=1 j=i
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1=1,...n, k=0,1,2,..

Diese Vorgehensweise erfordert pro Schritt die Auflésung von n “kleinen” Gleichungssy-
stemen. Dies kann jedoch lohnend sein, wenn z.B. die A;; einfach gebaut sind (z.B. Drei-
bandmatrizen wie sie bei Differenzenverfahren fiir elliptische Randwertprobleme bei
zeilen- oder spaltenweiser Numerierung auftreten). Die Sétze 6.2.9 — 6.2.13 lassen sich
auf solche Blockverfahren leicht iibertragen z.B. gilt

Satz 6.3.1 Sei A eine symmetrische Block—Tridiagonalmatriz und positiv definit. Dann
konvergiert das Block-SOR—Verfahren fir 0 < w < 2. Der optimale Block-SOR—-Parameter
st gegeben durch

2

wopt = 1+\m7

mit D, L,U aus (6.9) und die Funktion p((D —wL) '((1 —w)D+wU)) hat die gleichen
Eigenschaften wie in Satz 6.2.13 angegeben. a

i=p(DNL+U))

Oft ist das Block-SOR—Verfahren nicht aufwendiger als das gewthnliche SOR—Verfahren,
aber

(Popt)Block—SOR ~ (pOpt)g/gR fir N> 1!

6.4 Das cg—Verfahren von Hestenes und Stiefel

Im Beweis von Satz 6.2.10 hatten wir gesehen, dafl man das SOR—-Verfahren zur Losung
von Az = b mit A symmetrisch positiv definit als Minimierungsverfahren fiir die Funk-
tion
fz) = %$TA93 — b (Vf(x) = Az —b)

auffassen kann, wobei man in zyklischer Reihenfolge entlang der Koordinatenrichtungen
fortschreitet. Es ist schon vom Fall n = 2 her anschaulich klar, daf§ die Koordinatenach-
sen als Fortschreitrichtungen keineswegs besonders giinstig sein miissen. Im Fall n = 2
stellen die Kurven f(x) = ¢ konzentrische Ellipsen dar. Ein schrittweise Minimierung
von f entlang den Hauptachsen der Ellipsen wiirde die Minimalstelle von f (d.h. die
Losung von Ax* = b) in zwei Schritten liefern und entsprechendes gilt auch fiir allgemei-
nes n. Diese Hauptachsen sind ein Spezialfall sogenannter A-orthogonaler Richtungen.
Sie sind zugleich auch orthogonal. Die Bestimmung der Hauptachsen, das sind die Ei-
genvektoren von A, wire aber zur Losung von Az = b ein unsinniger Aufwand. Wir
zeigen im Folgenden, da§ die Minimierung entlang sogenannter A-orthogonaler (auch
A-konjugiert genannt) Richtungen ebenfalls zu einem finiten Verfahren fiithrt. Abbil-
dung 3.4.1 zeigt die Konstruktion eines A-orthogonalen p; zu gegebenem pq fiir n = 2.
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Abbildung 6.4.1

Definition 6.4.1 Sei A € R™*" symmetrisch positiv definit. Ein System von Vektoren
{po, -, Pn_1} heifit A—orthogonal, falls

. 0 j#k
p]TApk:/{jéjk mit k; > 0, 5jk:{1 jik

O

Satz 6.4.1 Sei f(x) = %xTAx — bfz, A € R™" symmetrisch positiv definit.
{Po, -y Pn_1} sei ein System von A-orthogonalen Richtungen.
xo € R™ sei beliebig und

Thp1 = Tk — OkPr, 0k = ()" (Az, —b)/pf Apr k=0,1,...,n—1
Dann gilt
(1) xgr1 minimiert f(x, — opy) bzgl. o

(i) (Azp —0)Tp; =0, j =0,...,k—1, dh x; = argmin {f(z) : x € z¢ +
span {po,...,Pk_1}}

(iii) z,=2*=A"1

Beweis:

L flag—opr) =0 & =V f(zp—opy) pe=0
(1) & pL(Alzg —ope) =) =0
& o =pi(Ax, —b)/pi Apy
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(ii) Wird induktiv gezeigt. k = 1 ist die Folge von (7).

Gelte (Azy —b)Tp; =0 fir j=0,1,..,k—1

Zu zeigen: (Azpi1 —b)Tp; =0 fir j=0,...k

j = k ist wiederum klar wegen (7).

Aber

(Azj1 —0)'p; = (A(xe — orpr) — b)7p;
= (Azy, —b— opAp)"p;
= (Azp —b)'p; — owpf Ap; =0
nach Ind.—Vor. bzw. Def {p;} fiir j < k.
(iii) (4) mit k = n liefert (Az, — )T (po,...,pn_1) =0, dh. Az, =0
~————

reguldre Matrix
O

An der Konstruktion in Satz 6.4.1 erkennt man, daf§ man die Richtung p, erst benotigt,
wenn man x schon gefunden hat. So ist es naheliegend, sich A-orthogonale Richtungen
p; durch ein Orthogonalisierungsverfahren bzgl. des Skalarproduktes (z,y) := 2T Ay
erst im Laufe der Rechnung zu verschaffen, ausgehend von

po := Axg — b=V f(z0)
mit Hilfe der Gram-Schmidt-Orthogonalisierung

Vf(zy) #0

sonst xp = x*

k-1
pr =V (k) + > Bups.

=0

mit G, so gewahlt, daf p]TApk =0 firj=0,..k—1
Wesentlich fiir die Praktikabilitdt des Verfahrens ist nun, dafl sich herausstellt

5k,0 == ﬁk,kd =0, 51@,/@71 = Vf(xk)va(ﬂﬁk)/Vf(kal)va(SUkA),

so daf sich ein aulerordentlich niedriger Rechenaufwand und Speicherbedarf pro Schritt
ergibt.

Satz 6.4.2 Es sei f(z) = %mTAx — bz, A € R™™ symm. pos. def., 19 € R" sei
beliebig und

V f(xr) fiir k=0
Tl = T — OPr ML P = Vf(x) + ”Vf(l'k)H%

_ irk >0
IV g Pt T

und o, = V f(zx) " pr /L Apr,
Dann gilt:

Vf(z;)#0 firj=0,..k
= {po, ..., px} sind A—orthogonal = IN <n: xy = A"'D.
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2
r
Beweis: Sei im Folgenden r; = Vf(z;) = Az; — b und §; := ”H ]Hﬁz
Tj—1ll2
Die Behauptung wird induktiv bewiesen.
Man beachte —Ap, = Uik(rk+1 — )
k=0: ’1“07&0@]90:7”07&0
k=1: Zuzeigenr #0 = plApy=0, p; #0.
Es ist
T r 1
pr=r1+0iro= —p1Apo = p; U_<7"1 —70)
0
1
= —(r{ + Buirg)(r1 — o)
g0
1 ryT
= —(r{r—rirg+—— Srdr —rir) = 0.
ooy ey

Wegen rTp; = rir; # 0 ist p; # 0.
k— k+1:7Zuzeigen 71441 # 0und {po,...,px} A-orthogonal =
{po, ..., pk+1} A-orthogonal, d.h. p},;Ap; = 0 fiir j = 0,...,k und pj41 # 0. Zunéchst

wegen rppr =0 e = rire # 0, dh. prgg #0.
Fiir 7 < k ergibt sich aus

1 1
—Ap; = —(rjp1—15) = —(Pjs1 — Bj1p; — pj + Bipj-1)
0; 0;
_pZ-HApj = —(Tk:TJrl +5k+1pZ)Apj = _TkT+1APj
1

- T T T T _
= —(Thalirr = BiraThaPs = Thals + BiTigapi1) =0
J

nach Satz 6.4.1(ii).
Fiir j = k gilt
1
—pZHAPk = (TkTH + Brapi) - J_k(rk-i-l — k)

1
T T T T
= (Tho1 "1 + Brest PrThr1 —Th1 T — Brr1s Pk)
Ok N——

1 T Tk Pk T
= — 1———)—rpr
o (7“1«+17"k+1( TZ;Tk) k+1 k)
=0
I 7 T
= T Tk+1(pk —BePr-1) = —Tpy1Pk—1
=0
B
= —k(A(Ik — okpr) — b)) pr—1
Ok
- ﬁk T TA .
= U—(T;gpk—1 — 0Py Apr—1) = 0
k
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2 1 1 0
1 1 —= g —= (0)
Beispiel 6.4.1 n=2, A ( 11 ) , b ( 0 ) , T ( 0 )

-1 1
:>p(0) = ( O )7 (50 = 1, og = %’ ,17(1) e (8)7

Az —p = Az g pO)y _p= A0 _p_— Ap®
x (2% — g - p') x - oo Ap
=r(0 bereits fiir

oo berechnet

AzW —p = ((1) =7

2

D)= ()
o _ ( i _ (1
pV = + —

3/ 1\0 3

0

(2

4

(71:2

o=

O N=

8
x
I
/N
_ ~ ~— ~__

Dieses Verfahren liefert also, trotz seiner iterativen Struktur, bei exakter Rechnung die
Losung eines linearen Gleichungssystems mit positiv definiter Koeffizientenmatrix in
hochstens n Schritten. Ist A diinnbesetzt, dann sind die einzelnen Rechenschritte auch
nur sehr wenig aufwendig. Das Verfahren erweist sich allerdings als ziemlich empfindlich
gegen Rundungsfehler, so dafi man unter Rundungseinflufl nach n Schritten eine mehr
oder weniger verféilschte Néherungslosung erhélt. Man kann dann das Verfahren mit
x, neu starten oder auch einfach formal fortsetzen. Es mag dem Anfinger erstaunlich
erscheinen, dafl nun ein Verfahren wie SOR iiberhaupt mit dem cg—Verfahren konkurrie-
ren kann. Dies hat damit zu tun, dal man bei den groflen linearen Gleichungssystemen
in der Praxis gar keine exakte Losung braucht und eventuell die Rechnung schon nach
weniger als n Schritten abbrechen mdochte.

Wihrend nun z.B. SOR pro Schritt eine ziemlich gleichméflige Fehlerreduktion gewéhr-
leistet, ist das Verhalten des cg—Verfahrens in dieser Hinsicht etwas irregulér. Der fol-
gende Satz gibt Auskunft {iber die pro Schritt zu erwartende Fehlerreduktion:
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Satz 6.4.3 Sei A € R™" symmetrisch und positiv definit mit den Figenwerten Ay >
Ay > >N, >0, beER" bel., z* := A'b und

E(z) = 3(z — 2*)TA(z — z%).

Dann gilt fir die mit dem cg—Verfahren gebildete Folge {xy}

L . ]
E(xps) = 3 Pr:glr%k(:co — 2T A(I + AP, (A))* (zg — )
< i , )2
< foin max 11+ X\ Pe( )" E(x0)
Nert — A\ 2
— | E k=0,1,...n—1
> ()\k_t,_l +>\n) <I0> RN L

Beweis: Wir zeigen zunéchst, dal p; = Pj(A)ro mit P; € II; und 79 = Azg — b. Dazu gehen
wir induktiv vor:

Po = To= Po(A)’I”O mit Po(T) =1¢€ell
pj = Ax;—b+ Bipj1

7j—1
= Almo— Y _oipi) — b+ Bipj
i=0

j—1
= Axg—b— Z oiAp; + ﬁjqu = Pj(A)TO
M i=0
j—1
mit P;(7) = 14 BjPj_1(7) —ZUiTPi(T) e 1I;
i=0

an—l

nach Induktionsvoraussetzung. Somit gilt

j—1 j—1
{L‘j - x* = Ig— .’B* — Zaipi =Xy — .%'* — ZJZ'P,'(A)TO
=0 =0
j—1
= (I-) oiPi(A)A)(zg — 27
=0
= (I+AQj-1(A))(zo — z")

Jj—1
mit Qj_l(T) = —ZJZ'Pi(T) GHj_l.
1=0

Sei A =VTdiag (\))V mit VIV =VVT = 1.
Dann gilt mit A := diag (A1, ..., Ap)

Vizj—2") = (I +AQ;1(A)) V(xo — z¥)

Diagonalmatrix =y
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und (wegen der Vertauschbarkeit von Diagonalmatrizen)

Iterative Methoden
E ($k+1) =

5 (@1 — ) VAV (241 — o)

m
= Sy (T+AQk(N)* Ay mity=V(wg—a") = :
U
1 n
= 35 D X1+ MQrk(M))?
=1

Wegen Satz 6.4.1 (ii) ist dies der kleinste Wert fiir E(z), der mit der Konstruktion

pj:Fj(A)T'(), Tj+1 = Tj — TjPj 7=0,..k, FJ(A) GH]‘
iiberhaupt erreicht werden kann, d.h. es gilt (beachte, dafy die Abhéngigkeit von den /’s und
o’s nur in @y steht)

1
E(xg1) min —

=1

IN

min max(1 4+ X\ Fi(N\;
Fielly ]

1 n
; ))2'52771'2)% :
i=1

———

:E(a)o)
Wir konstruieren nun ein spezielles F}; € Il in der folgenden Weise:

vy def 1 —1)k+1 Nea1 + A
o) Y A g e
VI Phdn i
2
Es ist also

A An
L+ AFF(\) =0 fiir A€ {A1, .y AR} U {%}
Weil 1+ AF}i(A) € 41, hat dieses Polynom notwendig folgenden Verlauf:

Abbildung 6.4.2
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Bis zu einer Stelle A G]w,)\k[ ist 1+ AF;(\) monoton fallend und konvex, in [\, \]
monoton wachsend, betragsméfig monoton fallend. \ ist definiert durch X € [%, k]
und (F{) (M)A + Ff(A) = 0.

Folglich gilt

2\ < Ak+1 — An

A€ [y Aera] = [T+ ARV < 11— =
[ k1) | < Net1 + An Ak+1 + An

Falls also z.B.
AM>A, und N, =MN_1—¢ 1=2,..n—1mite < A\ — A\,
dann liefern die ersten n — 1 Schritte nur eine sehr geringfiigige Fehlerverkleinerung.

Beispiel 6.4.2 Wir betrachten bei einer symmetrisch positiv definiten Matriz mit der

Eigenvektormatriz (sin(%))?/\/n + 1 folgende Eigenwertverteilungen

a) 1,2,5,...,10,5500,6000,6500,7000,. . . ,10000.
b) 1,2,3,...,10,9100,9200,9300,. . .,10000.

c) 1,2,3,...,10,9910,9920,9950,. . . ,10000.

d) 1,2,3,...,10,9991,9992,9993,. . .,10000.

e) 1,2,3,...,19,10000.

£) 1,8200,8300,8400,. . .,10000.

g) 1,500,1000,1500,2000,. . .,4500,5500,. . .,10000.

Die Grafiken zeigen jeweils in einer halblogarithmischen Darstellung die Grisse ||x) —
x*||/||z*||. Theoretisch sollte der Fehler nach 20 Iterationen null sein. Wir erhalten

1. Resultat nach 20 Iterationen: skalierter Fehler in x 1.0E-4

bsp 6,4,2, a)

=18 +

-15 -

logfl lx_k=x=1 171 Ix=113

=20
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2. Resultat nach 20 Iterationen: skalierter Fehler in x = 1.0E-6

bsp 6,4,2, b}
8
~
=
¥
k
S
-0 1
1
-
1
kL
-
¥ -15 -
-
-2
8 5 10 15 28

3. Resultat nach 20 Iterationen: skalierter Fehler in x = 1.0E-7

bsp 64,2, c}
0

-
=

*
E:
3

-0 ¢

1
Yy

1
k.
5
g o151
-
=20 1
0 5 18 15 20

4. Resultat nach 20 Iterationen: skalierter Fehler in x = 1.0E-20

bsp 6,4,2, d}

logCllx_k=xs=1 171 Ix=113
[} [}

5. Resultat nach 20 Iterationen: skalierter Fehler in x = 1.0E-12
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bsp 6.4,2, e}

=18 F

=15 -

log{l Ix_k—x=1 171 1x=113

=20

Man erkennt an den Beispielen a)-d), dass die Konvergenz um so besser ist,
je dichter die Figenwerte bei 1 bzw. 10000 zusammen liegen. Dieses Verhalten
lisst sich mit Hilfe der Fehlerabschitzung dadurch erkliren, dass ein Polynom
1+ AP(X), welches an den Stellen 1 und 10000 klein ist, wegen der Stetigkeit auch
fiir Werte in der Nihe noch klein ist. Anders ausgedriickt lisst sich fiir Werte, die
dicht zusammenliegen, besser ein Polynom finden, welches an diesen Stellen klein
ist, als bei Werten, die weit auseinander liegen. Allerdings liefern die Daten e) ein
schlechteres Ergebnis als bei a), obwohl die Abstinde zwischen den Eigenwerten
die gleichen sind. Dies liegt daran, dass hier die Spanne der kleinen Eigenwerte
bei gleicher Konditionszahl grisser ist. Dies erkennt man, wenn man die Gestalt
des Polynoms Q(\) := 1+ AP()\) genauer betrachtet. P(\) ist ein beliebiges Po-
lynom k-ten Grades. Dann ist Q(\) ein Polynom k + 1-ten Grades, welches die
Bedingung Q(0) = 1 erfillt. Bis auf diese Bedingung kann Q(\) beliebig gewdhlt
werden. Wegen dieser Bedingung Q(0) = 1 werden Polynome Q(\) die fir die
Figenwerte um 1 sehr klein sind an der Stelle 10000 von der Tendenz her sehr

grofs.

Es sind somit fiir die Konvergenz auch Eigenwerte, die gruppenweise dicht beiein-
ander liegen, giinstig (Sofern die Konditionszahl gleich bleibt.)

Diese Tendenz zeigen auch die nédchsten beiden Beispiele.

6. Resultat nach 12 Iterationen:skalierter Fehler in x = 1.0E-20
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bsp 6.4,2 f}

=18 |

logCl Ix_k=x®1 171 1x=113

=15 |

=28

7. Resultat nach 20 Iterationen:skalierter Fehler in x = 1.0E-20

bsp 6.4,2, g}

[l
L]

-18

log€l lu_k=xs1 171 1x=113

=15 |

=28

Das Beispiel f) liefert bereits nach 12 Iterationen eine bis Maschinengenauigkeit genaue
Losung. Bei dieser Eigenwertverteilung liegen zwar die groffen Eigenwerte relativ weit
auseinander, allerdings ist 1 der einzige kleine Eigenwert.

Bemerkenswert ist im Fehlerdiagramm die Stufe um die zweite bis sechste Iteration, in
der sich die Lisung kaum verbessert. Dies kommt daher, dass die Fehleranteile beziiglich
der Figenvektoren von A zu den grofien FEigenwerten einen groffen Anteil im Fehler
liefern, dieser Anteil dann aber in den ersten Iterationsschritten schnell kleiner wird, bis
der Anteil beziiglich der Figenvektoren grofier Eigenwerte sehr klein ist und der Anteil
beziiglich der kleinen Eigenwerte langsam veringert werden muss. Das Beispiel g) zeigt
ein dhnliches Verhalten, die Konvergenz ist allerdings langsamer, da die Eigenwerte hier
weiter auseinander liegen.

Bemerkung 6.4.1 Fir das reine Gradientenverfahren mit “optimaler” Schrittweite,
(das in dieser Form auch als Richardsonverfahren bezeichnet wird, und fir den Spezial-
fall diag(A) = I mit dem Jacobiverfahren mit einem abgednderten Schrittweitenfaktor
tibereinstimmt)

Tpp1 = oy — op(Azy — b), oy, = ||Azy, — b2 / | A2 (Azy — )| ?
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beweist man unter den Vor. von Satz 6.4.3

A=A
Blow) < (3530 ) B

und man kann zeigen, dafs hier “im wesentlichen” sogar das Gleichheitszeichen gilt.
Bei schlecht konditionierten Matrizen (A /A, > 1) hat man also nur eine sehr geringe
Fehlerreduktion pro Schritt, ndmlich

2
1 + COndH.||2(A)
Fiir das SOR—Verfahren kann man dagegen zeigen, dafs
1A% (s — 2o S Y@)[ A2 (e =)o mit 0 <y(w) <1

2
1+ condp | (A)
Es gibt also viele Eigenwertverteilungen (z.B bei 2.0.), bei denen SOR mit w = wp
zundchst schneller konvergiert als das cg—Verfahren! In allen Fdillen hingt die Konver-

genzgeschwindigkeit entscheidend von der Kondition von A ab und es ist naheliegend zu
versuchen, durch eine “einfache” Transformation

A (LN AL,

L “Niherung” fiir den Choleskyfaktor L von A, die Kondition von A zu verbessern.
Man kann die Verfahren dabei so umschreiben, daff nur Gleichungssysteme mit f,, LT
zusdtzlich gelost werden miissen, die transformierte Matriz selbst aber nie explizit auf-
tritt, sogenannte priakonditionierte cg—Verfahren.

|AZ (2541 — 2)]]2 < (1 A2 (2 — 2|2

fir k> ko.

und 5 (wope) S1

Man kann die Prdkonditionierung auch dadurch vornehmen, dafs man formal das Glei-
chungssystem mit einer Matriz von links multipliziert (ohne dies explizit auszufihren).
Das Verfahren wird dann mit Originalvariablen (x) gerechnet:
M = Prdkonditionierungsmatriz (symmetrisch, positiv definit)

o = Al‘o — b
Mpy = 1o ergibt po
b = 7{ Po
Firk=0,1,...
y = Ap
o = O / y;zpk
Tyl = Tk — OkPk
Tk+1 = Tk — OkYk
Mzpw = 7Ty ergibt 211
Opr1 = 7{+12k+1
Brt1 = Okg1/0k
Prt1 = Zkt1 + Brp1Pe

2Mit A= VAVH, A =diag (A\;),A; >0 und VVH = VAV = [ ist
Az =VA2VH =V diag (\2)VH
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O

6.5 Das Verfahren der generalisierten minimalen Re-
siduen GMRES

In Verbindung mit geeigneten, problemabhingigen Pridkonditionierern gehort das cg-
Verfahren zu den erfolgreichsten fiir grofle Systeme mit symmetrischer, positiv definiter
Koeffizientenmatrix. Man hat deshalb intensiv nach Moglichkeiten gesucht, dieses Ver-
fahren in geeigneter Weise auf Systeme mit nichtsymmetrischer Matrix zu iibertragen.
Eine zunichst naheliegende Idee, das Gleichungssystem

Ax =10

durch Multiplikation mit A” in eines mit symmetrisch positiv definiter Matrix zu
iiberfiithren,

AT Ax = ATh

ist nicht empfehlenswert, wegen der damit verbundenen Verschlechterung (Quadrierung)
der Kondition. Eine recht erfolgreiche Verallgemeinerung geht aus von der Eigenschaft
(ii) in Satz 6.4.1:

Tp1 = argmin {f(z) : = € xo + span {po,...,Pk-1}}-
Aufgrund der Rekursion fiir die p; und

po = A.r() - b - TO
p; = A.]?j —b+ ﬁj,jpjfl
Azj 1 —b—0j_1Apj—1 + Bjj-1pj1

folgt, dafl

span {po, ..., Pe_1} = span {ro, Arg, ..., A" rg} .
Diesen Unterraum bezeichnet man als Krylow-Unterraum zu ry (er kommt auch in
einem von Krylow angegebenen Verfahren zur Berechnung des charakteristischen Po-

lynoms einer Matrix vor). Fiir das cg-Verfahren kann man die Optimalitéit somit auch
ausdriicken durch

Az, — bLspan {ro, Arg, ..., A" 1y} def 1/

rr = 2o+ Viyr, Vi = Basis von Vj

Fiir eine allgemeine Matrix ist dieser Ansatz nicht notwendig wohldefiniert, weil VkH AV,
singuldr sein kann. Jedoch ist

Az —bLAV,  xp =20 + kak
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immer wohldefiniert, da V¥ A# AV}, positiv definit ist fiir Rang (V}) = k. Dies ist der
Ansatz von GMRES (generalisierte minimale Residuen). Es ergibt sich die Bestim-
mungsgleichung

Vi AM (A(o + Viye) — b) = 0,

d.h.
Y = —(VkHAHAVk)ilkaAHTO.
Diese Losung kann man auch deuten als die von
1A(zo + Vige) = bl3 = min || Ao + Viy) = blI3
T = 2o+ Vi

Dieses Ausgleichsproblem kénnte man iiber eine QR-Zerlegung von AV}, 16sen. Geschick-
ter ist es jedoch, induktiv eine Orthogonalbasis @ von V) aufzubauen, mit ro/||ro|| als
erster Spalte. Also betrachtet man die Zusammenhénge

(7107 v 7Ak71710) = QkRk7
(ro,- ., A*ro) = (ro, AQxRi) = Qi1 Ris1,
ro = legk)HrOH = Qkﬂeng)HToH, 69)1. Einheitsvektor in R7.

Die Matrix R}, hat hier die Diagonalelemente oo, ..., 0x—1 1. Dann wird

Ry c
Qi (ro, .-, Afro) = (ex|lroll, QF AQkRx) = (I, 0) (O kai)
= (R cx) = (|Irollef”, Hy)

Dabei ist Hy die k x k Hessenbergmatrix, die entsteht, wenn man von Ry, die erste
Spalte und die letzte Zeile streicht. Also ist

HAQy = HyR,' = Hy € CH*
selbst eine obere Hessenbergmatrix. Es gilt weiterhin
11 0 1] 0
(ro, AQx) = (ro, AQrRy) ( 0| R, ) = Qr+1 R ( 0 R, >

Also

1 0 0
AQr = Qk+1Rk+1(O R, >

I
[[oll
0 0 : Hy, 0
= Qi1 <Rk1) = Q41 : : é._.l

a e -
- Qk+1 <Ok> d:f Qk+1HI<:~

RV P



106 Iterative Methoden
Setzen wir
Qk - (QO7 cee 7%—1)

so erhalten wir hieraus eine direkte Rekursion fiir die ¢;, ndmlich

E+1
Agp_1 = Z hj,ijﬂ
j=1
also mit
def .
ik = (IJH_1AC]k—1 17=1,...,k
k
def
hierrr = [[(Agr-1 — Z hjxgi—1)ll
j=1
k
@ = (Agr-1— Zhj,kq]'—l)/hk-i-l,k :
j=1

Diese Formel setzt natiirlich Ay # 0 voraus. Dies ist nach obiger Herleitung genau

dann verletzt, wenn g = 0, also wenn A*ry von rg,..., A¥"Iry linear abhingig ist.
Dann ist
AQy = QrHy.

Mit dem Ansatz z = 2o + Qryr wird wegen AQr = Qi1 Hy (s.0.)

| AQryr + 7ol]2 = ||Qk+1]:]kyk + Qi1 |70l €12

und y;, errechnet sich somit aus der linearen Ausgleichsaufgabe
~ L.
[Hiy + [[roll exl[2 = min

(man ergénze Q41 zu einem vollstdndigen Orthonormalsystem U in C™ und multipli-
ziere in ||.||z mit UH).
Mit wachsendem k wichst Hj Schritt um Schritt und die Ausgleichsaufgabe der Di-

mension (k+ 1) x k 148t sich wegen der Hessenberggestalt mit O(k?) Operationen l5sen.
Gilt hgy1, = 0 zum erstenmal, dann haben wir

HHky + |lroll exllz = myin

zu 16sen und wegen Rang (Hj,) = k ist dies ein kompatibles System, die Losung von
Ax = b damit durch z; gegeben. Dieses Verfahren liefert also fiir invertierbares A immer
nach spétestens n Schritten die Losung des Gleichungssystems.

Der Aufwand in Schritt k ist O(nk) (i.w. fiir die Skalarprodukte h; ;) und eine Matrix-
vektormultiplikation mit A. Man ist in der Praxis natiirlich auch nicht daran interessiert,
viele Schritte zu machen, zumal man alle ¢’s ben6tigt, um x zu berechnen, und dies sind
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in der Regel voll besetzte Vektoren. Fehleraussagen fiir GMRES sind noch immer Ge-
genstand aktiver Forschung. Ein einfaches Resultat sei hier angegeben:

Satz 6.5.1 Sei A invertierbar und diagonaldhnlich:
T7'AT = A = diag (A1,..., \).

Dann gilt
|Azy, — bl|s < condH,HQ(T)(mm max |p()\i)|> | Azo — b

pelly, i=1,...n
p(0)=1

Ist A normal, (d.h. AA¥ = A¥ A), dann kann man cond,jj,(7") = 1 nehmen und die Feh-
leraussage entspricht i.w. der beim cg-Verfahren. In anderen Féllen kann cond ,(T) >
1 ausfallen. Der zweite Term héngt entscheidend von der Eigenwertverteilung ab und fiir
beliebige Verteilungen liefert der Satz iiberhaupt keine brauchbaren Aussagen. Liegen
alle Eigenwerte relativ dicht beieinander, dann ist die Situation giinstig. Dies unter-
streicht die Notwendigkeit der Konstruktion geeigneter Prikonditionierer. Auflerdem
weifl man, dafl das Konvergenzverhalten auch stark von xy abhéngt, was sich in obigem
Satz aber nicht wiederfindet. In der Praxis wird das Verfahren (mit einem geeigneten
Prékonditionierer) so angewendet, dafl nach ky < n Schritten mit z( := xy, neu gestar-
tet wird, so dafl nur ky, Vektoren ¢; benttigt werden. Es gibt hier jedoch das Problem,
daB u.U. Stagnation eintritt, d.h. der Fehler nimmt schliesslich nicht mehr ab.

Es gibt viele weitere Modifikationen des cg-Verfahrens fiir nicht positiv definite Sy-
steme, von denen aber keines durchweg gute Resultate liefert. Dies ist ein Gebiet aktiver
Forschung.

Beispiel 6.5.1 Das folgende Beispiel demonstriert die Schwierigkeiten, auf die man
bei allgemeinen Matrizen mit dem GMRES-Verfahren stossen kann. Es wird eine un-
symmetrische Matrixz der Dimension 100 mit zufdlligen Fintrdigen aber vorgegebenen

Singuldrwerten generiert (eine Matriz vom Typ “randcolu” aus der Matrizgallerie von
Higham, die man z.B. in MATLAB findet). Die Singulirwerte sind

0; . .
10=355— mito; = exp((j—1)/9.9)

D i1 ‘7]2'

Diese Matriz hat die Konditionszahl 2.2026 - 10* und eine Eigenwertverteilung gemdfs
der folgenden Abbildung (Figenwerte sind die Strahlenenden)
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eigenwerte zufallsmatiix cond=2.202624

08r

0.6

04

02r

Abbzldung 6.5.1 A o o8 e w04 o2 o 02 04 08 o0&

Wir wéihlen x* = (1,...,1)T und berechnen b = Ax*. Es wird GMRES mit Restart nach
jeweils 10 Schritten angewendet. Hier tritt Stagnation nach 20 Schritten auf, das durch
|b]|2 skalierte Residuum verbleibt in der Griossenordnung von 0.7.

gmiesrestart10) residuan

09- ||

085~ H

0.4 ‘

075+ ‘

Abbildung 6.5.2 ® 40 @® ) 10 %0

6.6 Die Methode von Kaczmarz zur iterativen Losung
von linearen Gleichungssystemen

Wiéhrend die in 6.1-6.5 besprochenen Verfahren nur fiir jeweils spezielle Matrizen an-
wendbar waren, ist das folgende fiir beliebige, sogar singulédre und nichtquadratische
Matrizen definiert. Seine Konvergenzgeschwindigkeit ist allerdings sehr gering.
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Das Verfahren beruht auf der Idee, die Losung x von Az = b fiir b im Bildraum von A
zu charakterisieren als

ve(H, Hi={yeC':al'y-p =0 AecC™",
i=1
d.h. H; ist die Menge aller Punkte (Hyperebene), die die i—te Gleichung des Systems
erfiillen. Dabei haben wir die Zeilen von A mit @i’ bezeichnet, d.h.

~H
ay

A= : A = (ay, ... an).
Gy,
Der Fehler, den das Einsetzen von x in die i-te Gleichung ergibt, ist also
a;'w — f;

und es gilt

AHei == &z
Von einem beliebigen " ausgehend wird nun versucht, durch orthogonale Projektion von
x* auf eine der H; den Fehler in z* zu verkleinern. In der Originalmethode von Kaczmarz

(optimales Kaczmarzverfahren) wird als ¢ = i(k) diejenige Hyperebene ausgewéhlt, die
den groBiten Einsetzfehler ergibt:

0

|aj) — @k)’—lfgagjlfa x — Bl

Dies erfordert allerdings Z z; Multiplikationen, wo z; die Anzahl der Elemente # 0 in
i=1
Zeile 1 von A ist, bei voll besetzter Matrix also mn.

2" wird dann als orthogonale Projektion von z* auf Hj iy berechnet, d.h.

mit geeignetem a und
dﬁk) 2= By =0
ergibt
o = —(aify) @ = Biw)/laig I3

d.h.

T k
Rl gk iy (Az” —0) Hen .
1A ein |13

Die Methode konvergiert sogar fiir singuldres und nichtquadratisches A gegen eine
Losung, und zwar linear. Sei dazu definiert

N(A) ot {weC": Aw=0} Nullraum von A
NtA) “ (wecr: w'2=0 Vze N(A)}
5 min Aw|s (>0)
weN-L(A)

llwllg=1
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und wie vorausgesetzt

be R(A),
R(A)={z: dzeC": z=Ax}.

Sei
@€ N*(A) mit Ad=b.

(@ ist eindeutig bestimmt!)

Satz 6.6.1 Bezeichne Pyay den orthogonalen Projektor auf N(A) (in || - ||z ) und

def .
x :f U+ PN(A)LCO.

Dann konvergiert das optimale Kaczmarz—Verfahren gegen x mit

52 \ 3
Jo**t =l < (1= -55)" lla* - ol

ny?
7 = max @il
O
<<
Beweis:
ka+1 _ $||2 . ka B l’H2 _ o (€ng)(x4xk — b))(xk _ x)HAHez(k)
i ? 147 e;9113
|e;7F(k) (Azk — b)|zegfp(k)AAHei(k)
HAHei(k)H%
Es ist aber
el AA  eiy = 1A e I13
und mit
b = Az
egzk)(Axk — b)(a:k — x)HAHe,-(k) = (xk — x)HAHei(k)ezzk)A(xk —z) €eR;.
Somit
Ty (Aak — )P
ot — 23 = flo* — 2} - —2

AR e; 13

Nach Definition von i(k) ist

lede (Az® = 0)* = [[Az® — blI3, > [ Az® — blI3
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somit

1 ||Az? —b]3
[ A e R a1
? 2 HAHez’(k)”%
1
< k 2 - A k b 2 )
S e [Az" — bll3
Nun gilt
(PN(A)AHGZ')HPN(A)AHBZ' = ef{AP]%(A)AHel = GZHAPN(A)AHQ’ =0.
Also
PN(A)AHeiZO izl,...,n,
somit
PN(A)xk+1 = PN(A)$k Vk.
Somit
ok — g =¥ —fL—PN(A)xO = 2" —ﬂ—PN(A)xk e Nt(4)
d.h.
1 A k _ 2
o < (1- IOl ey
ny? 2k — 2|3
52
< (1= ) Ik —alg
ny

>>

Im reguléren Fall m =n, det (A) # 0 ist

oo L
v ™ cond ., (A)
die Konvergenzgeschwindigkeit ist also bei schlechter Kondition auflerordentlich lang-
sam, weshalb man dieses Verfahren nur anwendet, wenn keine der in den anderen Ite-
rationsverfahren benutzten Struktureigenschaften gegeben ist. Der Hauptaufwand eines
[terationsschrittes liegt hier in der Bestimmung von i(k). Aber auch das zyklische Ite-
rationsverfahren mit

i(k) =k Vk

ist konvergent aufgrund folgenden Satzes

Satz 6.6.2 Seien H;, 1 = 1,...,r, Unterrdaume von C" und P; die orthogonalen Pro-
jektionen von C" auf H;. Ferner sei

D@hm¢0
=1



112 Iterative Methoden
20 € C" sei beliebig und

" = 2+ N (P — 2¥) k=0,1,2,...,
wo

O0<eg < >\k§52<2 Vk
i(k) = (kmodr)+1.

Dann gilt
3 lim 2" = 2" € D.

k—o00

Dieser Satz ist ein Spezialfall des Satzes von Bregman, L.M.: Finding the common point
of convex sets by the method of successive projection. Dokl. Akad. Nauk. SSSR 162(3),
487-490, (1965). O

Uber die Konvergenzgeschwindigkeit liegen fiir den Algorithmus mit zyklischen Projek-
tionen allerdings keine Aussagen vor. Verbesserungen bieten sich an z.B. durch simultane
Projektion auf den Durchschnitt mehrerer H; u.s.w.

Beispiel 6.6.1 Gegeben sei das lineare Gleichungssystem Ax = b mit

(2 3) (1)

Wir fiihren mit dem Startvektor 2 = (=1,0)" wier Schritte des Verfahrens von Kacz-
marz aus.

k=0 :
Az — :(_;L> = i(0)=1
und
0
A €i(0) = < 9 ) = HATQ(O)Hg =4
Es ergibt sich
v _ (-1 A0\ _ (-1
=0 o s \2)°\ 2)
k=1

und

1
AT€Z'(1) = ( 1 ) = ||AT62(1)“§ = 2.

(1))

Es ergibt sich
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kE=2:

AxQ—b:(_g) = i(2)=1

und
0
Aleyo) = ( 5 ) = [|ATenlls = 4.

(1))

Az® — :(_g) = i(3)=2

Es ergibt sich

und
1
Aleis) = ( 1 ) = |4 eill; = 2.

()20

Die graphische Darstellung ergibt

Es ergibt sich

1. Gleichung r*

2. Gleichung

6.7 Ein spezielles Verfahren fiir grofle nichtlineare
diinnbesetzte Systeme
Bei der Diskretisierung nichtlinearer Differentialgleichungen entstehen nichtlineare Glei-

chungssysteme, zu deren Losung das Newtonverfahren in Kombination mit einem di-
rekten linearen Gleichungsloser aus Aufwandsgriinden ebenso ungeeignet ist wie der



114 Iterative Methoden

Gauf’sche Algorithmus fiir den entsprechenden linearen Fall. Eine Kombination der Ide-
en, die zur Konstruktion von Iterationsverfahren fiir lineare Gleichungssysteme fiihrten,
mit den Methoden zur Losung skalarer oder niedrig dimensionaler nichtlinearer Glei-
chungen fiihrt hier zum Erfolg. Von den zahlreichen moglichen Varianten (vgl. Ortega
& Rheinboldt: Tterative solution of nonlinear equations in several variables, Acad. Press
1970 ) sei hier nur das SOR-Newton—Verfahren besprochen, das sich in der Praxis be-
sonders bewahrt hat. Die wesentliche Idee des SOR—Verfahrens fiir lineare Gleichungs-
systeme war die folgende: Ist (§1 k1, vos Sim1 k15 Ciks -oos fn,k)T die laufende Néaherung fiir
x* im '™ Teilschritt des k" Tterationsschrittes, ¢ € {1,...,n}, dann ist é,kﬂ dadurch
definiert, dafl die ' Gleichung bei sonst festgehaltenen Variablen durch Wahl der ¢**"
Variablen exakt erfiillt wurde. Dabei ist

?an+¢ = (51,k+1, e ,§¢—1,k+1, §i,k+17 §i+1,k, e ,§n,k)T so, dafl GiT(A?]an - b) =0.

Schliellich wurde

Siks1 = wgz‘,kﬂ + (1 —w)éik

gesetzt. Die Ubertragung auf den nichtlinearen Fall geschieht dadurch, daff man é@kﬂ
aus einem Schritt des Newtonverfahrens fiir die i*® Gleichung (nur in der i*" Variablen)
definiert:

fi(fl,k+1, ey gi—l,k—i—lv gi,/ﬁ (XY Sn,k)
%fi(gl,k-‘rl) ceey Si—l,k-‘rl) gi,ka ) fn,k’)

Sikr1 = wéi,k—&-l + (1 —w)éix

gi,k—i-l = fi,k_

Mit den Bezeichnungen

F = (fla ceey fn)T7 Yen+i = <€l,k+17 sy gi,k—f—l: £i+1,k:a ceey £n,k>T
ergibt dies
eiTF(yieriq)

1 ..
i = i1 — W €
yk; -+ yk? +i—1 e;-lij<ykn+ifl)€i k:O71727-"

Yn = Tk

Fiir lineares F' ist dies gerade das gewdhnliche SOR—-Verfahren.

Wir beweisen fiir dieses Verfahren sowohl einen lokalen als auch einen globalen Konver-
genzsatz:
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Satz 6.7.1 Sei D C R" konvez, F € C*(D), z* € D, F(xz*) = 0. Ferner sei

die Zerlequng in striktes unteres Dreieck, Diagonalteil und striktes oberes Dreieck. Falls

D* reguldr ist und
p((D* —wL*) (1 —w)D* +wU*)) < 1

(d.h. das SOR-Verfahren ist fir den gegebenen w—Wert bei einem linearen Glei-
chungssystem mit Jr(x*) als Koeffizientenmatriz konvergent), dann konvergiert das
SOR-Newton—Verfahren fiir hinreichend gute Startwerte. O

<<

Beweis: Anwendung des Satzes von Ostrowski:
Zu zeigen ist p(Jp(z*)) < 1. Die Iterationsfunktion ® des SOR—-Verfahrens wird implizit
beschrieben durch

f1(€17 7671)
)
a6, J1(61 -+, &n)
. _ L fi(gpl(x)v"wwifl(x)agiv"'agn)
gpl(x) 51 w%fi(‘aol(x)v"‘7902'—1($)’€i7'"7€n)
1=2,...,1n

pr(z) = & —

Ist * Nullstelle von F', dann ersichtlich y* = ®(z*) = z*. Erkldrt man also die Funktion
G : D xD — R" durch

f1(&1, - 6n)
a%lfl(fla 7&71)

fi(nn, oo i1, 86, -0 &)
ot [ ey i1 iy s )

glr,y) = -m+&—w

gilz,y) = —mi+&—w

1=2,..,1

(mit y = (1,...,m)7 und z = (&1, ...,&,)7T) dann liefert der Hauptsatz iiber implizite Funk-
tionen3, da8 durch die Gleichung G(x,y) = 0 fiir z € U(x*), y € V(2*) y eindeutig erklirt
ist als eine differenzierbare Funktion ® von x, mit z* = ®(z*) d.h. ® ist durch (6.10) lokal
wohldefiniert und die Iterationsfunktion ® ist differenzierbar.

3Beachte: G € CH(D x D), G(z*,2*) =0, Gy(z*,z*)= regulér.
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Wir haben mit d;; = { (1) ;Oisjt

8%(:1;) _ (51“—01 1 )
aéﬂ ’ %fz(@l( )7)‘)01—1(1‘) gl:afn)

(Z 2 p02) ¢ Z 2 %) _

0 1 .
—wfi(...) (%%ﬁ()) i,j€{l,...,n}

0
Setzt man x* ein, hilt jo € {1,...,n} fest und multipliziert man die i*¢ Gleichung mit P filx™)
i
durch, dann ergibt sich durch Zusammenfassung der n Gleichungen (i lauft von 1 bis n)

O
8@11 (%) : Z — fl *)ok.jo
86]0 8
(—wL + D%) : = @f]o(x*) —w
Oon | + o
(") | Z )6
9&jq 0] @f o
—_——
j@(x*)ejo
0 36, 116
= 6€J0f]0( ) —w 85 f]o( )
: Jo
0 0

= (1 -w)D"+wU")e;j,
und weil jy eine beliebige Spaltennummer war
Jo(x*) = (—wL* + D*) " Y((1 —w)D* + wU*).

a

Lokal kann also w geméafl der SOR—Theorie fiir den linearen Fall wahlen, aber dies be-
sagt natiirlich nichts iiber die zuldssigen w-Werte, wenn man von der wahren Losung
noch weit entfernt ist. In einem fiir die Anwendungen wichtigen Spezialfall kann man
jedoch die globale Konvergenz des SOR-Newton—Verfahrens beweisen. Dieser Fall (und
der zugehorige Konvergenzbeweis) stellt die natiirliche Verallgemeinerung des in Satz
6.2.10 betrachteten linearen Falles dar: (SOR-Verfahren fiir A symmetrisch positiv de-
finit)
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Satz 6.7.2 Ser D C R" konvex und offen,
fo : D — R sei zweimal stetig differenzierbar auf D, ein Niveaubereich

def

Lo = {z€D: folx) < f(z2)}
fir ein zg € D ser kompakt und die Figenwerte der Hessematriz von fo dort
gleichmdssig nach unten beschrdankt durch eine Konstante py > 0. (Fine solche Funk-
tion heifst gleichmdssig konvex auf Ly.)
Dann gilt: 3wo > 0:  Yw €]0,wp]
3 lim z, = 2" € Lo, wo F(z*) =0 mit

k—o0

F(a):=Vfol)  (dh Jele) = V*f(@))

und {x} nach dem SOR-Newton—Verfahren bestimmt ist, falls nur xo € Loy. Auf die
Kenntnis von wy kann man verzichten, wenn man das Verfahren in folgender Weise
modifiziert:

€ FWrnri-1)
e;er(ykn—i—i—l)ei

Yknti = Yknti-1 — W2 € Jj =7, k)

wo j definiert wird durch die Forderung j € Ny minimal, so daff yxnis € D und

(Q?F(yknﬂ—l))Q

A n+i—1) — n+1 Z 2_j_2
(A)  fo(Wrnti—1) — fo(Yrn+i) weiTJF(yanq)@i

mit 0 <w <2

<<

Beweis: Wir beweisen zuerst die zweite Behauptung und zeigen dabei, dal der Term 277
unabhéngig von k,¢ und zg nach unten beschriankt ist durch eine Konstante > 0. Wahlt man
dann wy gleich dieser Konstanten, dann ist der erste Teil mitbewiesen. Setze mit yrn+i—1 € Lo

O =€l F(yrnri1)/el Tr(Yrnti1)ei

(Man beachte, dafl der Nenner > p; > 0 bleibt nach Vor.)
Es gilt dann

0 < |ogi| < lef F(yrnsi-1)|/m < max || F(z) oo/ 1 =: C1
0

Da Ly beschrinkt und abgeschlossen ist, C D nach Vor. und D offen, existiert § > 0, so daf
mit z € Ly auch noch z +7e; € D V7 € [0,4], Vi.

Also wird jedenfalls yz,+; € D, falls 277C; < §. Sei j entsprechend gewiihlt. Dann gilt nach
der Taylorformel

Jo(Wknti=1) = fo(Uknti—1 — woi k27 7e;) =

= w0 ;277el'V fo(Yrnti-1) — %Wzaik27zj€?v2f0(gkn+i71)ei
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wobei Yin+i—1 eine Zwischenstelle bezeichnet. Setzt man

dof S .. x € Lo,
e} , o — 2o <
M, max{e, Vf(2)e; Iz = 2o <4 fiir ein Vie{l,...,n} }

so kann man abschiitzen (wegen w? < 2w)

(ef V fo(Yknri—1))” My

foWrnti-1) = foWrnyi-1 — woi k2 Ve;) > w2 1-2
(Gni-1) W ’ 0 eiTVQfo(yknJrz‘—l)ei( H1 )
. _ My _9 i3 m ; IR
Es gilt aber 1 —277—= > 27~ falls 277 < Zﬁ,d.h. fiir den Term 277 gilt die globale untere
M1 2

Schranke 3
277 > min{1,8/(2C1), gm/Mg} =: (Y

und damit ist gezeigt: ygn; ist wohldefiniert,

foWrnvi-1) — folYrnsi) > wCa(el V fo(yrnti1))?/(4Ms) Vi, k
> wChoj ;17 /(4 M)

d.h. auch ygn1; € Lo. Dabei war noch 0 < w < 2 frei wahlbar.

(Zum Beweis von Teil 1 des Satzes hat man lediglich wg := C5 zu setzen und die Abschiitzungen
entsprechend durchzufiihren.) Da die Folge {y,+;} beschrinkt bleibt, besitzt jede Teilfolge
einen Hiufungswert. Wir zeigen nun noch, dafl nur ein Haufigkeitswert existiert und dafl in
diesem Hiufungswert V fo = F' verschwindet.

Aufgrund der Abstiegsabschitzung gilt o ; — 0 und da der Nenner in oy, gleichméaflig be-
schrankt ist durch My bzw. uq, gilt auch

Prnti-1i = € V fo(Yknti—1) e 0, ie€{l,..n}

Sei im Folgenden
i =V fo(y;), pii =€ 1;

Wir zeigen zunéchst

0
Tkn k?go
Wegen oy, ; — 0 gilt
k — oo
Ykn+i — Yknti—1 — 0 ic{l,..n) (6.10)

und
V fo(Ykn+i) — Vfo(Urnti-1) =

— 1
= —w2 04 [y V2 (Ykntio1 + tWknti — Yrnti—1))dte; — 0

d.h.
Pi+1i — Pji — 0 j— o0, 1€ {1,...,n}
Wortlich wie in Satz 6.2.10 folgt 71, — 0 mit k — oo.
Fiir jeden Haufungspunkt 2* von {zx} = {yr,} folgt aus der Stetigkeit von V fy, daBl V fy(z*) =
0.
Mit klim xp = x* folgt auch klim Ykn+i—1 =", 1=1,...,n wegen (6.10).
Kek Kek
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Es bleibt zu zeigen, dafl nur ein Haufungspunkt z* € Ly existieren kann.
Ann.: ¥, 2™ € Ly, " # 2™, Vf(@*)=Vfa™)=0 =

0 = (@ —a™) (V") - V(™)
=0 =0

1
_ (x* . x**)T/O sz(l'** —|—t(l‘* _ x**))dt(x* _ 1'**)

> pplz* — 2**||* > 0 Widerspruch!

>>

Bemerkung 6.7.1 Man beachte, daf$ zu gegebenem F mit F' : D — R,

D konvezx, beschrinkt, Jr(x) stetig und symmetrisch und

MNi(Tr(x)) > >0 Ve eD, Vie{l,..n}, (N Eigenwert von Jr) und F(z*) =0
fir ein x* € D stets ein fy (Stammfunktion) mit den oben geforderten Eigenschaften
gehort. In der Praxis ist normalerweise fy das primdr gegebene.

Die Aufgabenstellung ist dann die der Minimierung einer gleichmdjfig konvexen Funk-
tion fo : D C R® — R. Das SOR-Verfahren wird nur gewdhlt, wenn n > 1 ( etwa
n > 1000) und wenn Jp = V?fy diinn besetzt ist)

Die Anwendung des Abstiegstests (A) erscheint dann unproblematisch. Tatsdichlich wird
dieser Test aber in der Praxis nie angewandt, und zwar aus Aufwandsgrinden. Ein Teil-
schritt des SOR—Newton—Verfahrens erfordert nur die Berechnung einer Komponente
von V fo und eines Diagonalelements von V? fy. Die Auswertung von (A) erfordert dage-
gen pro j-Wert eine fo-Auswertung, und der Aufwand hierfiir ist normalerweise n-mal
so grof8 I Da andererseits die globale Schranke wy unbekannt ist, bzw. viel zu pessimi-
stisch wdre (kleines w bedeutet extrem langsame Konvergenz) behilft man sich in der
Prazis so, daff man zuerst w (abhdngig von der Stirke der Nichtlinearitit) “klein” wdihlt
und sich bei der Anndherung an die Losung dann im Rahmen der linearen SOR—Theorie
vergrofiern lafst. a

Bemerkung 6.7.2 Zur Minimierung einer hochdimensionalen gleichmdssig konvexen
Funktion kann man auch mit gutem Erfolg ein prdkonditioniertes cg-Verfahren benut-
zen. Gegeniiber dem linearen Fall hat man nur minimale Anderungen vorzunehmen:
nach je n Schritten (spditestens) erfolgt ein sogenannter ”Restart” der Suchrichtung mit
dem Gradienten und die Berechnung der exakten optimalen Schrittweite wird ersetzt
durch eine angendherte eindimensionale Minimierung der Funktion, wobei die Schritt-
weite einer Abstiegsforderung unterworfen wird wie im oben beschriebenen Fall des SOR-
Newtonverfahrens:

f(ﬁk) — f(l‘k — O'kdk) Z 5Uka(fEk)Tdk
mit 0 < 0 < 0.5. Dabei wihlt man oy, aus der Folge

° 2(f(zr, — di) — f(xg) + Vf(zr)Tdy) 277, j = 0,1,...
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Man kann zeigen, dafl das so bestimmte oy gleichmdssig nach unten beschrinkt ist und
dafs die so bestimmte Folge {x} n—Schritt quadratisch konvergiert, d.h.

kan—l—n _x*H S C||$kn _:B*Hz

mit einer geeigneten Konstanten C. Fir grosses n ist diese Aussage nicht sonderlich
attraktiv. Aber in Verbindung mit einem guten Prdkonditionierer erhdlt man tatsdichlich
schnelle Konvergenz.

6.8 Zusammenfassung. Weiterfiihrende Literatur

Mit der Ausnahme des universell anwendbaren, dafiir aber nur sehr langsam konvergen-
ten Kaczmarc-Verfahrens sind alle {iblichen Iterationsverfahren zur Losung linearer Glei-
chungssysteme nur bei speziellen Matrizen anwendbar. Die einfachen Splittingverfahren
werden in der Regel nur noch als Subprozesse in komplizierteren zusammengesetzten
Verfahren benutzt (Multigrid-Verfahren, die im Rahmen von Diskretisierungsverfahren
fiir partielle Differentialgleichungen besprochen werden). Das cg-Verfahren und GMRES
(sowie die zahlreichen bekannten Varianten dieser Verfahren) kénnen mit einem guten
Prakonditionierer auch als eigenstandige Loser dienen. Der Prikonditionierer muss aller-
dings problemabhingig gewéhlt werden, eine "black box” Methode dafiir ist unbekannt.
Allen ITterationsverfahren gemeinsam ist die starke Abhéngigkeit von der Matrixkondi-
tion. In der Regel ist ihr Einsatz auch nur fiir sehr grosse und diinnbesetzte Matrizen
sinnvoll, denn alle beinhalten die wiederholte Bildung von Matrix-Vektor-Produkten
mit der Systemmatrix.

Weiterfithrende Literatur:

e Barrett, Richard; Berry, Michael; Chan, Tony F.; Demmel, James; Donato, June;
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bridge: Cambridge University Press. (2003).

e Varga, Richard S.: Matriz iterative analysis. 2nd revised and expanded ed. Berlin:
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Kapitel 7

Rundungsfehleranalyse numerischer
Algorithmen, (ERG)

Wir haben bereits mehrfach feststellen konnen, dafl ein Algorithmus im Falle des Rech-
nens mit endlicher, fester Stellenzahl, wie es den tatsdchlichen Gegebenheiten in der
Praxis entspricht, sich wesentlich von seinem abstrakten Ideal (in exakter reeller Rech-
nung) unterscheiden kann. In diesem Kapitel wollen wir kurz Methoden beschreiben,
die es erlauben, den Effekt der Rundungsfehler mathematisch zu erfassen.

7.1 Zahldarstellung

Sei B eine natiirliche Zahl > 2. Dann kann bekanntlich x € R dargestellt werden in der
Form

v = j:(Z @B-i) B° mit & #0 fiir z #0 (7.1)
=1
und
& €{0,...,B—1} “Ziffer” on 1
ec’ “Exponent” v

Fiir z # 0 und & # 0 heilen &, ... & die ersten t signifikanten Ziffern von x. Diese
Darstellung ist eindeutig bis auf das Auftreten einer unendlichen Folge von Ziffern B —
1. Die im wissenschaftlich-technischen Rechnen verwendeten sogenannten Gleitpunkt-
Zahlen erhélt man aus der Darstellung (7.1) durch Einschriankung der Parameter-Zahl,
d.h. es wird nun nur noch zugelassen

z=20
bzw.
t
r = i(Z @B*") B° mit & # 0 und
=1

€min S € S €max; e € 2.

121
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Auf vielen neueren Rechnern gilt:

B =2 t€{24,53}, emax = 127,1023, €nin = —Cmax
Intern wird die Zahl x dann als Tripel
(VZ,c, & ... &) = (Vorzeichen,Charakteristik, Mantisse)
mit
C=€— €emn

dargestellt und fiir negative Zahlen gilt eine Komplementdarstellung. ¢ heisst “Charakteristik*
und ist also stets positiv. Bei B = 2 kann man die Speicherung von & (= 1) fir x # 0
noch einsparen. Dies ist in der sogenannten IEEE-Arithmetik der Fall. Dort wird al-
lerdings die Mantissendarstellung als ZZ;(I) &4127" interpretiert. Das entspricht einer
Verschiebung von e um 1.

Beispiel 7.1.1 B =16, t =6, epax = 63, emm = —64

4[1[t[F[0]00[0]
I A A TR A

= (4 + 55)16' = 1.9375

———
0[100[0001
———

1 64-+1 = e=1
+

Die Menge der so darstellbaren Zahlen bezeichnen wir mit M (=Maschinenzahlen).

Beliebige reelle Zahlen mufl man beim praktischen Rechnen durch Maschinenzahlen
approximieren. Diese Approximation nennt man Rundung.

Ublich sind Rundung durch Abschneiden (die Ziffern &, und folgende werden ver-
nachldssigt) und “ symmetrische” Rundung (fiir B gerade)

x:i(i&B—f)Be Mg i(i@Bﬂ‘)Be
i=1 =1

t
i(; &B*"> B falls &41 < B/2

=
Il

r = i(i &B‘Z)Be R
=1

t
i(Z &B7 + B—t> B falls &, > B/2.
=1

Dabei wurde fiir e vorausgesetzt, dal €. > € > emin.

Fiir e < epin setzt man gewohnlich & = 0 (“Exponentenunterlauf”), wihrend fiir
€ > emax & gewohnlich undefiniert bleibt (“Exponenteniiberlauf”) (+INF in IEEE).
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Exponentenunterlauf ist nicht vollig unkritisch, wenn man z.B. bedenkt, daf§ dann
exp(—z) fiir > 709 gewohnlich null gesetzt wird, wiahrend man sich theoretisch auf
exp(—z) > 0 (Vx) berufen kann. Die Aussage des folgenden Satzes beweist man leicht
durch iibliche Abschéatzungstechniken:

Satz 7.1.1 Falls bei der Abbildung x — T := rd(x) weder Ezxponentenunter- noch
-tiberlauf eintritt, dann gilt fir x # 0

rT—x beim symmetrischen Runden

beim Abschneiden.

— D=

<c¢-B-Bl'=:¢ mit c:{
z

Die in Satz 7.1.1 auftretende Grofie
[

x
nennt man den relativen Fehler der Approximation = an x und die Aussage von Satz
7.1.1 ist also die, dal der relative Fehler der Rundung R — M normalerweise stets
gleichméfBig klein ist.

Die auf der rechten Seite der Ungleichung definierten Grofle € nennt man die relative
Maschinengenauigkeit der durch M beschriebenen Zahldarstellung.

Um die Effekte von Exponenteniiberlauf und -unterlauf nicht diskutieren zu miissen,
machen wir im folgenden die vereinfachende Annahme

€max = —€min = OO.

Die arithmetische Verkniipfung t-stelliger Zahlen mittels +, —, %, / ergibt gewohnlich
reelle Zahlen, zu deren exakter Darstellung mehr als ¢ Stellen benotigt werden. Bei der
Realisierung der Arithmetik auf einem Rechner mufl man deshalb geeignete “Ersatz-
operationen” benutzen, bei denen das exakte Ergebnis in geeigneter Weise durch eine
Maschinenzahl approximiert wird. Diese Ersatzoperationen symbolisieren wir durch

gﬁ(ﬁ) ]j S {+7_7*7/}'
Eine naheliegende Forderung an die Konstruktion von g/ ist
Ve,ye M:  gllaty) =vd (zfy)  ge{+ -/}

Diese Forderung hat die einschneidende Konsequenz, daf§ intern das Zwischenresultat
xfy auf t + 2 Stellen exakt berechnet werden mufl und ist deshalb bei den meisten
Rechnern nur néherungsweise erfiillt.

Beispiel 7.1.2 B =10, t = 4, symmetrische Rundung
x = +.1000 * 10, y = —.9045 % 107"

r+y= .1000]  *10
009045 *10"
090955

rd(x +y) = +.9096 %10°
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z=.1236, y=.3579

x xy = .0442|36|44
rd(x x y) = .4424 % 1071 0

Aus Satz 7.1.1 und der Modellvorstellung ergibt sich mit einer kleinen Zusatzbetrach-
tung

Satz 7.1.2 Fulls kein FExponenteniiber- oder -unterlauf eintritt, dann gilt unter der
Modellvorstellung

X

rd(z) = z(1+n) =1 7 Il In'| < e
_ Ty _
((x = (zty)(1+17n) = At L e
gt(zty) (xty) (1 + 1) T 7l 7|
€ = relative Maschinengenauigkeit. O

Die Grolen n, 7' usw héngen natiirlich von den Variablen z,y und der Operation f ab,
sind also bei verschiedenen Operationen verschieden, haben jedoch betragsmifig alle
die gemeinsame Schranke €.

Nach Satz 7.1.2 liegt jedes Einzelresultat der Maschinenarithmetik nahe beim wah-
ren reellen Resultat (im Sinne eines kleinen relativen Fehlers). Dennoch gehorcht die
Maschinenarithmetik nicht den {iblichen arithmetischen Gesetzen, was schwerwiegende
Folgen haben kann.

Beispiel 7.1.3
a) gllx+y)=x#4Ay=0 B=10, t=4, x=.2234x%10° y=.4999 x 1074

b) gl (a+ g€( ¢)) # gl(gl(a + b) + ¢) im allgemeinen
it
B = 10,t =8, a=.23371258 x 1074, b = .33678429 * 102, ¢ = —.33677811 * 102
I = 64137126 x 1072, 11 = .64100000 * 1073

¢) B=10, t =5, a=.234165%10°, rd(a) = —.23417 * 10°
b= —.234004  10°, 1d(b) = —.23409 * 10°
gl(rd(a) +rd(b)) = .80000 * 10~* = rd(a) + rd(b) fehlerfrei
aber: a+ b= .71000 * 10~%,d.h.

gl(rd(a) +rd(b)) — (a +b) ‘
(a+ )

=0.1267 d.h. =~ 13% Fehler!

O

Ein abschreckendes Beispiel fiir die Auswirkung von Rundungsfehlern ist die (durch
Integraltafeln nahelegte) Rekursion zur Bestimmung von Integralen der Form

1
u / " f(2)da
0
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hier mit f(z) = 5. Es gilt in diesem Fall die Rekursion

1
Yn = —OWn1+—,n=1,...
n

mit y,, € [0,0.2] monoton fallend in 7 und dem Anfangswert
yo = In(1.2).

Wendet man diese Rekursion mit IEEE-Arithmetik mit 53 Binérstellen an im ,, Vorwérts-
modus®, dann erhélt man das katastrophale Resultat

Y( 0)= .1823215567939546D+00
Y( 1)= .8839221603022717D-01
Y( 2)= .5803891984886412D-01
Y( 3)= .4313873408901275D-01
Y( 4)= .3430632955493624D-01
Y( 5)= .2846835222531885D-01
Y( 6)= .2432490554007241D-01
Y( 7)= .2123261515678079D-01
Y( 8)= .1883692421609604D-01
Y( 9)= .1692649003063093D-01
Y(10)= .1536754984684535D-01
Y(11)= .1407134167486415D-01
Y(12)= .1297662495901257D-01
Y(13)= .1203995212801408D-01
Y(14)= .1122881078850103D-01
Y(15)= .1052261272416149D-01
Y(16)= .9886936379192523D-02
Y(17)= .9388847515802088D-02
Y(18)= .8611317976545116D-02
Y(19)= .9574989064642839D-02
Y(20)= .2125054676785809D-02
Y(21)= .3699377423511857D-01
Y(22)= -.1395143257210474D+00
Y(23)= .7410498894748021D+00
Y(24)= -.3663582780707344D+01
Y(25)= .1835791390353672D+02

Y(26)= -.9175110797922206D+02
Y(27)= .4587925769331473D+03
Y(28)= -.2293927170380022D+04

Y(29)= .1146967033465873D+05
Y(30)= -.5734831833996033D+05 \ .

Setzt man dagegen einfach
ys1 = 0
und rechnet von da ,, riickwérts® yy aus, so erhilt man

Y(30)= .6451612903225807D-02
Y(29)= .5376344086021506D-02
Y(28)= .5821282906933630D-02
Y(27)= .5978600561470417D-02
Y(26)= .6211687295113324D-02
Y(25)= .6449970233285027D-02
Y(24)= .6710005953342995D-02
Y(23)= .6991332142664734D-02
Y(22)= .7297385745380097D-02
Y(21)= .7631431941833073D-02
Y(20)= .7997523135442909D-02
Y(19)= .8400495372911417D-02
Y(18)= .8846216714891401D-02
Y(17)= .9341867768132831D-02
Y(16)= .9896332328726375D-02
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Y(15)= .1052073353425472D-01
Y(14)= .1122918662648239D-01
Y(13)= .1203987696041781D-01
Y(12)= .1297663999253182D-01
Y(11)= .1407133866816030D-01
Y(10)= .1536755044818612D-01
Y( 9)= .1692648991036278D-01
Y( 8)= .1883692424014967D-01
Y( 7)= .2123261515197007D-01
Y( 6)= .2432490554103456D-01
Y( 5)= .2846835222512642D-01
Y( 4)= .3430632955497472D-01
Y( 3)= .4313873408900505D-01
Y( 2)= .5803891984886566D-01
Y( 1)= .8839221603022688D-01
Y( 0)= .1823215567939546D+00 \ ,

also yy in voller Genauigkeit.

7.2 Fehlerfortpflanzungsgesetze der elementaren arith-
metischen Verkniipfungen

In diesem Abschnitt behandeln wir die Frage, wie sich in den Eingangsdaten einer arith-
metischen Operation vorhandene Fehler auf die absolute und relative Genauigkeit des
Resultats auswirken.  und g seien also “Naherungen” fiir x,y. Es seien 2z := zfy, 2z :=
Zfy. Hier wird angenommen, dafl die Rechenoperationen Zfy exakt ausgefiithrt werden!
Seix =x+ Az, y=y+ Ay.

1. Addition/Subtraktion:

Tty = (@+Ar)E(y+Ay)=xty+ArtAy=z+Az
Az = AztAy = |Az| <|Az|+ |Ay]

Az  Ax n Ay  x Az LY Ay
2  xty r+y axtyz rty y
A ol Al Wl |
z |z £y |z |z £y ||
- —— —— —— ——
relativer * relativer * relativer
Fehler z Fehler z Fehler y

x Fehlerverstdarkungs- bzw -dampfungsfaktoren

Kritische Situation: |z + y| < |z| + |y| “Ausloschung fiihrender Ziffern”
Beispiel 7.2.1 (siche Beispiel 7.1.3c)
Setze v = a, T =rd(a), y=0>, §=rd(b)

rd(a) +rd(b) — (a+b)| _ 284165 . 5 234094

% 5x107° = .321
(@+0) = 1% 101 Tix104 0"

Abschétzung realistisch! O
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Durch geeignete Umformung arithmetischer Ausdriicke kann man manchmal die Aus-
wirkungen der “Ausloschung” vermeiden. Typisches Beispiel:

1
N S S
T+ Va2 +1

In der linken Formel wirken sich fiir x > 1 Fehler bei der Berechnung der Wurzel
katastrophal aus, bei der rechten nicht.

2. Multiplikation:

z = 2y=(r+Ax)(y+ Ay) = 2y + 2Ay + yAzr + AzAy = z + Az

Azl |zAy +yAx + ArAy|
2] |y
< Ayl Az |Azdyl
lzyl [y |y
A A Az||A
_ A Ayl |Az| [Ay|
E ] | [yl
N——

normalerweise vernachlassigbar

Bei der Multiplikation addieren sich die Schranken der relativen Fehler (bis auf Glieder
2. Ordnung)

Division: (Vor.: §# 0, y #0)

. r+Ar  x x (1+%) T 1+% 1"‘%
zZ—z = ——= - —=— - =z —
y+Ay oy v (142 1488 148
z z 1
~ Ax Ay
Z—z 15F — 2 Ax A A Ayl 2
Il o S(I ] y!) <1+| y|+<| y|> +)
2] 1+ 24| =yl ) | || g

geometrische Reihel!

Bei der Division addieren sich die Schranken der relativen Fehler (bis auf Glieder zweiter
und hoherer Ordnung in diesen Fehlern).

Division und Multiplikation sind also beziiglich der Fortpflanzung der relativen Fehler
“harmlose” Operationen, nicht aber Addition und Subtraktion.

7.3 Vorwirtsanalyse der Rundungsfehlereffekte

Jeder numerische Algorithmus besteht aus einer endlichen Folge elementarer arithme-
tischer Verkniipfungen. Aus einem Vektor z(®) von Eingangsdaten entsteht iiber eine
Folge von Zwischenergebnissen () ein Vektor y von Ausgangsdaten. (Die einzelnen
Vektoren kénnen verschieden lang sein). In exakter reeller Arithmetik wird der Uber-
gang £ — 20+ beschrieben durch eine vektorwertige Funktion ®; , wobei jede Kom-
ponentenfunktion entweder die identische Abbildung einer Komponente von z(* oder
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arithmetische Verkniipfung zweier Komponenten von 2 oder einer Konstanten mit ei-
ner Komponente von () ist. (Konstante kann man auch den Eingangsdaten zurechnen).
Im ganzen hat man

y=F(z) = On(na(- (P1(2))---))

Bei gerundeter Rechnung hat man nun nicht die Abbildung ®; zur Verfiigung, sondern
nur die Ersatzoperation ®,., wobei diese Ersatzoperation dadurch entsteht, dal man
“4” durch “gl(.8.)” ersetzt. Unter Ausnutzung der Resultate aus den Abschnitten 7.1
und 7.2 hat man

lx+7g) — (x+ A A
gtz £ g) — (@ +y)| < 2] _|Az] vl _[2y] + & + Terme hoherer Ordnung
|z £y lz £yl 2] JzEyl [yl
0(24y) — A A
l96(%59) — ()l < M + M + € 4+ Terme hoherer Ordnung.
|2ty 2] Y|

Mit
Y= (I)N,E(CI)N—LE(' o (‘bl,a(fd(iﬂ))) )

erhdlt man unter Ausnutzung dieser Gesetze eine Darstellung fiir den relativen Fehler
in den einzelnen Komponenten von 7.

Beispiel 7.3.1 Wir betrachten die Losung eines 2 x 2-Gleichungssystems nach der Cra-
mer’schen Regel. Eingangsdaten sind die 4 Koeffizienten der Matrix und die beiden
Komponenten der rechten Seite . Resultat y sind die beiden Komponenten der Losung:

L5y — TgTo }22
h = ———— D
( 1 X9 ) ( Y1 ) _ < Ts ) T1T4 ToT3 }
T3 T4 Y2 Te _ T1Te — T3Ts }21
Y2 T1T4 — Tols +D
@0 = Zd (I)l (I)2 (I)3
T  QIT1T4 > &D \< Oy
T3 QT1T6 / SF%)
T4 Rr3T4 /
Ts \' Rx4Ts5
Tg > QT2Tg

Es wird nun ersetzt: id(.) durch rd(.), zfiy durch g¢(zfy). Dann erhélt man unter Aus-
nutzung der obenstehenden Gesetze folgendes Diagramm fiir die maximalen Betréige
der relativen Fehler:
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) s) (el i e = g el < g st
" =
€ 3¢ (|I1SL’6’+’$3$5|)|2—;+8 =: fo b wkx ‘% < fot+fite
€ 3e (|$4$5’+’9€63¢2\)|2—;+€ = f3
* * ok
€ 3e
€ 3e
€) 3¢
* Rundung z, ...,z

x%  Fehlerfortpflanzung der relativen Fehler bei Multiplikation + neu
hinzukommende Rundung
wx*x Fehlerfortpflanzung bei Subtraktion + neue Rundung

mit
‘Ayl,a < 35(1 n |zgzs| + |weza|  |Toms| + ’$1$4|>
Y1 |DHZ/1| |D|
‘AyZa < 35<1 " |x126] + |T375] |zoms| + |$1$4|>
Y2 |DH?JQ| |D|

Terme hoherer Ordnung in € wurden dabei vernachléssigt. Man erkennt, dafl die so be-
rechnete Losung ungenau wird, falls bei einer der drei Subtraktionen starke Ausloschung
auftritt. 0O

Im Prinzip kann man so die Fehlerfortpflanzung der relativen (oder auch der absoluten)
Fehler in jedem Algorithmus vollstéindig verfolgen, die Auswertung der Abschétzungen
wird allerdings u.U. recht schwierig. (Eine griindliche Darstellung dieses Themenkreises
findet sich bei Stummel & Hainer, Praktische Mathematik, 2. Auflage, Teubner-Verlag).

7.4 Das allgemeine Fehlerfortpflanzungsgesetz.
Konditionszahlen eines mathematischen Problems.

Es stellt sich uns nun die Frage, eine wie hohe Genauigkeit man iiberhaupt sinnvollerwei-
se im Resultat einer numerischen Berechnung erwarten darf. Dazu miissen wir beachten,
daB zumindest Eingangs- und Ausgangsdaten der Berechnung gerundete Zahlen sind,
d.h. man hat bestenfalls

j =1d(F(rd(x))) = (I + eD1)F((I + eDy)x) (7.2)

wobei Dy, Dy zwei Diagonalmatrizen sind, deren Diagonalelemente betragsmafBiig < 1
sind. Man nennt einen Algorithmus zur Berechnung von F' gutartig (auf D), wenn das
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berechnete Resultat y. darstellbar ist als

Yye = (L +eD)F((I +eDy)x)  mit || D], [ Daf| < e(n,m)

fir alle x € D mit ¢(n,m) unabh. von x. Allgemeiner fragen wir zunéchst nach der
GroBe der Differenz

y—9=F(r) - F(Z)

wenn x — & (oder eine Schranke dafiir) bekannt ist. Die Antwort dieser Frage liefert
natiirlich der Taylorsche Satz. Hierbei spielt die spezielle Form der Differenz x — z {iber-
haupt noch keine Rolle.

fi
Satz 7.4.1 Es sei F' = : : D CR" — R™ D#0 offen, konvex. Es gelte:
Jm
Ve,ye D, Yie{l,...,n}, Vje{l,...,m}: Elg—ﬁ(x) und
of; of; ‘ -
iy <L ] !
SN—— k=1 *ok

x partielle Ableitung der j-ten Komponentenfunktion nach der i-ten Variablen
xx Komponenten von x bzw y
Dann gilt fir x,z € D

L@ = fi@) = Y(5
—_— —
A - An (7.3)

2
wobei |R;| < L( |£k—xk|>

Beispiel 7.4.1 n= 2, m = 1, F = <f1>, f1($1,I2) = Il/IQ.

oh 1 oh __m

8x1 i) (9.%2 1'22

Z2 Y2

<D ={(z1,22) : 6 > |1, X2 > 62 > 0}. Bestimmung von L : z = (“), Yy = (yl) €D

9% f

8x12 n

*fr _ 1 % f1 _ 2n
3

0

8[E18[E2 I22 81'22 )
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Q :’15 = {(2?1,332) : (51 > ‘1'1’, Ty > 52 > O}

2
L = max{ — ,|i;|: 01 > |x1], o2 ng}

) |[E2 |

1 26 1,0

= max{_2’_;} < 2&’1}3 >
02" 09 (m1n{1,52})
Also
T T 1 T

1~ . o
— — — = — (&) — 21) — — (%2 — x3) + Term zweiter Ordnung in ¥; — x;
T2 T2 X2 L2

Division durch z /x5 liefert mit z := 1 /2o, 2 := 71/%9

z—Z i‘l — I 532 — T2 . o~
— — + Term zweiter Ordnung in 7; — x;
z T )

d.h. das in 3.2 bereits hergeleitete Fehlerfortpflanzungsgesetz der Division. a

Wir vernachléssigen R; in (7.3) und schreiben
0 f]
fil@ Z axz - @)

Ubergang zu den Betrigen liefert

158 — fita |<Z]ff )| =

k%

*  Dédmpfung des Fehlereinflusses fiir |.| <1
Fehlerverstarkung fiir |.| > 1
Gibt Empfindlichkeit von f; gegeniiber Fehlern in z; an;
xx absolute Fehler in z; bzgl. x;

Falls f;(z) #0und z; # 0 i =1,...,n, kann man zu relativen Fehlern iibergehen:

—
|fi(@) = f;(x)] [ 0f; x; ||T — @
o <2l @ il
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Definition 7.4.1 Die Zahlen

]
8155

dfj
&’ci

Li .
Ll T

nennen wir die Einzel-Konditionszahlen von F' bzgl. des absoluten bzw. des rela-
tiven Fehlers an der Stelle x. (Sie geben an, wie sich ein einzelner Fehler in einer
Komponente des Arguments auf eine Komponentenfunktion auswirkt.) Ferner heifse

()

Ln, g =1,....m

(«)]

OFf OFf ;
Crabs(T) == nmax 82 (x)’, Crra(r) :== nmax Gi (I)fi@
die (Gesamt-)Konditionszahl von F' bzgl. des absoluten bzw. des relativen
Fehlers in z. a
h
Satz 7.4.2 Sei F' = : auf D C R™, (D # 0 offen, konvex) partiell differenzier-
fm

bar und die partiellen Ableitungen von F seien lipschitzstetig auf D.
Dann gilt fiir x,x € D

max | fj(x) — fj(Z)| < Craps(z) max |z, — x| + Terme zweiter Ordnung
J

und, falls f;(z) #0 firj=1,...,mund x, #0, k=1,...,n

e | fi(x) — f;(T)]
j | fi(z)]

| T — w4

|z |

< Cprel(x) max + Terme zweiter Ordnung

Definition 7.4.2 Das Problem, zu gegebenem x y = F(x) zu berechnen heifit

gut konditioniert bzgl des absoluten bzw. des relativen Fehlers, falls Crans(x) bzw.
Crre(z) in der Griflenordnung von 1 liegt und schlecht konditioniert, falls Cr abs()
bzw. Crra(x) > 1. U

Diese Definition ist natiirlich etwas vage, aber im konkreten Einzelfall 143t sich durchaus
entscheiden, was unter “in der Gréfenordnung von 1”7 zu verstehen ist.
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Beispiel 7.4.2 Wie Beispiel 7.1.3. Es wird

Oy _ 14 oy _ 12 oy _as T
drs D’ drs D’ or, D D
O s B Oy T4 Oy T2
833'2_ D le’ 891:1_ le’ 83;3_le’
Oy _ T3 I _ 1 M _ T Ta
ors D’ Oz D’ 9z, D D
Yo _ T T2 Oy 23 Oy _ .
a—x?’— 5+y25, a—:@—y257 3_x4_ y257
d.h.
|[waws| | |wazy| |wows| | |wszsl
Craale) = Smax{ {52 + S5 (502 + 57
2375 |zox3|  |7176] |$1$4|}
[Dllyal ~ [D] "|Dlly2| D] I

Das Problem der Gleichungsauflosung bei 2 x 2 Gleichungssystemen ist also schlecht
konditioniert, (wenn man fiir beide Losungskomponenten den relativen Fehler zugrunde
legt), falls

|D| < max ||

oder
min{ |y, |ya|} < max{|zs|, |ze|}
O

Gehen wir nun davon aus, daf die einzigen Rundungsfehler in der Rundung der Eingangs-
und Ausgangsdaten bestehen, dann erhalten wir als Schranke fiir den relativen Fehler

max |y;|y]| < (14 Crra(z))e + O(e?) (7.4)
J J

(wobei natiirlich vorausgesetzt ist, dafl keiner der Werte x;,y; = 0 ist.)

Entsprechende Betrachtungen kann man fiir den absoluten Fehler anstellen. Man kann
nun nicht erwarten, daf§ das Ergebnis irgendeines numerischen Algorithmus wesentlich
genauer ist, als die Schranke (7.4) angibt. (Eine gewisse Uberschitzung liegt im Faktor
n in der Definition von Cpe.)

7.5 Riickwurfanalyse’

In Abschnitt 7.3 haben wir bereits eine Methode kennengelernt, um den Gesamtef-
fekt aller Rundungsfehler abschitzen zu konnen. Die Gutartigkeit des Algorithmus’

2 Ausfithrliche Darstellung z.B. bei Wilkinson, “Rundungsfehler”, Springer HTB 44
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entscheidet man dann aufgrund eines Vergleichs mit dem Resultat einer Konditions-
analyse (siehe Abschnitt 7.4). Die Riickwurfanalyse bietet dagegen in vielen Fillen die
Moglichkeit, die Gutartigkeit eines Verfahrens direkt nachzuweisen. Hierbei wird unter
systematischer Ausnutzung der Modellvorstellung fiir g¢(zfy) das berechnete Resultat
als exaktes Resultat fiir gestorte Eingangsdaten dargestellt. Man nimmt bei dieser Be-
trachtung 0.B.d.A. an, daf§ die Eingangsdaten Maschinenzahlen sind, weil der Einflufl
der Rundung der Eingangsdaten ohnehin allein durch die Kondition des Problems (un-
abhéngig vom Algorithmus) gegeben ist.

Beispiel 7.5.1 Gaufy’scher Algorithmus fiir ein 2 x 2-Gleichungssystem

(xl $3)<y1):<x5) 0o.BdA x;eM,i1=1,...,6
Ty X4 Yo Lo

Fall |x1| > |22] und z124 — 2923 # 0. (d.h. kein Zeilentausch notwendig, eindeutige
Losung)

Algorithmus: Maschinenalgorithmus:
G = m/m | Ge = gl(ma/m) = z2(l+m)/1
G o= (s Goe = gl(Crews) = wo(1 +mu)ws(1 +m2)/21

G = 24— G| Ge = glrs—Co) = (xa — Ce)(1+m3)

= (:1:4—azgi—"l’(1+771)(1+772)>(1+773)
G = Guos Cre = glGews) = x5 22 (1 +m1) (1 + )
G = 26— Q| Ge = gllweg—Cue) = (w6 — Cue) /(L +n5)
Y2 = /G | v2e = 9l(Gse/Ce) = Ge/ (Ge(1+15))

w6—5 2 (1+m)(1414)

(w4 22 (1bm) (1412) ) (1-4m13) (1-475) (1-+-75)

C6 = T3y Coe = glxs—1yoe) = x3(1 +17)yare
o= 15— G| Cre = gllzs — Goe) = (5 — Co,e) /(1 + 1g)
x5 —x3(14+n7)y2,c
z1(L+m9)(1+n5)
Also wird
{21 (1 +19) (14 1g) yre + {231 +n7) by e = 5
~~ d —
=Tl =:T3.c
und mit
r1e = o1(1+m9)(1+ng)
Toe = a(L+m)(1+na)(1+n5) (1 +n5)
3. = wx3(1+mn7)
wird
2 e
T — 1'5?’5
Y2 e = :
’ Toe (1 + 772)) / /
Ty — T = —7 ) (1 + 1+ 1+
(= s 2 () (L m) L+ )10

[\ J/

-~

N(e)
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d.h.

mit

Tae (1+172)
’Exl,e (1 + 774)

N(e) = xy(1+n3)(1 +n5)(1 4 1) — 23 (T4 m3) (14 m5)(1 +n5)

X2 e

- x4,€ - :CB,E
xl,s

WO

Tye = xa+z{(1+n3)(1+n5)(1+m) — 1}

T1e (1—{—772) , /
53;27€ { (1 + 774) (1 + 773)(1 + 7’/5)(1 —+ 776) _ 1}

_l'37

d.h. letztlich

ToeYle t Tacloe = Te

d.h. die berechneten Werte v, ., y2 - sind die exakten Losungen des Gleichungssystems

Tie T3e Yie o Ty
T2e T4e Y2,e Te

Dabei gilt
[T1e— 1] < Jz|(26 + O(?)) < 2¢||z]| o0 + O(?)
|[Tae — 2] < |ma|(de 4+ O(?)) < de||z]loo + O(?)
[23e —w3| < eglzs] <eflrl
und weil
236l < zsl(1+ O(e))
T2 |z2|(1 + O(e))
— < <14+0(e
o] S nl(I100) €
schlieBlich
[24e — 24| < 24|38 + O(E?)) + |23](5e + O(e?))
< 8ellzf|s + O(e?)

d.h. das Verfahren ist “gutartig”, es erfiillt i.w. die Bedingung (7.2) in Abschnitt 7.4.
Natiirlich setzt diese Uberlegung voraus, dafl der Maschinenalgorithmus durchfiihrbar

ist, d.h. daB
IN(g)] >0
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(und daB kein Exponenteniiber/ unterlauf eintritt. Vom letzteren Fall sicht man aber
gewohnlich ab, d.h. man benutzt die idealisierte Modellvorstellung). Aber

X2 T2 L2.e
N = — I3— — —= - d
| (8)’ Ty ngl + (513475 .T4) + (.Tg o I375 Jj17€>
> |Zafi T T3Ts _Egguxnoo N (9(52)3_‘(133 — 232 T2 ) _ ‘5’33,5<ﬁ _ x275>‘
T ——— 11 T $175
Doef|zlloc VT
lI<1
T4T] — T3T x 1+ 4e + O(&?
> [P (el + OED) ~ o] |21~ =
1 —~— 1 1—2e+ O(E )
<lzs|(1+e) b §6a—;2’)(52)
T4T] — T3T
> | - (152l + O(EY).
X
Falls wir also als D die Menge
lzi| < T, |41 — w322 > 7, |71] > |29
benutzen, wird
IN(e)| > % —15eT 4+ O(2) > % +0O(e2) > 0

falls € < ¢p und gg so gewahlt ist, dal

<
0= 3012

(Man muB dann noch priifen, da der O(g?)-Term wirklich vernachlissigbar klein ist,
was aber hier der Fall ist.) O

Beispiel 7.5.2 Polynomauswertung nach dem Hornerschema,
ps(x) = ((asx + az)x + a1)x + ag

0.B.d.A. z,a9,a1,as,a3 € M.

Algorithmus: Maschinenalgorithmus

Pps3 = as P3e = asg

P2 i=p3* T+ ay | pae = gl(gl(pse x ) + az) = (az * (1+nm1) + az)(1 + )
pri=pexr+ar | pre = gl(gl(pee * ) + a1) = (p2e * (1 +n3) + ar)(1 +n4)
Po = p1* T+ ag | poe = glgl(pre * ) + ao) = (Pr,e * (1 4 15) + ao)(1 + 1g)

Im ganzen:

asz.e
7\

pos = az(L+n)(L+m)(1+n3) (L +na)(L +n5) (1 + ) 2°

az.e

+ag(1+ 7o) (14 73) (1 +72) (1 +75) (1 + 1) 2
+a1(1 4 n4) (1 +75)(1 +n6) ¥ + ao(1 +76)

ai,e ao,e
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d.h. der Algorithmus ist im Sinne von 7.4 gutartig, wenn man ihn als Abbildung

Qo
ap | — ps(z)
a2
as

interpretiert. O

Bemerkung 7.5.1 Die Gutartigkeit eines Algorithmus besagt nicht, daf das berechnete
Resultat im diblichen Sinne “genau” ist. Wenn ndmlich die Kondition der Problemstel-
lung schlecht ist, dann ist das Resultat unvermeidlich stark verfilscht. a

Die explizite Mitfithrung der Klammerausdriicke (14 1;) - - (1 +n,) bei der Riickwurf-
analyse ist sehr listig. Zur formalen Vereinfachung ist folgendes Ergebnis niitzlich, das
insbesondere auch erlaubt, die oben bereits aufgetretenen O(e?)-Terme besser zu be-
herrschen.

Satz 7.5.1 Es seine < 0.1. Ferner gelte |n;| <e, i =1,...,n. Dann ist

1 —1.06ne < [J(1+n) <1+ 1.06ne

=1

d.h.

H(l +n;) =14+ 1.06ned mit |9 <1, 9 abhingig von my, ..., 0.

i=1

Beweis: Wegen 0 <1 —ec<1+4n,<14¢ i=1,...,nist

(1—¢)" H1+m ) < (14¢)"

Aber

(1£e)" = Y <7;) (£e)i =1+ne+ i (?) ci(£1).

= =2

o

Ferner

‘Z;: (7;) (+1)] <

¥ “(ne)' < ne - fnet= < ne-0.05/0.9 < 0.06ne.
1=0
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7.6 Intervallarithmetik

Die Intervallarithmetik stellt einen Versuch zur Automatisierung der Kontrolle des Ein-
flusses von Daten- und Rundungsfehlern auf das Ergebnis einer numerischen Rechnung
dar. Falls

=z + Az, (Eingangsdatenfehler |Ax| < d)

dann wird # ersetzt durch das Intervall [T — d,Z + d] = I, und dies wird fiir alle Ein-
gangsdaten durchgefithrt. Die arithmetische Verkniipfung zweier Intervalle Iy, I wird
definiert durch

I3 = L], := [inin xlﬁxg,gla;(xljjmg].

Bei der Ausfithrung von f als gf(.f.) werden zusitzlich die Intervallgrenzen so ver-
kleinert bzw. vergroflert, dafl das berechnete Intervall fg (mit Grenzen in M) j3 D I3
erfiillt. Dann erhélt das (die) Ergebnisintervall(e) garantiert die exakte Losung, d.h.
man erhélt automatisch Naherung + Fehlerschranke. In gewissenSpezialfdllen und mit
speziellen Algorithmen erhélt man so sehr schone Resultate. Unkritisch angewandt fithrt
die Methode jedoch oft zu groben Uberschitzungen.

Beispiel 7.6.1 (ohne Rundungsfehler):

Gleichungssystem 2 x 2 mit Cramerscher Regel

biage — baais
r, =

a1 aig xy . by A11G22 — Q21012
asr A2 To by baay1 — biag

Ty =
a11A22 — G210A12

ap € [1,2] 12 € [ ] b € [3 4] as1 € [2,4], a9 € [—1, 1], by € [O, 1],
=
a11Q22 — A91G12 € [1,2”—1, 1] — [2,4] [2,3] = [—2,2] — [4, 12] = [—14, —2]
z1 € ([3,4][-1,1] = [0,1][2,3])/[-14, =2]
= ([-4 ] [0,3))/[=14, =2] = [-7,4]/[-14, 2] = [-2,3.5]
zy € ([1,2]0,1] = [2,4][3,4]) /[-14, 2]
= ([0,2] - [6,16])/[—14, —2] = [-16, —4]/[-14, 2] = 3, 8].

a

Beispiel 7.6.2 Schlecht konditioniertes Gleichungssystem, Intervallarithmetik mit Run-
dung, Gaufl-Algorithmus ohne Pivotwahl, da Koeffizientenmatrix positiv definit:

0.500 —-0.333 r1\ 0.137
—-0.333  0.251 xe J \ —0.100
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3-stellige dezimale Rechnung:

—0.333 — [—0.334,—0.332]
0.251 — [0.250,0.252]

~0.100 — [—0.101,—0.099)
0.5 — [0.499,0.501]
0.137 — [0.136,0.138].

[—0.334, —0.332]/[0.499,0.501] = [—.66933..., —.66267...]

670, —.662]

19784, .22378]

19, .224]

19246 - 1071, —.90032 - 107]
925107, —.900 - 107]
[.250,.252] — [.219,.224] = [.260-107",.330-107"]

[—
-
[—.670, —.662] * [—0.334, —0.332] = [.2

-2

[—

[—

[

[—.101,—-.990 - 107! — [-.925- 10", —.900-107"] = [-.11-107',—.9-1077

[—

=

9

[9

[—

[

[

[—.670, —.662] % [0.136,0.138] =

[~.11-107',—.9-107%]/[.260 - 107",.330 - 107'] = [-.42307... —2727 ]
= [—.424, —.272] = [z
[—0.334, —0.332] * [15] = [.90304-107",.141616]

= [903-107",.142]

[0.136,0.138] — [.903 - 1071,.142] =
[—.600 - 1072,.477 - 1071]/[.499, .501] =

600-1072,.477 - 1071
—.12024 - 10—1 9559... - 1071
—.121-107%,.956 - 1071 = [24]

Wahre Losung (10-stellig berechnet):

T, = 7.4396003 1072
Ty = —.2997057...

die EinschlieBung ist also korrekt. An der Tatsache, daf die Intervallbreite der Intervalle
[x1], [z2] in der gleichen Grofenordnung liegt wie der maximale Betrag eines Elemen-
tes dieser Intervalle, erkennt man hier sofort, “dafl etwas nicht stimmen kann” (Hier:
cond (A)e = 0.2374..., d.h. man kann bei 3-stelliger Rechnung nichts Verniinftiges
erwarten). O

7.7 Weiterfithrende Literatur

o Alefeld, Gotz; Herzberger, Jiirgen: Einfiihrung in die Intervallrechnung Mannheim
- Wien - Ziirich: Bibliographisches Institut, B.I.-Wissenschaftsverlag (1974).
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Kapitel 8

Trigonometrische Interpolation
ERG

In Kapitel 1 haben wir gesehen, dafl man ein Polynom gleichwertig durch n + 1 Koef-
fizienten einer beliebigen Basisdarstellung in II,, oder durch n + 1 Wertepaare (Stiitz-
stellen/Stiitzwerte) darstellen kann. Die Transformation einer Darstellung in die andere
ist dabei ein O(n?)-ProzeB. Wir werden nun zeigen, daf man in einem Spezialfall den
Aufwand auf O(nlog,n) reduzieren kann.

Im Folgenden bezeichnet 2 die imaginire Einheit /—1

8.1 Interpolation auf dem komplexen Einheitskreis

Definition 8.1.1 w heifit primitive Einheitswurzel der Ordnung k, (k € N) falls w* =
Lundw? #1, 1<j<k. O

S/ 5 w  primitive Einheitswurzel der Ord-
/ Y nung 8

I = w? primitive Einheitswurzel der Ord-
\ f nung 4
\\ ; 6277/4 — ez27r/8

141
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Satz 8.1.1 Sei w eine primitive Einheitswurzel der Ordnung n + 1. Dann gilt

iwsa_{ n+1l a=0 (modn+1)
s=0

0 sonst.
O
Beweis: a=0mod (n+1)=w**=1=%---=n+ 1.
Sei a # 0 (mod n + 1). Setze z := w®. (2 # 1). Dann 2" =1
- sa - s -1
2 W=D F = =0
s=0 5=0
a

Wir betrachten nun die Aufgabenstellung der Transformation einer Koeffizientendarstel-
lung eines Polynoms p in die Wertedarstellung sowie die zugehorige Riicktransformation:

T (a(b"'aan) = ((:EO;yO)a"'?(xn?yn))
T_l : ((x07y0)7"'a($nayn)) = (a()a"')an)
wobei 7, = w* und w eine primitive Einheitswurzel der Ordnung n + 1 ist.

Zur formalen Vereinfachung sei n + 1 = 2", n = 2" — 1. Wir beschreiben zunéchst die
Transformation 7"

Es ist
n—1 n—1
n 2 2
v 2v 2v
p(z) = E a,r’ = (9, —i—a:E A2y, 41T
v=0 v=0 v=0

Dabei gilt wegen ”T’l =
8]91 = 8p2 = 21"71 —1

d.h. fiir p; und ps kann dieselbe Zerlegungstechnik wiederholt werden. Die Auswertung
von p; und py ist zu leisten an den Stellen y; = 22, d.h. in Wirklichkeit auf der
Hilfte der Punkte, z.B. bei

n="7T w:\%(l%—z)

Yo = ]-a Y1 = Cd27 Yo = w47 Ys = w67
p=w=1=y, PpB=w=w’=y, p=w?=w'=w, y=uw'=u=y.
Sei

A(r) := Aufwand zur Berechnung der Transformation 7" mit n = 2" — 1.
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Dann gilt ersichtlich
A(r) =2A(r —1) + 327 (8.1)

Der additive Teil 227 stammt von den n + 1 Additionen p;(y;) + z;p2(y;) und den
(n + 1)/2 Multiplikationen x;ps(y;) (wegen ; 9r—1 = —x; kann man die Hélfte der
Multiplikationen einsparen). Aber

A(l)=0

d.h.
A(r) =32"r = 3(n + 1) logy(n + 1) = O(nlog, n)

Wir beschreiben nun die inverse Transformation:

“van der Monde-Matrix”
N\

(a'()?a"')an) 1 1 1 1 (yOaa"'7yn)
Cow owrowr e W
T R R )
w Wb -
1w w2 e e }@monggn
d.h. die Berechnung von ay,...,a, aus ((zo,%),---,(Zn,y)) lauft auf die Matrix-
Vektormultiplikation

((Io, cee aan) = (yOa cee 7yn)v_l

hinaus, wobei V' die obige Vandermonde-Matrix ist. In diesem Spezialfall ist allerdings
die Angabe von V! duBerst einfach:

Behauptung:
V= (o) =W ™/(n+1) 0<kj<n

Beweis:

wegen Satz 8.1.1 und k — j # 0mod n+ 1 falls £ # 7 und 0 < k, 5 < n. Also wird
(ag,...,a,) = ! <zn:ykw_kj>
(n+1) \e=

1 u k>n
= Z -
(n+1) <kz:% Iz j=0

n

. J
mit z; = w’ = (%) . Mit w ist aber auch % eine primitive Einheitswurzel der Ord-

nung n+ 1, also kann auch die Riicktransformation in O(nlog, n) Operationen geleistet
werden.
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Die Rekursion (8.1) driickt sich aus in einer rekursiven Faktorisierung der Matrix V.
Wir bezeichnen V' genauer mit V(n + 1) (wir behandeln hier den Fall n + 1 = 27):

newe = (V) L ) (B )

worin P, (2") eine Permutationsmatrix ist, die die Zeilen 1,...,2" in die Reihenfolge
1,3,...,2" —1,2,4,...,2" permutiert und

2“1—1)

Dyr-r = diag(l,w,...,w mit w = exp(ur/2"7) .

8.2 Trigonometrische Interpolation: (FFT Fast Fou-
rier Transform)

Aufgabe: Gegeben sind Wertepaare (%, yk>, k=0,...,n, w:=e?/"+ primitive

Einheitswurzel der Ordnung n+1, n=2"—-1,dh. n+1=2".
Gesucht: Die zugehorige diskrete Fourierdarstellung, d.h.

m—1
flr) = 2+ Z{aj cos(jz) + b;sin(jz)} + @, cos(mzx), m=2""
j=1
2m Unbekannte, m =2""1 2m=2"=n+1

2m Daten vyq,...,yn

mit
f(xj):yj j:O,,TL

Wir fithren diese Aufgabe nun auf die obige komplexe Polynomauswertung zuriick.

127

Man setze mit by = 0, by, =0, 1= v/—1 und z < exp(ux) (d.h. z(z) = w = entT ist
(n 4+ 1)-te primitive Einheitswurzel)

(aj — ub)
(aj+ij>, jZO,,m

N = N[
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27k

2} wegen WPt = W' =1

Damit wird fir z €

flx) = 3ao+ Z{aj cos jx + bjsin jx}
j=1

= co+ » {(¢j+c_j)cosjr+i(c; —c_j)sinjx}
j j j j

=1
m m
_ pUT o
= g cje’t = E Cj2
j=—m j=—m

2m—1

— —-m v/

= z E Cjz
=0

mit ¢; = ¢y Jj=1,....2m—1, co=c_p +cp=ap

d.h. die Bestimmung der a;,b; ist zuriickgefiihrt auf die Bestimmung der komplexen
Koeffizienten ¢; des Polynoms vom Grad n mit p,(w’) = y;w™ j =0,...,2m—1, w™ =
(—1)7, und kann mit obigem Algorithmus in O(nlog,n) Operationen geleistet werden.

(Man beachte, dafl c_,, = ¢, so dafl nur 2m Unbekannte auftreten).

Wir haben bereits oben gesehen, dafi diese Interpolationsaufgabe durch die Matrix-
Vektormultiplikation

Co Yo
1 (i
1 g
— ( (%)U ) ..
n+1
Cn Un

mit g; = (—1)7y; geleistet wird, wobei w = % wieder eine komplexe Einheitswurzel der

Ordnung n + 1 = 2" = 2m ist. In den Matrixkomponenten laufen ¢ und 5 von 0 bis n
und ¢ reprisentiert den Zeilen- und 7 den Spaltenindex. Wir lassen den Faktor n+_1 fort
und setzen also

Dann haben wir
do Yo
d y ]
- ((2)") o
dy, Un

Wir fithren nun den Reduktionsschritt auf zwei unabhéngige Gleichungen der halben
Dimension vor. Dazu betrachten wir die d; mit geraden und ungeraden Indizes getrennt.
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Firi=0,...,m—1ist

1 24
o= S
2 Z o) Y
7=0
m—1 .. 2m—1
1 245 1\ 24
= 2(5) v X(5) v
7=0 j=m
m—1 m—1 L
1 i 1\ 2i(5+m)
= X)) XE) T we
7=0 7=0
m—1

Il
—~

I

N——
Do

SN—

<5
—~
&

+

<
3
_l’_
<.
N—

2im 2m
weil <%> = ((%) )* = 1. Analog wird fiir i =0,...,m — 1

N

m—1

1\ (2i41)j
daiy1 = Z(;) Yj

I OROIED OO

- SO EO Y

= S (E)(E) - )

weil <%> = —1. Setzen wir also mit w = <1>

w

3
[\~
i

dD (do, dy, ... ,de—Z)T )
d(1,2) — (d17 dg, Ce ,dszl)T 5
v = (Yo = Y w1 = Ymsr)s - 0" Yot = Yomo)

dann sind d™Y und yY sowie d? und y1? durch identische Gleichungen wie oben

d und y miteinander verkniipft, wobei nur die Dimension sich halbiert hat und (%)

2
durch (%) ersetzt ist. Nach r = log, n solchen Reduktionsschritten ist man dann auf
skalare Gleichungen der Form

dr ) = gy =0, 2m - 1

gelangt, also trivialen Identitdten. Die einzigen Rechenoperationen, die dabei zu leisten
sind, sind pro Schritt die Umrechnung der 3's, also die Additionen bzw. Subtraktionen
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J
und die Multiplikationen mit (%) . Man kann alle diese Operationen in ein und dem-

selben Vektor ablaufen lassen. Wenn man dann die geradzahligen Komponenten in die
erste (Teil-)Halfte und die ungeradzahligen jeweils die zweite ablegt, dann erhédlt man
schliesslich die urspriinglich gesuchten d; in einer permutierten Form. Die Originalan-
ordnung erhélt man durch den sogenannten , bitreversal“-Algorithmus. Numeriert man
die Komponenten von 0 bis 2m — 1, so sind die Bindrdarstellungen dieser Indizes gerade

000000 (r bits ) bis 111111 (r bits .)

Nun werden diese Indizes umgerechnet, indem man die Bitdarstellung ‘umgekehrt’ ab-
liest, also das hochstwertigste Bit als Bitposition null interpretiert usw. d.h. z.B. 00110
wird zum Index 12, und die entsprechende Vektorkomponente wird dann der umgerech-
neten Position im (endgiiltigen) Vektor d zugewiesen.

Beispiel 8.2.1
r=2n=3m = 2.

Wir haben also zundchst mit der Einheitswurzel der Ordnung 4 (w = 1) zu rechnen. Sei der
y-Vektor y = (3,2,1,4)T. Wegen der obigen Umrechnung in die komplexe Darstellung mup-
dieser Vektor mitw™, j =0,...,2m—1, also wegen m = 2 mit 1, —1,1, —1 durchmultipliziert
werden. D.h. wir setzen in die obige Rekursion zundchst den Vektor (3,—2,1,—4)T ein. Re-

kursion: (wegen w =1 ist (%) =—1)
3 4
-2 —6
—
1 2
—4 -2

Im zweiten Reduktionsschritt werden die Teilvektoren (4, —6)1 und (2, —21)T getrennt behan-
delt:

4 —2
—6 10
—
2 2— 2
-2 242
Jetzt kommt die , Bitreversion“
-2 -2
10 2—2
—
2—2 10
242 2+ 2

Um die richtigen Koeffizienten c; zu bekommen, miissen wir noch durch n +1 = 4 teilen:

-2 —
2 — 2 i-L
—

10 2.5
242 T+
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Dies ist in obiger Notation der Koeffizientenvektor (&, . .., &3)" mit ¢j = cj—2 und laut Setzung
by = 0 ist co = c_o Und jetzt folgt noch die Umrechnung der komplexen c's in die reellen
Koeffizienten nach obiger Formel:

ap/2 = c¢og = 2.5,
ag = c+cq =1,
_ 1
a9 = *5
bh = O,
bl = 2(61—671) = —1.

Also erhalten wir als Interpolierende
i 1
2.5 + cos(z) — sin(x) — 3 cos(2x)

und Finsetzen der Argumente
0, m/2, m, 37/2

liefert erwartungsgemdss auch die Wertetabelle

3,2,1,4 .

Und noch ein grésseres Beispiel:

Beispiel 8.2.2 Beipiel 2 n+1=28, r =3.

y | g | Schritt 1 Schritt 2 Schritt 3 Division Bitreversion
1] -1]1 1 -1 -z G =ay
1 ]1-1]0 -2 3 : ¢4
0|0 1 1-—2 (1—21)/8 C2
1 |-1]-2 —2 1+2 (1+24)/8 Ce
-3 -3 —3—(1-2)v2 | (=3—(1-12)v2)/8 é1
D1 [ —-0vE | —(0-0v3 | 3+ (1-0v2 | (3+(1-v9)/8 Zs
0 -3 3+ (1 —2)1v2 | (-3+(1—2)1/2)/8 3
1]-1]0 —(1=2)(=2)Vv2 | =3 — (1 —2)v/2 | (=3 — (1 —2)2/2)/8 &

3 = 7

o = G

C1 = 55

Co = C4 = % = %
Cc_1 = 63
C_9 = 62
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—6 —2V2
as = cs+c.3 = —
8
- 1
a = C2+cCc_o = 1
—6 4 2v/2
al = Cc1 =+ c.] = ——
8
b ( ) =
= (e —c_3) = ——
3 3 3 22
1
bz = Z(CQ - C_Q) = —5
b (1—c1) = —
= (e —c1) = —
1 1 1 22
3 —6+2v2 1 1 1
flz) = 3 + —;\f cos(x) + W) sin(z) + 1 cos(2z) — B sin(2z)
—6—2v2 1 1
+—————cos(3x) + sin(3x) — = cos(4x
S cos(Bn) + o sin(8n) — ¢ cos(da)

Weiterfithrende Literatur, insbesondere die Behandlung des allgemeinen Falles fiir n:

e W.L. Briggs, V.E. Hanson: An Owners Manual for the discrete Fourier transform.
STAM 1995.
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Kapitel 9

Notation, Formeln

|z = (zTa)"/? euklidische Vektornorm, Linge von x  (l-Norm)

{ Andere gebriuchliche Langenmafe:

|z]|le = max |z Maximumnorm (lso-Norm)
(2
n

x| = Z!ml\ Betragssummennorm (ll—Norm)}
i=1

1. Ist f eine vektorwertige Funktion von n Verénderlichen =z,
f: DCR®— R™ so bezeichnet

0 )
a_xlfl PRI ) m.fl
Jy(x) = : 5
i) i)
8_$1fm yreee et ) Efm
die Jacobimatrix von f (Funktionalmatrix).

Jacobimatrix:  Zeilennummer = Funktionsnummer
Spaltennummer = Variablennummer

2. Der Gradient ist stets die transponierte Jacobimatrix:

V@) = (J(x)"

Gradient:  Zeilennummer = Variablennummer
Spaltennummer = Funktionsnummer
Der Gradient einer skalaren Funktion ist also hier ein Spaltenvektor.

3. Ist G eine Funktion mehrerer Vektorvariablen, auch verschiedener Dimension,
dann bezeichnet

8G(...)

die Jacobimatrix beziiglich des 1—ten Teilvektors.

151



152 KAPITEL 9. NOTATION, FORMELN
4. Fiir eine skalare Funktion f: D C R™ — R bezeichnet

v210) = (55 @) = (7911 @

die Hessematrix von f.

Fiir vektorwertige Funktionen kommt diese Konstruktion nur im Zusammenhang
mit der Taylorentwicklung vor, d.h. als Vektor

ATV f (2)d
: - d (VQf(:r)>d

dTVQfm(QZ)d N———

symbolisch, nur fiir m = 1 echte Matrix-Vektor-Notation

mit einem Inkrementvektor d € R"”

Intervall im R"™:
[2°,2° +d) = {2 +td, 0<t<1}

Hilfsmittel
Mittelwertsatze

fe (D)

f(@® +d) f@) + Vf@)Td+o(|dl)
fa®+d) = f(@")+Vf(@a®+9d)"d falls f skalar, 0 < < 1

f(x°)+( /01Vf(x°+td)Tdt )d

-

f(2 +d)

Integral ist komponentenweise zu nehmen

Taylorentwicklung

feC*D), s D

f@®+d) = fa)+ V") d+ 5d"V?f(a%)d +o(|d]?) ¥
f@+d) = f@”)+Vf@")'d+id"V?f(2" +9d)d falls f skalar

Ff@+d) = f(z°)+Vf@a*)Td+d" (/01(1 — V2 F(2° + td)dt)d

*) o(-) Landau-Symbol (klein-o)

o(1) bezeichnet eine GroBe, die bei einem (in der Regel implizit definier-
ten) Grenziibergang gegen null geht. o(||d||*) bezeichnet eine Grofe, die
schneller gegen null geht als ||d||*, d.h.

o(lld]I*)/lldll* — 0 fiir d — 0.
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O(h™) bezeichnet eine Grosse mit
O(") < Ch"

fiir einen definierten Grenziibergang von h, hier in der Regel A — 0. O(1) eine be-
schrénkte Grosse usw.

Taylorformel allgemeiner: Ist f eine k — mal stetig partiell ableitbare Funktion des
Vektors x dann gilt

1
522 ag;axj ) b +

k! Z Z< &L'“... i, )f(x—i_ef,h))f[hij

i1=1

Ist f ein Vektorfeld, dann muss diese Taylorformel komponentenweise auf die einzelnen
Komponentenfunktionen angewendet werden. Den letzten Summanden kénnte man mit
O(||h||¥) abkiirzend angeben.

Formeln, Rechnen mit %, V bei Vektorfunktionen:
v (@ —od)mo = —(Vf(x)")d

S (@ = od)pmg = ATV f(x)d

V(f(x)g(x)) = g(x)V [ (z) + f(2)Vy(x)

V(f(g(2))) = Vg(@)V f(y)1y=g)
Insbesondere fiir: f(y) = y”y ergeben sich

V([lg(@)|I2) = 2(Vg(x))g(x)
V2 ([lg(@)|2) = 2(Vg(2))(Vo(x))T +2 i Gi(2)V2gi() fiir g : R" — R™

Differentiation einer inversen Matrix nach einem Parameter:

L(A@@) ™ = =(A(0) " (£A@)) (A@0) !
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Kapitel 10

Zugang zu numerischer Software
und anderer Information

Don’t reenvent the wheel! Fiir die Standardaufgaben der Numerischen Mathematik gibt
es inzwischen public domain Programme sehr guter Qualitit, sodass es oft nur notwendig
ist, mehrere solcher Module zusammenzufiigen, um ein spezifisches Problem zu losen.
Hier wird eine Liste der wichtigsten Informationsquellen angegeben.

10.1 Softwarebibliotheken

In der Regel findet man im Netz bereits vorgefertigte Softwarelosungen, die meisten
davon fiir akademischen Gebrauch kostenfrei: Die bei weitem grosste und wichtigste
Quelle ist die

NETLIB

Dies ist eine Sammlung von Programmbibliotheken in 77, f90 , ¢, c+—+ fiir alle nume-
rischen Anwendungen:

http://www.netlib.org/

Man kann nach Stichworten suchen (“search®) und bekommt auch Informationen aus
dem NaNet (Numerical Analysis Net)

Die Bibliotheken findet man unter “browse repository“.
Die wichtigsten Bibliotheken sind:

1. amos, specfunc, cephes: spezielle Funktionen

2. ellpack : elliptische Randwertprobleme

3. fftpack : schnelle diskrete Fouriertransformation
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4. fitpack , dierckx: Spline Approximation und Interpolation

5. lapack, clapack, lapack90
die gesamte numerische Lineare Algebra (voll besetzte und Band-Matrizen) inclu-

sive Eigenwertprobleme und lineare Ausgleichsrechnung in sehr guter Qualitét

6. linpack , eispack : die Vorldufer von lapack. Einige der Verfahren aus diesen Bibi-
liotheken wurden jedoch nicht in lapack iibernommen.

7. lanz, lanczos : Eigenwerte/Eigenvektoren grosser diinn besetzter symmetrischer
Matrizen

8. pdes/cwa : hyperbolische Erhaltungsgleichungen
9. templates : Iterationsverfahren fiir lineare Gleichungssysteme.

10. toms: Transactions on mathematical software. Sammlung von Algorithmen fiir ver-
schiedene Aufgaben, sehr gute Qualitit. u.a. automatische Differentiation, Arith-
metik beliebiger Genauigkeit, mehrere Optimierungscodes, Nullstellenbestimmung,
cubpack (Kubatur), partielle Differentialgleichungen

11. linalg: Iterative Verfahren fiir lineare Systeme, sonstige lineare Algebra

12. quadpack: Quadratur (bestimmte Integrale, 1-dimensional)

13. ode, odepack: numerische Integration von gewdohnlichen Differentialgleichugen,
auch Randwertaufgaben.

14. fishpack: Losung der Helmholtzgleichung mit Differenzenverfahren
15. opt,minpackl: Optimierungssoftware (nur ein kleiner Teil, s.u.)

16. slatec: eine eigensténdige Bibiliothek mit vielen wichtigen Losern, u.a. ein Sim-
plexverfahren fiir grosse diinn besetzte Probleme.

Daneben
http://elib.zib.de/

Dort gibt es auch Bibliotheken, teilweise mit guten Eigenentwicklungen der Gruppe
um P. Deuflhard (die Codelib, mit Codes fiir das geddmpfte Newton- und Gauss-
Newtonverfahren, dem System Kaskade zur Losung elliptischer Gleichungen etc), so-
wie sonstige weitere Verweise. Die Programme aus Hairer-Norsett-Wanner (Integration
gewohnlicher DGLen LII ) findet man bei

http://www.unige.ch/math/folks/hairer
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10.2 Information iiber Optimierungssoftware

unter
http://plato.la.asu.edu/guide.html

Dort findet man eine vollstiandige Liste von frei verfiigharer Software fiir fast alle Be-
reiche der Optimierung und viele weitere Verweise.

10.3 Suchen nach software

Wenn der Name des Programmmoduls bekannt ist, kann man mit
xarchie
suchen, sonst benutzt man sinnvollerweise zuerst den Dienst

http://math.nist.gov/HotGAMS/

Dort 6ffnet sich ein Suchmenii, wo man nach Problemklassen geordnet durch einen
Entscheidungsbaum gefiihrt wird bis zu einer Liste verfiigharer Software ( auch in den
kommmerziellen Bibliotheken IMSL und NAG). Falls der code als public domain vor-

liegt, wird er bei “Anklicken“ sofort geliefert.

10.4 Andere wichtige Quellen

Wichtig fiir Ingenieursanwendungen: Die Finite-Element-Resources web-page von lan
MacPhedran:

http://www.engr.usask.ca/~ macphed/finite/fe_resources/fe_resources.html

Dort gibt es viele Links, auch zu freiem FEM-Code, u.a. das Felt - System .

Ebenso:
http://www.dealii.org

mit C++-code fuer adaptive finite Element-Berechnungen in 1D, 2D und 3D. Die Losung
grosser, auch unsymmetrischer Eigenwertprobleme leistet ARPACK

http://www.caam.rice.edu/software/ ARPACK
Software fiir C++ findet man unter
http://oonumerics.org/oon/

Software vielfaltiger Form fiir die schnelle Fouriertransformation findet man ausser in
der Netlib auch unter

http://www.fftw.org
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10.5 Hilfe bei Fragen

Hat man Fragen, z.B. nach Software, Literatur oder auch zu spezifischen mathemati-
schen Fragestellungen, kann man in einer der Newsgroups eine Anfrage plazieren. Haufig
bekommt man sehr schnell qualifizierte Hinweise. Zugang zu Newsgroups z.B. iiber

Xrn
. mit “subscribe“ . Die wichtigsten News-Groups sind hier

sci.math.num-analysis
sci.op-research

Es gibt natiirlich auch im Bereich Informatik bzw. Software und Ingenieurwissenschaften
eine Fiille solcher News-groups.

Im xrn-Menu kann man mit “post* ein Anfrage abschicken und dabei die Zielgruppe
frei wahlen.
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