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Kapitel 1

Numerik hyperbolischer
Differentialgleichungen

1.1 Charakteristiken hyperbolischer Differentialglei-
chungen

Wir beschéftigen wir uns hier mit folgenden speziellen Differentialgleichungstypen:

e Quasilinearen (hauptsichlich semilinearen) Differentialgleichungen zwei-
ter Ordnung fiir eine skalare Funktion

u:GCR"” (n=2,3) =R

e

def

mit z€G, px)= (u,0u,...,0u)(r) e R

e Quasilinearen Systemen erster Ordnung fiir eine vektorwertige Funktion

u:GCR?>— R
82,“(3:73/) - A<x7y7u($7y))alu<x7y) + h(x,y,u(x,y)) =0 (‘T7y> €G C R?
(1.2)

In beiden Féllen kommen zu der Differentialgleichung noch die angemessenen Rand- bzw.
Anfangswerte hinzu, die die Aufgabe zu einer wohlgestellten machen.
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6 1. Numerik hyperbolischer Differentialgleichungen

Definition 1.1 Die Differentialgleichung zweiter Ordnung (1.1) heifst beziiglich einer fe-
sten Funktion v € C*(G) inx € G

hyperbolisch, wenn alle Eigenwerte von A sind von null verschieden sind und n — 1 von
thnen das gleiche Vorzeichen haben
O

Wir werden nur solche Fille diskutieren, in denen der Typ sich fiir z € G, u € C*(G)
nicht dndert.

Definition 1.2 Das quasilineare System (1.2) heifst beziiglich einer festen Funktion u €
CHG) - R" in (z,y) € G

hyperbolisch, falls A n reelle linear unabhéngige FEigenvektoren besitzt.
O

Bemerkung 1.1 Man kann natirlich eine partielle DGL zweiter Ordnung (1.1) durch
Substitution in ein System erster Ordnung iberfiihren: Setzt man

def
v =
Vi+1 déf Qzu izl,...,n
so ergibt sich aus (1.1) mit v = (U1, .., Vpy1) € R
n n
Z Z airOpvis1 + f(0) = 0
i=1 k=1
Ui+1—ai1)1 = 0 Z':]_,...,TL
und Oivgr1 = OpVigq L,k=1,...,n

Fiir n = 2 heif$t dies ausgeschrieben

a1101v2  +a120v2  +a101v3 +agdvy = —f
611)1 = U2
621)1 = U3
Ferner muf gelten
811)3 — 821)2 =0

Addieren wir dies etwa zur dritten Gleichung, so erqibt sich
0 an an 0 aip ax —f
1 0 0 81?] + 0 0 0 821) = V2

0 0 1 1 -1 0 U3
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oder (fir a;; #0)

0 1 0 0 ap ao U2
ow = —|ag 0 —agy-a 0 0 0 |Ov+ | —ayf—anajivs
0 0 1 1 =1 0 U3
(1.3)
1 0 0 0 Vo
ov = - —Qg1 Q1o+ a1 agy | Qv+ | —al] f — anajivs (1.4)
1 R ai —a11 0 V3
A

Ist also die Gleichung zweiter Ordnung hyperbolisch im Sinne der Definition 1.1, dann
ist das System erster Ordnung (1.3) auch hyperbolisch im Sinne der Definition 1.2. Die
Eigenwerte der Matriz A sind bis auf den Faktor 1/a;; A = 0 und die Wurzeln von \* —
(CL12 + agl) A+ a1192 — 0 also

——

/ a a
_ 2 _ 11 12
/\273 = a12 + a1 — A110A22 = A12 + —det

a1 Q22

2a12

OJ
Im Folgenden werden wir uns ausfiihrlich beschéftigen mit hyperbolischen Systemen erster

Ordnung und hyperbolischen Einzeldifferentialgleichungen zweiter Ordnung.

Grundlegend auch fiir das Versténdnis der zugehorigen numerischen Verfahren ist in diesem
Zusammenhang der Begriff der Charakteristik.

Wir betrachten zunéchst als ein einfaches, jedoch nicht vollig triviales Beispiel
Beispiel 1.1 u; = 2 (p(u)), p € C*(R),
0<po<—¢(2) <1 VzeR

Abbildung 1.1
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[ sei eine beliebige glatte C*°~Kurve der (x,t)-Ebene und g eine auf einer Umgebung von
I’ definierte, beliebig oft differenzierbare Funktion. Wir fragen nun nach der Moglichkeit,
durch die DGL und die Anfangsvorgabe

u(z(s), t(s)) = g(x(s),1(s))

I T\ _ z(s)
t t(s)
die Funktion u eindeutig (zumindest lokal) zu bestimmen.

Differentiation nach s liefert lings I'
d
P
Nach Voraussetzung iiber I' ist (f) + (8) (“glatte Kurve”).
Aus der DGL haben wir

(2(s),t(5)) = et + ut = goi + gil.

u — @' (u)uy =0

[i@ _%((ZH Hj ] = {gmx'(—]i—gtt' ]
g(x(s),t(s))

. ———
(s) +1(s)¢ (u(x(s),t(s))) # 0

zumindest fiir alle s in einer Umgebung von sy, kann man auflésen:

] Y Lt ()= ()

und die hoheren Ableitungen s, s, u., usw. lassen sich (an der Stelle (x(s),t(s)) ) daraus
durch weitere Differentiationen erhalten. Mit allen erhaltenen Ableitungen kann man dann

die formale Taylorreihe von u in einer Umgebung von (f((jg))) angeben (deren Konvergenz

d.h.

Falls

bliebe natiirlich noch zu untersuchen).

Ist jedoch .
i(s) + t(s)¢' (g(x(s), y(s))) = 0,
dann ist die eindeutige Auflésbarkeit nicht gegeben.

Da wegen ¢’ # 0 und (i,%) # (0,0) t nie null sein kann, kann man ¢ auf 1 normieren
(d.h. t wird Parameter der Kurve). Die durch

t(s) = 1

i(s) = —¢ (u(x(s), t(S))> (1.5)
t(so) = to
ZL‘(SQ) = Xy
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eindeutig bestimmte Kurve nennt man eine Charakteristik der DGL (zur Funktion u).
Offensichtlich konnen sich bei gegebenem u zwei Charakteristiken der DGL nicht schnei-
den. Bei gegebenem w gibt es eine Charakteristiken—Schar (Losungsschar der gew. DGL
(1.5)). Die durch (%)(s) im Punkte (%)(s) gegebene Richtung der Charakteristik nennt man
charakteristische Richtung der DGL in diesem Punkt (bei gegebenem u).

Entsprechend lassen sich die Uberlegungen anstellen bei Einzeldifferentialgleichungen zwei-
ter Ordnung und bei quasilinearen Systemen erster Ordnung.

Es ergibt sich, dafl fiir Einzeldifferentialgleichungen zweiter Ordnung (bei hinreichenden
Regularitatsvoraussetzungen an die Koeffizienten) im Falle zweier unabhéngiger Verander-
licher (n =2) im

hyperbolischen Fall zwei Scharen von Charakteristiken

existieren. Bei drei unabhingigen Verénderlichen treten dann an die Stelle der charakte-
ristischen Kurven charakteristische Flachen und zwar 3 Scharen im hyperbolischen Fall.
Bei einem hyperbolischen System der Ordnung 1 fiir n gesuchte Funktionen gibt es unter
einschriankenden Voraussetzungen ebenfalls stets n Charakteristiken. Genauer gilt

Satz 1.1 Gegeben sei das quasilineare System mit A € R"*"
Oxu(@,y) = Alz,y,u(z,y))0u(z,y) + g(z,y,u(z,y))  (v,y) € G CR?
G sei einfach zusammenhdngend, offen. Ferner gelte
Aec O (G xR, ge ! (G xR,

Fiir alle (x,y,2) € G x R™ habe A n verschiedene reelle Eigenwerte. Dann laufen durch
jeden Punkt von G genau n Charakteristiken. Es gibt n Scharen von Charakteristiken,
die den n reellen Eigenwerten von A eineindeutig zugeordnet sind. Zwei Charakteristiken
der gleichen Schar schneiden sich nie. Keine Charakteristik beriihrt die x—Achse. Jede
Charakteristik schneidet die x—Achse hichstens einmal. O

y‘
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Abbildung 1.2

Zur Bedeutung der Charakteristiken betrachten wir folgendes Beispiel:

a9 (Ul) _ ( aip Q2 )0 (U1> I (gl)
2 U2 G21 A2 ! U2 g2

wobei wir annehmen wollen, daf g; = g;(x,y) und die feste Matriz A = ( ZH 212 ) reell
21 @22

Beispiel 1.2

diagonalisierbar ist mit Figenwerten \y < Ao, X\; # 0.

Mittels einer requliren Transformationsmatriz T € R?**? wird also

(M0
TAT _(O N

Tu::v:(vl) Tg=:r
%)

Oyvr = MO +11(2,y)
(921)2 = )\2811}2 + TQ(ZL', y)

und mit

Wir haben somit ein zerfallendes System von 2 Gleichungen der Ordnung 1, auf das die
Uberlequngen aus Beispiel 1.1 entsprechend anzuwenden sind. Die beiden Charakteristiken-
scharen sind also

r+ Ny = const
T+ Xy = const

oder in Parameterdarstellung

(1 = Mt 1) t eR, al_ Scharparameter erstg Charakteristikenschar
(co — Aot ) Co 2weite

Nun betrachten wir zur DGL die Anfangsvorgaben
vi(z,y) =pi(z,y) i=1,2, (zy)el, I'={(z,y): az+py=0}

(entsprechend einer Anfangsvorgabe fiir die Vektorfunktion u auf T").

Der Einfachheit halber sei o # 0, 3 # 0. Aufgrund der DGL gilt lings der Charakteri-
stiken

%vi(q — /\Zt, t) = agl)i — )\ial’l}i = T‘Z‘(Ci — )\Zt, t)
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d.h. t
viei — Nt t) = m; +/ ri(c; — N, T)dT 1=1,2
0

1; beliebige Integrationskonstante.

Wir beriicksichtigen nun die Anfangsbedingungen und schreiben I' parametrisiert

in der Form
() e

Loi((=Bfa)t,t) = 0y, — 2orv; = Lou(—(B/a)t 1)

Léngs I' gilt:

Wir haben nun folgende Félle zu unterscheiden:

1. Die Geraden (¢; — A\;t, t) und ((—f5/a)t,t) schneiden sich in genau einem Punkt, d.h.
i # &
\ X@

r= ()

Abbildung 1.3

Dies ergibt

ac;

a); — 3

t;
vile; — At t5) = mi + / rie; — A, 7)dT = @i(— 287, 7)
0

ti
m = il =Bt 17 / ri(es = A, 7)dr = (e,
0

Die Integrationskonstante 7; ist somit eine eindeutige Funktion von ¢; geworden und
v; eindeutig gegeben durch

vi(z,y) = ni(z + \y) + foy ri(z + Ny — N7, 7)dT

(ydéft xdifc—)\iyéc:x—i-)\iy)
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2. Die Geraden (¢; — A\t t), ((—8/a)t,t) haben keinen Schnittpunkt. D.h.

02-7&0, Alzﬁ/a

Dann hat die #*¢ Gleichung des entkoppelten Systems unendlich viele Lésungen, wenn
man die DGL nur fiir das Gebiet oberhalb oder unterhalb I'" fordert.

Soll die DGL auch auf I" gelten, mufl noch
%gpi(—(ﬁ/a)t, t) =ri((—=06/a)t,t) Vertriglichkeitsbedingung

gelten. Im Falle der Giiltigkeit dieser Vertraglichkeitsbedingung gibt es unendlich
viele Losungen

vi(w,y; 1) = p(ax + By) +ei(, y)
0
auf T
mit p € R beliebig (Flachenschar).

3. ¢;=0, X\ =p/a,dh.die Geraden fallen zusammen.

Die 7' Gleichung hat keine oder unendlich viele Losungen, je nachdem, ob die Ver-
traglichkeitsbedingung gilt oder nicht.

Unser hyperbolisches System hat also genau dann eine eindeutige Losung, wenn I' mit
keiner der Charakteristiken zusammenfillt.
Entsprechendes gilt auch im allgemeinen Fall, wie er durch Satz 1.1 beschrieben ist.

Bei dem in diesem Beispiel vorliegenden einfachen Fall gelangen wir zu einer geschlossenen
Losungsformel fiir u:

uw="T"v, v = (v1,v9)
y
vi(T,y) = mi(r + Ny) + / ri(® 4+ Ny — AT, 7)dT
0
t;
ni(z+ Ny) = goi(—gt;‘, t7) — / ri(x 4+ Ny — N7, 7)dT
0
wobei 7 der Schnittpunktparameter der Geraden
(x + Ny — A\t ) und r

ist: d.h.

Y
vi(z,y) = pi( =285, 1) + / ri(z + Ny — N7, 7)dT
t

*

d.h. v;(z,y) ist die Summe aus dem Anfangswert auf dem Schnittpunkt der i*" Charak-
teristik durch (z,y) mit I' und dem Wegintegral tiber die Inhomogenitéit r; von diesem
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Schnittpunkt lings der " Charakteristik bis zum Punkt (x,y). Dies bedeutet z.B., daf
eine Unstetigkeit von ¢; (lings I') lings der i*" Charakteristik weitertransportiert wird.

Im vorliegenden Beispielfall ist jedes u; eine Linearkombination der v; und die v; bestim-
men sich aus Information lings der i*" Charakteristik durch (z,y). Dies bedeutet, dafl
die Losung der DGL im Punkt (z,y) konstruiert wird aus der Information lings der Cha-
rakteristiken durch (z,y) bis zur Kurve I', die die Anfangswerte ¢ trigt. Dies erklirt die
folgenden Begriffsbildungen:

t x@ Charakteristiken
~
R o
Q [P, @] =Abhangigkeits-
r bereich von R
{;it':?"”' Q' J( Charakteristiken
P P’
< y@
Bestimmtheitsbereich zu [P/, Q']

Abbildung 1.4

Definition 1.3 : (n = 2): Seien R = (z,y) ein Punkt in G und P,Q die beiden Punkte
auf T (Kurve mit Vorgabe der Anfangswerte, die mit keiner Charakteristik zusammenfallt),
die durch den Schnitt der beiden Charakteristiken durch (x,y) mit I gebildet werden.
Dann heifit die Strecke (P,Q) auf I' der Abhdngigkeitsbereich des Punktes R und der
Bereich, der aus R, P,Q mit den Charakteristikenstiicken (R, P),(R,Q) und dem Stiick
(P, Q) von I' als Rand gebildet wird, der Bestimmtheitsbereich der Strecke (P, Q) von I
Als Einfluf$bereich eines Punktes P auf I' bezeichnet man die Menge aller Punkte, deren
Abhdngigkeitsbereich den Punkt P enthdlt. U

EinfluBbereich P’

Abbildung 1.7 Charakteristiken bei variablen Koeffizienten
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Bei der numerischen Losung von hyperbolischen Gleichungen mufi man die Bestimmtheits-
bereiche der Strecken, die die jeweiligen Anfangswerte tragen, ganz wesentlich beriicksich-
tigen, wie wir noch sehen werden.

Bei drei unabhéngigen Verédnderlichen treten an die Stelle der charakteristischen Kurven
und der Kurve der Anfangswerte entsprechend charakteristische Flachen und eine Fliche
mit Anfangsvorgaben. Hat man zwei unabhéngige Verédnderliche und ein hyperbolisches
System fiir n Funktionen, mufl man entsprechend alle n Charakteristiken beriicksichtigen:

Bestimmtheits-

bereich zu [P, Q]

Abbildung 1.6 n=4 Dimension des hyperbolischen Systems
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1.2 Numerische Charakteristikenverfahren ERG

In den folgenden Uberlegungen wird von einem hyperbolischen System erster Ordnung fiir
zwei gesuchte Funktionen u, us ausgegangen:

Ou= Az, y,u)0u+g(z,y,u)  (z,y) €CG

A € R**? habe fiir alle (z,y,z) € G x R? stets zwei reelle verschiedene Eigenwerte. Weil
die Eigenwerte einer Matrix stetige Funktionen der Matrixelemente sind und im Fall eines
einfachen Eigenwerts sogar differenzierbar von ihnen abhéngen, wie auch ein geeignet nor-
mierter Eigenvektor, gibt es dann eine differenzierbare invertierbare Matrix 7" sodafl (mit
T=T(zy,z))

T_l A($7 Ys Z) T= dlag (/\l(xa Y, Z) 7)‘2(‘%‘7 Y Z)) déf A Al
und
T 10 = M0 T '0u+ g, T g = qg.
0 X

Die Charakteristiken des Systems ! lassen sich in Parameterdarstellung schreiben als

T = @M(t)a Yy = t
90;1(75) + Aulou(t), t, ulpu(t),t)) =0
w=12.

Der Einfachheit halber setzen wir voraus:
I' (Kurve mit Vorgabe der Anfangswerte) ist ein nichtleeres offenes Intervall auf der x—
Achse)

I'={(z,y): a<zxz<b y=0}

G' = Bestimmtheitsbereich von T'.

Dies bedeutet, dafl jede Charakteristik durch einen Punkt von G I' schneidet. Man
kann somit die Abszisse des Schnittpunktes (s,0) als Scharparameter der Charakteristiken
einfiihren:

SD;L(t; s) + /\,u(@u(t? s),t, u(@u(tQ s),1)) =0
©0,(0;5) =5 a<s<b pu=1,2
Die Losungen dieser Differentialgleichungen héngen differenzierbar vom Scharparameter s

ab. Durch jeden Punkt (z,y) von G laufen zwei Charakteristiken, mit den zugehorigen
Scharparametern 2

d d
S1 L pl(%y)a S2 2 p2($7y)

IFalls A unabh. von w ist, kann man mit v def T~y noch weiter vereinfachen zu
Oov = AOLv — (82T_1 — AalT_l)T’U +g.
2Die angegebene feste Numerierung bezieht sich auf die feste Numerierung A\; < Ao
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Es ist nach Definition

s =pulpult;s),t) =172 a<s<b

p1 und py sind Losungen der AWA

anM(xay) - /\u(xvy7u(w7y))alpu(xvy>
pu(z,0) = = a<z<b

wegen

0 = %(s) = 0pu(- )@ (t; ) + Dopps 0 = — N -

Mit Hilfe dieser Projektionen gelangt man zu einem neuen Koordinatensystem in G, dem
sogenannten charakteristischen Koordinatensystem mit den Koordinaten

g

[ %,y

Abbildung 1.7

Die numerischen Charakteristikenverfahren bestehen nun darin, Ndherungen fiir x,y und
u auf den Gitterpunkten zu einem charakteristischen Netz

{(o,7) | o=k-h, 7=1-h mit h>0fest und [,k € Z}
die in GG liegen, zu bestimmen.

Das einfachste Verfahren ist ein explizites Einschrittverfahren der Ordnung 1 (entsprechend
dem Euler—Verfahren zur Losung gewohnlicher DGLen).

Hier wird aus den Werten von (z,y, ) in den Punkten mit den charakteristischen Koordi-
naten h - (k— 1,1 —1),h- (k+ 1,1 — 1) die Information im Punkt h - (k,[) berechnet.



1.2. Numerische Charakteristikenverfahren ERG 17

Abbildung 1.8

Seien Q1,2 die Punkte auf der Schicht 7 = (I — 1)h und @y der Punkt auf der Schicht [A.
Dann wird mit Q;=(x"),y) im euklidischen Koordinatensystem

2@ —2V o) —eiy) (g9
y(©) — y(@ y© — (@) vily
= N(pi), g9 u(@? YD) =12
z(7)

Ferner gilt

UV(QO) - uu(@j) . U,,(SOj(to),to) — uu(@]’(tj)vt])

y©) — ¢ to —t;
~ O, (Q))¢(t;) + Dy (Q))
= —0u, (Q)A(Qz,u) + By, (Qy)

und mit
_I(Qﬁ u(j)) - (EMV(ij u(j)))

aufgrund der DGL: 212,:1 tN,w@QuV -\ 212/:1 f,waluu = 2321 fw,g,,
(Fiir = 1 setze j = 1 und substituiere (z,y,u) = (Q1,u™") entsprechend fiir u = 2)

2 il @) — (@)
D BlQ ) I A S @ )an(Q ) G =12
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Dies sind nun vier lineare Gleichungen fiir die vier Unbekannten (%, 4© u;(Qo),
u2(Qo), die man zweckméaBig auflost wie folgt (man ersetze ~ durch =)

1 AW @ — g ] 0
= (0) ,,(0)

L A | L0 =y | 7] @@ a2 -y | T
~1) ;1 0 1) ]
0 %[5 -
tyl 1y Uy — Uy |

(y©@ —yM)(E 9" + 715 g5")

5 (1 = y@)gt? + uf? —ul) + 75 (4@ — y@)gs? + u? — ul?)

(Bezeichnungen:

f,(}/f — t(/}( Dy (2D, 40))),
ud = u(zD y)

99 = gD,y u@D,y)) )
Fiir hinreichend kleines A sind die 2 x 2-Matrizen dieser Systeme invertierbar, da dann

)\9) ~ )\él), 1 7& )\ (" nach Vor.

75521) ~ fgll), té; ~ té;, T invertierbar nach Vor.
Der Rechenablauf fiir jeden Punkt einer neuen Schicht des charakteristischen Gitters sieht
also folgendermaflen aus:

1. Auswertung von g, AW (T-1)0) und )\g.j) fir j = 1,2

2. Losung der beiden oben stehenden Gleichungssysteme.

So kann man sich von einer charakteristischen Schicht zur nichsten fortbewegen.

Selbstverstéindlich kann man auch zu genaueren Ansétzen gelangen, indem man die Dif-
ferentialgleichungen genauer approximiert. Ersetzt man z.B. in den obigen Formeln die
Argumente 20 @ 40 durch (29 + 2©)/2,  (y9) +y@)/2,

(u9) + ul ) / 2 so gelangt man zu einem Verfahren 2. Ordnung (d.h. es wird

[u¥) = u(z, yD)|| < Ch).

Man hat dann allerdings ein System nichtlinearer Gleichungen in 4 Unbekannten fiir jeden
neuen Gitterpunkt zu 16sen. Dies geschieht in der Regel durch “direkte Iteration”, d.h.
man hat dann z.B. die oben stehenden Gleichungssysteme mehrfach zu losen, wobei Ma-
trizen und rechte Seite jeweils fiir die “alten” Werte ausgewertet werden. Diese Iteration
konvergiert fiir gentigend kleines h.
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Wir diskutieren diese Vorgehensweise ausfiihrlich am Beispiel einer hyperbolischen Einzel-
differenzialgleichung zweiter Ordnung

a(z,y, W)ty + b(x, Y, )y, + c(x,y, w)uy,, = g(z,y,w)
def
- (u’ Ug, uy)
2 >
b 4ac_'y>0} Vo (7,y,w) € GxR?

lac| > a >0

Langs einer Charakteristik mit dem Tangentenvektor (k7, k%) mufl dann gelten:

a b ¢
det | k1 K, 0 | =0
0 Kk K,

() # ()

d.h.
a(ky)® — bRL K, + o(k))* = 0,

() # ()

und aufgrund der obigen Voraussetzung kann man z.B.
ki=1 0.B.d.A.

verlangen. Man erhélt damit als charakteristische Richtungen im Punkt (z,y) € G die

beiden Losungen
1 —1
A ) — A2

. I
1/ (\ax, y)  x+l

Abbildung 1.9

wobei A1, Ay die Wurzeln von
aN> —bA+c=0
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sind, d.h.
1
)\172 = Q_(b + V b2 — 4ac )
a

G enthalte die nichtcharakteristische Anfangskurve

r % (r,y): a<z<p, y=0}3

Zu gegebener Funktion u besitzen die Charakteristiken die Darstellung

() a<t<p

Ui = (0t (1), w; (1)) + 05/ (0 — dac)(t,y; (), w;(t)) /(2a(t, y;(t), w;(1)))

yi(to) =0 (to ist Scharparameter)

I
|
—_

. def
mit w;(t) = (u(t,y;(1)) ua(t, y; (1)), uy(t, y;(t)), b1=1, 06,
Léangs einer solchen Charakteristik gilt, da das System

a b ¢ Ugpy gd(t’ y;j (1), w;(t))
1 Yj 0 Ugy = %uib (t7 Y (t))
0 1 9 Uyy auy(t, y;(t))

losbar ist (Existenz einer eindeutigen Losung u des AWP folgt aus den obigen Vorausset-
zungen), auch

a g c
det | 1 %% 0 |=o
0 auy yj

d.h.

a(t, y; (), w;(t))g;(t) g (t,5;(t) — g(t, y;(t), w; (£))y;
+ ety (1), wi () Guy(t,y; (1) =0, j=1,2

Ferner gilt natiirlich auch
Dlt, y;(t)) = up(t,y;(t)) +uy(t, y;(0)y;(t)  §=1,2

Auf der Anfangskurve I': a<z< g, y=0
seien nun die Anfangswerte

u(z,0) = ¢i(x)
uy(x>0) = 902($)

3d.h. T ist der Schnitt der z-Achse mit G
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vorgegeben. (Es wire natiirlich auch eine Vorgabe einer echten Linearkombination von u,
und u, moglich. Die Vorgabe von u, alleine ist aber lings I" schon durch « vorhanden)

Das numerische Charakteristikenverfahren arbeitet nun wieder ldngs den Schichten eines
charakteristischen Gitters, ausgehend von einer dquidistanten Einteilung auf I' mit den
bekannten Werten (7 und @9, indem die Differentialgleichungen

= (b+0;1/(b? — ac) /(2a) j=1,2
ag; s (8, y5 (1) + cauy (8, y;(1) = g(t,y;(0), wi()gs(0) =12
arult yi (1) = ua(t,y; (1) +uy(t,y;(0))55 () j =1 (oder 2)

Gegeben:

T, Y, U, Uz, Uy fiir Punkte P und Q)
Gesucht:

x,Y, U, Uy, U, fir Punkt R

Abbildung 1.10

wie folgt approximiert werden

y(R) —y(P) = 3(n(R) +5:(P))(x(R) — x(P))
y(R) —y(@Q) = 37 J

a(R)ZJj(R)Jr;(Pj)l)j(Pj)(ux(R) N Ux(Pj)) + c(R)J;c(Pj)( (R) _ uy( )) _
HoR) +g(P))y(R)—y(Py)) j=12 P =P P=Q

u(R) —u(P) = 5(us(R) + ua(P))(2(R) — 2(P)) + 5(uy(R) + 1y (P)) (y(R) — y(P))

Da im Fall einer nichtlinearen DGL g, a,b,c und damit g,y noch von wu,u, und u,
abhéngen, ist dies ein System von 5 im allgemeinen nichtlinearen Gleichungen in den 5
Unbekannten z,y, u, u, und u, fiir jeden Punkt R der neuen charakteristischen Schicht.

(Man beachte, dafl u, = ¢} auf der Anfangskurve, sodaf§ dort fiir jeden Punkt die 5 GroBen
T, Y, U, Uy, Uy, bekannt sind.)
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Das nichtlineare Gleichungssystem wird durch direkte Iteration gelést, indem man fiir die
Unbekannten in den Argumenten der Koeffizienten a,c, g, 11,92 jeweils die davorliegende
Néherung einsetzt.

Als Startwerte kann man die Werte an den Punkten P oder @) einsetzen. Ein Vorteil der
Charakteristikenverfahren liegt darin, dafl das charakteristische Netz dem Verhalten der
DGL angepaft ist und Verfahren héherer Ordnung mit Hilfe von Extrapolationsverfahren
leicht konstruierbar sind.

Bei drei oder mehr freien Variablen sind sie jedoch zu kompliziert, um effizient eingesetzt
werden zu konnen.
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1.3 Differenzenapproximationen

In diesem Abschnitt beschéftigen wir uns mit der Anwendung der bekannten Differenzen-
approximationen fiir partielle Ableitungen auf hyperbolische Differentialgleichungen von
einem naiven konstruktiven Standpunkt aus.

Mit einer genauen Untersuchung der Konvergenzbedingungen werden wir uns erst in einem
spiteren Kapitel beschéftigen.

Der Vorteil der Differenzenverfahren liegt in ihrer einfachen Handhabung. Ein Nachteil der
verwendeten regelméfiigen Rechteckgitter ist darin zu sehen, dafl sie dem Losungsverlauf
nicht so gut angepafit sind wie z.B. die Charakteristiken-Verfahren bei hyperbolischen
Problemen.

1.3.1 Hyperbolische DGLen zweiter Ordnung

Wir beginnen die Diskussion eines reinen Anfangswertproblems fiir die Wellengleichung
(schwingende Saite)

up(r,t) = uge(x,t) reR, t>0 ¢>0 konstant

u(z,0) = f(z), u(z,0) = g(z) x€R.

Wir 16sen zunéchst die Gleichung analytisch. Dazu beachten wir, dafl die homogene Glei-
chung mit konstanten Koeffizienten sich auf eine noch einfachere Form transformieren 1aft:
Mit

§d§fx—|—ct, nd§f$—ct

wird
(-
t =(&-n))
Setzt man
o(&n) = u(5(E+n), 5(E—n) = u(x,t),
dann wird
0
a—gsO(S,n) = (w3 +5-u)3E+n), %€ —n)
82
agans@(i,n) = (Ygy — Etige + Lty — ) B(E+1), £(€E—n))
0
=0
d.h.

w(&,m) = P(§) +Qn)
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mit zunéchst beliebigen stetig differenzierbaren Funktionen P und ). Aufgrund der An-
fangsbedingungen wird

Plx)+Qx) = f(z)
cP(z) —cQ'(x) = w(x,0) = g(x)

d.h. i
Plr) - Q) =t [ o) + 2k
also
P(a) = /() + 4 [ :g<s>d5 LK
Q) = 11w - & [ oo~ K
und

u(z,t) = Plx+ct)+ Q(z —ct)
x+ct

— %(f(q;+ct)+f(x—ct))+§/ g(&)d¢.

xr—ct
Dies ist die d’Alembertsche Losungsdarstellung der Wellengleichung.

Die Charakteristiken der Gleichung in der Parametrisierung
(110
y;(7)
bestimmen sich aus

g(7) = (0£ V0 = (-4e) /(-2¢%) = i%’ y;(to) = 0.

( Man beachte: —c*uy, +u; = 0 entspricht a = —c?, b =0, ¢ = 1 in unserem Modell der
Gleichung zweiter Ordnung.) Sie haben also die Form

T q T
Ir+d o —ir+d)’

d.h. durch den Punkt (z*,¢*) gehen die beiden Charakteristiken

T T
d
(%(T—i—ct* —x*)) R (—%(T—Ct* —m*)) TeR
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x* — ct* x* I (g) = (S)
7 ‘ K >
r* + ct*

Abbildung 1.11

Aus der Darstellungsformel fiir u erkennt man, dafl u(z*, t*) genau durch die Anfangswerte
auf dem zu (z*,t*) gehorenden Abhéngigkeitsintervall auf I' (z—Achse) bestimmt ist.

Zur Konstruktion einer Differenzenapproximation iiberziehen wir die obere Halbebene mit
einem Recheckgitter

(xj,t,) = (JAz,nAt) JEZ, neNy Az, At >0 fest

Fiir alle auftretenden Funktionen f etc. bedeute stets

def

fjn = (.Ij,tn).

Wir beginnen nun mit einer Taylorentwicklung der exakten Losung:
(wobei eine geniigend hohe Differenzierbarkeitsordnung der Losung u unterstellt wird)

Ujntr = Ujn £ At(up)jn + 5 (A8 () £ (A1) (tert)jn + O((AL)Y)

also
U1 = 2+ (A1) (Use) 0 — g1 + O((A1)Y)

Andererseits ist aufgrund der DGL

1
(utt)jn = € (Uga) jn = € - W(“jﬂm — 2 + uj_1,) + O((Ax)?)
also mit As
)\ d;f A_x fest

Wins1 = 2(1 = (eA))ujm + (eA)* (W10 + Ujm10) — Uit + O((A1)* + (Az)*)(AL)?

Die Vernachléssigung des O-Terms ergibt die Rechenvorschrift fiir Naherungen uﬁn fiir
Ujn:

u?,n-l—l = 2<1 - (CA)Q)U?,n + (C)\)z(u?—‘rl,n + U’?—l,n) - u;‘l,n—l ] € Za n>1
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Diese Rechenvorschrift verbindet rekursiv 5 Punkte des Gitters in expliziter Weise, sodafl
die Zeitschicht n + 1 berechenbar ist, wenn die Werte auf den Zeitschichten n und n — 1
bekannt sind.

Zum Start des Verfahrens benotigt man noch die Werte auf der Zeitschicht 1. Benutzen
wir Taylorentwicklung bzgl. ¢ und die Differentialgleichung sowie die Anfangswerte, dann
erhalten wir

ujs = ujo+ At(ug)jo + 5(A0 (un)jo + § (A1) (u)j0 + O((A1)?)
= w0+ Atg; + 5 (A2 (Ura) o + §(A) (U)o + O((AL)Y)
= [+ Atg; + 5(cA)* (uje1,0 — 2uj0 + uj1,0)
+5 AN (g1 — 295 + g;-1) + O((At)* + (Ax)?)(At)?
= (L= (N)fi + 3N (fiwn + fi1) +
AL((1 = HeN)gs + 3N (9501 + g5-1) ) + (APO((AL + (Ax)?)

Also wahlen wir
uly = (L= ()2 f; + HN i + i) + At (1= 3e))g; + HeX) (g3 + ;1))

Wir betrachten zunéchst diese Diskretisierung im Zusammenhang mit einem Randanfangs-
wertproblem

Uy = czum, t>0, 0< x < L,
u(0,t) = 0,t >0
w(l,t) = 0,t >0
w(z,0) = fl@)0 <z < L, f(0) = f(L) =0
u(r,0) = g(x)0 <z < L, g(0) = g(L) =0

A< b
C
Dann gilt
M
(57Dt —ul [ < K(T)(AL)?,  0< j < M+1, 0<n<ng, nAt < T.
j=1

i
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c ist die Ausbreitungsgeschwindigkeit der Wellen, A das Verhéltnis von Zeit- zu Raum-
schrittweite. Die Fehlernorm auf der linken Seite dieser Ungleichung ist eine Approximation
fiir den Lo-Fehler einer Zeitschicht.

Beweis: Wir setzen

Ejm:’u]'n—uh 0§]§M—|—1

’ jvn’

Dann gilt natiirlich
€om = Em4in = 0 Vn

und mit

- T
€n = (61,77,7 s EMmns L n—1s - - 7€M,n—1)

und den obigen Taylorentwicklungen ergibt sich die Rekursion
~ A -1\
Eni1 = < I 0 ) &+ O((At)Y)

wobel bereits die feste Relation zwischen At und Az benutzt wurde. A ist die M x M
Tridiagonalmatrix
A = 21 + (c)\)*tridiag(1, —2,1)

Der Term O((At)*) bezeichnet einen Vektor, dessen Komponenten durch eine Kostante
multipliziert mit (At)* abgeschiitzt werden koénnen. In diese Konstante geht das Suprenum
der vierten partiellen Ableitungen von u bis zur Zeitschicht n + 1 ein. Die letzten M Kom-
ponenten dieses Vektors sind exakt null, aber dies spielt in den folgenden Abschétzungen
keine Rolle. Ebenso ist wegen des Diskretisierungsfehlers der ersten Zeitschicht

f = O(AYY) .
A kann unidr diagonalisiert werden mit Hilfe einer Matrix V' und mit
€, = diag(V,V)e,
erhalten wir die Rekursion
€nt1 = ( l; _é ) &+ O((A1)Y)
mit der Diagonalmatrix
D = diag(2 — 2(c\)*(1 — cos(jm/(M +1))), 1 < j < M).

Die Eigenwerte der 2M x 2M Blockmatrix sind daher

MHi21 = %(Dzz + \/ DZQz - 4)
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und weil die D; ; alle im offenen Intervall | —2, 2] liegen, sind sie alle konjugiert komplex und
vom Betrag 1. Mit einer weiteren Ahnlichkeitstransformation mit einer Permutationsmatrix
P, die definiert ist durch

P(1,....2M)" = (1, M +1,2,M +2,...,M,2M)

wird
. . D;; —1
Pépyy — blockdlag(
1 0
Wir wollen dieses System nun weiter diagonalisieren. Dazu miissen wir auch die Eigenvek-
tormatrix der 2 x 2 Blockmatrizen und deren Inverse berechen. Diese Inversen multiplizieren

niimlich dann auch den Vektor O((At)*). Wir erhalten als Eigenvektormatrix

1 1 i -l
_ 1 )l= ("
L = */5(/% ﬂz’) ™ = =D ( —no )

> 1 < < M>P€n+(’)((At)4).

und mit
é, = blockdiag((T;) ') Pé,
schliesslich
€yl = diag(ui71,2)€n—|—blockdiag((ﬂ)’l)O((At)‘l),
¢, = blockdiag((T;)"HO((At)*) .

Wir benutzen nun als Norm

1= &l -
In dieser Norm gilt

1Pl =1, vl =1,

da beide Matrizen unitér sind und ein Faktor die zugeordnete Matrixnorm nicht dndert.
Fiir die Matrix
blockdiag((7;))

ergibt sich in dieser Norm unter Benutzung von ||.||3 < ||.||1]|-||ec die Abschitzung
22

min; 4 /4 — D7,

1

min; /4 — D7,22

wobei C fiir die Konstante im Term O(..) steht. Weil nun

cond(blockdiag)((7;)) <

also unter Auflésung der Rekursion beziiglich n

€] < nC2v2 (At)*

n < T/(At)
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und
4 — DZZZ 4—(2—- 2(0/\)2(1 — cos(im /(M + 1))))2
> 4 —(2=2(cA)?*(1 — cos(m/(M + 1))))?
= 4—(2— (N (r/(M+1)*(1+0(1/(M +1)*)))?
= 4cNA(r/(M+1)*+0(1/(M+1)%

gilt, ergibt sich endgiiltig mit einer weiteren Konstanten C'
€] < TCCL(At)?  fiir nAt < T

wie behauptet. O

Wir betrachten weiter die Anwendung der Differenzenformel auf das reine Anfangswert-
problem. Aus der Rekursionsformel folgt, dafl

u =~ uj, = u(jAr, nAt) «f u(z,t) (u"(z,t; Az, At) = el )

n J”

abhéngt von den Werten ué‘ n0 ,u? 'm0 entsprechend den Anfangswerten
, . 1 1
u((j —n)Az,0),...,u((j +n)Az,0), d.h. u(x—t-X,O),...,u(x+t-X,O)

weil

nAxr = nAt - N t/)\ Steigunwigung )

Abbildung 1.12

Man nennt  [z; — t, /X, z; +t,/\]  das numerische Abhéngigkeitsintervall von u”,.

Andererseits hiangt u(z, t) von allen Werten u(z—ct,0), ..., u(x+ct,0) ab, d.h. [x—ct, z+ct]
ist das Abhéngigkeitsintervall von u(z, ).

Falls 1/A < ¢, dann ist das numerische Abhéngigkeitsintervall im analytischen Abhéngig-
keitsintervall echt enthalten. Mit Az — 0, At — 0, At/Ax = X fest kann dann das
Verfahren nicht konvergieren, weil in u"(x,t; Az, At) fiir At, Az — 0 nicht alle Werte
u(z —ct,0),...,u(x + ct,0) eingehen und Abénderungen der Anfangswerte auch u(x,t) in
der Regel é&ndern.
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Satz 1.3 Notwendig fiir die Konvergenz

ul(z,t; Az, At) —  u(x,t)
Ax — 0
At — 0
A = At/Ax = const.

st die Erfillung der Courant—Friedrichs—Lewy—Bedingung

1
A= At/Azr < -
c
(d.h. die t-Schritte ist im Verhdltnis zur x-Schrittweite geeignet begrenzt.) Il

Bemerkung 1.2 Man kann zeigen, daf$ die Erfillung der CFL-Bedingung

Numerisches Abhingigkeitsintervall 2O Abhé&ngigkeitsintervall

ganz allgemein notwendig fir die Konvergenz bei Differenzenverfahren fiir hyperbolische
Anfangswertaufgaben ist. 0

Als reines Anfangswertproblem ist die Wellengleichung wenig praxisrelevant. Hiufig tritt
sie in Verbindung mit einem Anfangs-Randwertproblem auf, z.B.

ug(2,1) = A(2)uge(, 1) + (2, t)
u(z,0) = f(z), w(r,0) = gx) 0<z<1
u(0,t) = @o(t), wu(l,t) = @i(t) t>0
f(0) = ©0(0), f(1) = ¢1(0) Vertraglichkeitsbedingungen

—

(1.6)

(u bedeutet hier die Auslenkung einer gespannten Saite mit orts- und zeitabhédngiger An-
regung r, vorgegebener Anfangsauslenkung und Anfangsgeschwindigkeit und vorgegebener
Randbefestigung, die mit der Zeit verdnderlich ist.)

Es treten auch Periodizitdtsbedingungen auf, z.B.
wlx + L,t) =u(z,t)  V(r,t) e Rx R,

wobei dann natiirlich auch die Anfangsvorgaben f und g L-periodisch sein miissen. Auch
in diesem Fall kann man sich auf einen Streifen der Breite L beschrinken, weil man beim
numerischen Rechnen die “fehlenden” u?n—Werte durch die Ausnutzung der Periodizitét
gewinnen kann: z.B.

h _ h h _ h
ulyy = Uyogyund Uy = U
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Im Zusammenhang mit einem solchen Anfangsrandwertproblem wollen wir nun sogleich
einen neuen Zugang zur Gewinnung von Diskretisierungen auf Rechteckgittern kennenler-
nen, die sogenannte vertikale Linienmethode oder Semidiskretisierungsmethode. (Das
Problem wird beziiglich der rdumlichen Variablen diskretisiert, bleibt aber kontinuierlich
in der Zeit.)

Wir betrachten weiter die obenstehende RAWA der Wellengleichung und setzen zunéchst
fiir ein Gitter in der Raumvariablen x

r=iAz 0<i<N, Az=+ (N2>3)
5i() < (i, t)

Nun gilt fiir u e C* ([0,1] x R,)

U(.’]Z‘i+1, t) — QU(LUZ, t) + U(SC@ 1, t)

Uge (15,1) = (Ax) — + O(Az”)
o Uia(t) = 20:(8) + Ui () 72
— (Ax)? + O(Ax?)

ug(iyt) = U(t)

Vernachlissigung der O((Az)?)-Terme fiihrt dann auf das folgende Anfangswertproblem
zweiter Ordnung fiir die gesuchten Funktionen

v1(t), .. vN 1(t) - (als Naherung fiir o;(t))
Ui(t) = @ayz (Vi1 (t) = 205(t) + 01 (F)) +7(23,t) 1<i<N -1
vo(t) = 900( )

t
UN( ) =i(t)
Uzg ) = f(iAx)

0;(0) = g(iAx) }1§i§N_1

Dies ist also ein Anfangswertproblem fiir ein System gewchnlicher Differentialgleichungen
2. Ordnung, in das die Randbedingungen schon eingearbeitet sind. Im Falle
c(x) = ¢ konstant, r=0

wird das DGL-System besonders einfach:

v = Av+0b(t)
®o(t)
fi 91 2 0
I N I N ORI }N—s
In-1 gN-1 0
| oi(t)
A = — ¢ (0 0,-1,2,—1,0 o) (tridiagonal € RY~1V=1)
(Ax)Q AR ) ) ) ) AR
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Nach der Substitution

def .
v

wird daraus das System erster Ordnung fiir 2N — 2 gesuchte Funktionen

-

E-[8 ) L) o [ ]

| IN-1

Dieses System gewohnlicher Differentialgleichungen kann nun im Prinzip mit den numeri-
schen Methoden fiir gewohnliche Differentialgleichungen behandelt werden. Auch im oben
angedeuteten allgemeineren Fall mit variablen Koeffizienten und variabler Inhomogenitét
der Form r(x,t,u,u,,u;) hat man dabei keinerlei formale Probleme. Lediglich wird dann
die rechte Seite der DGL nichtlinear vom Typ F(¢,v,w). Die Diskretisierungsmethoden
fiir gewohnliche DGLen erzeugen nun ihrerseits ein ¢-Gitter, sodafl letztendlich wieder eine
Niherungslésung u” fiir u auf einem Rechteckgitter der (x,t)-Ebene erzeugt wird.

Wir erinnern nun an das schon bei gewdhnlichen DGLen diskutierte Stabilitdtsproblem:

Die Eigenwerte der Matrix A sind die Werte —w? mit

) .
wj_Q(Acx) (1—(:05(%)) 1<j<N-1

und somit die Eigenwerte \; von { }

Aj = Fiw; i2=—-1

Im Falle ¢o(t) = ¢1(t) =0, d.h. b(t) = 0 lautet die Losung dieser gewohnlichen DGL

N-1
( le 4 6] ; let>
7j=1
1 . . .
Dabei sind z ( ) Eigenvektoren von 1(4)1 0 )¢ +iw; und «;, B; bestimmen sich aus

den Anfangswerten. Die Losung enthilt also fiir NV > 1 sehr hoch oszillierende Anteile.
Die Losung der DGL beschreibt eine ungedampfte Schwingung.

Man vergleiche dies mit der Losung der partiellen Randanfangswertaufgabe durch Fouri-
rerreihenansatz: Mit

Uy = ClUpe, 0 < z < 1, u(x,0) = f(z), w(z,0) = g(x)
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ist -
u(z,t) = Z ay(t) sin(kmx)
k=1
mit
ap(t) = cgcos(kmet) + dy sin(kmct)
WO

1

1
= 2/ f(z)sin(krz)dz , d, = = [ g(z)sin(krz)dz .
0

0

Als Integrationsmethode fiir das gewohnliche DGL-System kommen nur solche Methoden
in Frage, deren Bereich der absoluten Stabilitdt ein Intervall um 0 auf der imagindren
Achse als Randstiick aufweist, d.h. die Schwingungsamplituden werden weder verstarkt
noch gedampft. Im vorliegenden Fall heisst dies, dafl die Schrittweite At so gew#hlt werden

muf, dafl

A, € - o At
1Atﬂ 2(1 4 cos(37)) %12CE

auf dem Rand des Gebietes der absoluten Stabilitdt des Verfahrens liegen mufl. Geeignet
sind die explizite Mittelpunktregel (die kein reelles Intervall der absoluten Stabilitét
besitzt (!)) und die Trapezregel. Im Folgenden bezeichnet v, w® den Vektor der Néhe-
rungswerte fiir die Losung v(t), w(t) der semidiskretisierten Gleichung. In der fritheren
Notation ist also

Fiir die explizite Mittelpunktregel wird
U(n-i—l) U(n_l) 0 I U(n) 0
{ WD) } = { w1 } + 24t { A0 } { w® } + 24t { b(t,) }
Das Stabilitdtspolynom der Mittelpunktregel lautet
m(Ga) = (-1 +1)—2¢¢  (¢=At))

mit den Nullstellen
Go(q) = ¢E£V@+1

und fiir ¢ rein imaginir und 7(¢;¢) = 0 ist also
|| =1 falls |At);| <1
d.h. es liegt eine Einschriankung an das Schrittweitenverhéltnis At/Az vor, ndmlich
2cAt/ Az < 1

also eine schirfere Einschrinkung als die CFL-Bedingung. (Andererseits mufl man aus
Griinden des Phasenfehlers letztlich doch cAt/Ax < 1 sein.
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Noch giinstiger liegen die Verhéltnisse bei der Trapezregel: Diese fiihrt, angewandt auf das
obige System erster Ordnung, auf das lineare Gleichungssystem

G B B B GO Y V1 P R PR Y

Ausgeschrieben lautet dies

o) AL iy AL )
2 2
oy A At At

S AV = w4+ A 4 (bt + bltas))

Multiplikation der ersten Gleichung mit %A und Addition zur zweiten ergibt

At? At? At
(I — TA)w("“) =(I+ TA)w<”> + AtAv™ + 5 (b(tn) + btns1)
oder ) ,
At At At
mit

Aw(n—f—l) _ w(n—‘rl) _ w(n)

Dies ergibt die Rechenvorschrift fiir einen Zeitschritt

2 L) Sy (Zu(,t+8)) t=nAt
Y™ AUALD £ 3 (b(t) + b(tar) (EPua(yt+ 5)
(] — ATthél)AUJ(n—"_l) = y(n) 16sen

tridiag. Gleichungssystem

mit symm. pos. def. Matrix
Bigenwerte € [1,1+ (§%)%c?]

wmtD)  EL ) L A+ (=w(-, t+ At))

@) L) ALt () (Zu(-,t + At))

Fiir die Wahl des Zeitschrittes At ist mafligeblich, wie gut

1+ iwAt/2

T iwAi)2 = exp(2i arctan(wAt/2)) den Wert exp(iwAt)

approximiert. Offenbar ist das Verfahren amplitudentreu fiir jedes w und At. Aber die
numerische Phase nimmt langsamer zu als die exakte, weil

2arctan((wAt)/2) < wAt.
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Der Fehler ist um so grofler, je grofler w wird. Wegen

WAL WPAL
_l’_ “ ..

At
2 arctan(wT) = wAt —

12 80
und
’w’ < E
— Ax
genugt es
A
At < 2_:16\3/ 12¢
c
zu wihlen, damit ein einzelner Integrationsschritt in der || - [|o~Norm einen Fehler von

hochstens e (zwischen v™ und v(t,)(!)) erzeugt. At sollte also nicht zu grof gewihlt
werden, um die numerische Phasenverschiebung (die sogenannte numerische Dispersion)
kleinzuhalten. Dies gilt erst recht bei nichtlinearen Problemen, wo die Stabilitit des Ver-
fahrens nicht so leicht zu entscheiden ist. Der Gesamtfehler des Verfahrens ist dann von
der Form

u(z,ty)
o) _

< K(t,)((A)? + (Az)?)

2

1
VN
(fiir klassische Losungen). Man beachte, dal die beiden bisher geschilderten Verfahren
nicht als Verfahren zu einer direkten Erzeugung einer Gitterfunktion u”(z,t; Az, At) fiir
u(zx,t) gedeutet werden kénnen, da hier v und u; simultan approximiert werden. Es gibt je-

doch auch direkte Integrationsverfahren fiir gewohnliche Differentialgleichungssysteme
zweiter Ordnung der speziellen Gestalt

w(xy_1,t,)

i = f(t,y) f nichtlinear
und lineare Differentialgleichungssysteme der Form
Mij+Cy+ Ky = F(t)

(M, C, K symm. pos. def. Matrizen), bei denen nur y approximiert wird. In unserem obigen
speziellen Fall hat das DGL—System bereits die spezielle Form

i = F(t,v), (1.7)

sodafl wir uns zunéchst mit diesem Fall beschéftigen wollen. Ein allgemeines k—Schritt—
Verfahren fiir (1.7) hat die Form

k k
(MSVs) Z aiugm+i = h’ ZﬁiF@mHa U?nﬂ')? k=2
i=0 i=0

mit ap # 0, |ao| + |Bo] # 0. Die Konvergenztheorie fiir diesen Verfahrenstyp a8t sich
analog der fir MSV zu © = F(t,v) entwickeln. Man kennt folgende Aussagen (zum Beweis
vgl. bei Grigorieff Bd. 2)
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Satz 1.4

(1) Das lineare Mehrschrittverfahren MSVy ist asymptotisch stabil, falls fiir die Nullstellen
des Polynoms

k
P(C) = Z%’Ci
=0
qgilt:
p(()=0 = [¢|<1,  pQ)#0 falls [(|=1.

(ii) Das Verfahren (MSV3) ist konsistent, falls p(1) =0, p'(1) =0,
p'(1) = 20(1) mit

k
a(Q)=>_ B¢
=0

(iii) Die mazimal erreichbare Ordnung p eines stabilen Verfahrens (MSV3) ist

| E+2 k gerade
| k+1 k ungerade

Verfahren der Ordnung k+2, k gerade erhdlt man, wenn man alle Nullstellen von
p auf dem Finheitskreis wihlt und

k

a(Q) = Y (SO -1y

=0

mit f(¢) = p(¢)/(In¢)”
Die Ordnung p des (MSV5) ist dabei definiert durch

SN sy +ih) — R0 Bif (v 4 ih, y(x + ih)) = Cproh?2yP+2) (z) + O(hP+3)
y" = f(z,y)

(iv) (MSV3) ist konvergent genau dann, wenn es konsistent (p > 1) und stabil ist

(V) Es gibt kein auf der ganzen imagindren Achse stabiles (neutral stabiles) Verfahren
vom Typ MSVy der Ordnung p > 2. U
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Typische Beispiele sind:
Das Verfahren von Stérmer:
qu —2ul 4wl | =K, Ordnung 2
Dieses Verfahren fiihrt, angewandt auf unsere aus der Semidiskretisierung erhaltenen DGL
= Av + b(t)
zuriick zu unserem expliziten Differenzenverfahren.
Das Verfahren von Cowell:
up = 2u +up = SR (fapr + 10f0 + facr), Ordnung 4

Angewandt auf die Semidiskretisierung ergibt dies folgende Verkniipfung der Gitterfunkti-
onswerte:

. ® n+1
. ® n
. ° n—1

Abbildung 1.13

Fiir jede Zeitschicht hat man somit ein tridiagonales Gleichungssystem zu losen. Andere
mogliche implizite Verfahren sind

UZH - 2“2 + uZ—l = %hQ(fn—I—l + fn—l)» OFdHUHg 2

mit der Gitterverkniipfung

® ° n+1
n
° ° n—1

Abbildung 1.14
uzﬂ —2ul Ul = %th(fn+1 +2fn + fuo1), Ordnung 2

und

ebenfalls mit einer Gitterverkniipfung wie beim Cowell-Verfahren.

(Es gibt selbstverstédndlich Verfahren beliebig hoher Ordnung von diesem Typ, aber ihre
Anwendung in diesem Zusammenhang (Semidiskretisierung einer hyperbolischen RAWA)
wére nur interessant, wenn auch die Raumableitung u,, durch genauere Differenzenformeln
approximiert wiirde. Man braucht dann zusétzliche Startschichten und spezielle Formeln
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an den Réndern um z.B. wu,,(Az,t) zu approximieren. Hierdurch kénnen die Eigenwer-
te des semidiskretisierten Systems ungiinstig beeinflusst werden. Die Bandbreite der zu
l6senden Gleichungssysteme vergroflert sich ebenfalls, was alles diesen Zugang nicht sehr
attraktiv erscheinen ldsst. Wir werden aber noch eine andere Form der Semidiskretisie-
rung, ndmlich mit finiten Elementen, behandeln, bei denen eine Erhchung der Ordnung
der Raumdiskretisierung vergleichsweise unproblematisch ist . Fiir die praktische Brauch-
barkeit der Verfahren ist wiederum ihre absolute Stabilitdt mafigeblich, die nun durch das
Stabilitatspolynom

TG q) = pQ) — *0(C),  ¢=ALA, A=A (A),

wobei \;(A) = ein Eigenwert von A ist, beschrieben wird. Fiir die Formel von Stérmer
erhalten wir

m(¢q) = (C—1)%—q¢%
2
(g = 0 = Czl—l—%j:qm_

Beim betrachteten Anwendungsfall sind die \;(A) reell negativ, also interessiert der Bereich
auf der imaginédren Achse mit |((q)| < 1. Dies ist [—i, i] entsprechend der Bedingung

—c<1
T

die wir schon frither erhalten haben und die genau der CFL-Bedingung entspricht.
Fiir drei impliziten Verfahren haben wir
1) w(Ga)=(C—1)" = 5a*(¢* + 100 + 1)

(2) T(Gia) = (¢ = 1) = 3¢°(¢* + 1)

-1 q°(¢
(3) m(Cq) = (C— 1) = 1P (P +2¢+1)

N e N

Fiir rein imaginéres ¢ = iwAt haben wir somit die Wurzeln

(1)

1 — 2W?(A)? £/ —w?(A2) + twt(At)4
CliwAt) = — 2 : +\£w2 AT ‘ (1.8)
12

d.h. fiir w?(At)? <6 ist |((iw)| = 1 und fiir w?(At)? > 6

Sw? =1+ 4/ tw?(w? — 6)

Lw?+1

> 1

max [ ()| =
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das Verfahren ist somit nur bedingt absolut stabil mit der Bedingung

At
e <
A:):C_\/é

In unserem Anwendungsfall ist dies wegen der CFL Bedingung ausreichend. Die im-
plizite Struktur des Verfahrens zahlt sich hier offensichtlich nicht aus, weshalb es in
der Praxis nicht sehr hdufig angewendet wird. Dafl die Zeitintegration von vierter-
Ordnung ist, ist aber ein Vorteil.

(2)

2+ /A 41+ (D022 1 \/—uﬂ(At)2 — (£

Cliwat) = 2(1 + $w2(At)2) 1+ jw?(At)? |

(=1

fiir alle wAt € R, d.h. das Verfahren ist auf der gesamten imaginiren Achsen
absolut (und neutral) stabil. *

Die numerische Dispersion hiangt davon ab, wie gut

C(iwAt) eiiwm approximiert.
Es ist
. wz(At)Q
C(iWAt) — 1+ IWAtm — ezl:iarctan(wAt 1+w?2(At)2/4)
1+ %wQ(At)Q
Weil

arctan(wy/1+ < ) <w

bewirkt das Verfahren ein Nachlaufen der hochfrequenten Lésungsanteilen.

Die genaue Reihenentwicklung zeigt

Wy _ 5 3, 209 5
arctan(wy/1+ < ) = w — w° + 5w

d.h., daf (wegen wAt < 2cAt/Ax)

At ,
‘A S V5E

gewihlt werden sollte, um die numerische Dispersion (pro Schritt) immer unter € zu
halten.

4Neutral stabil bedeutet, dafl die numerische Amplitude weder gedimpft (noch verstirkt) werden,
letzteres wére Instabilitét.
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(3) Nun ist
1 — SEA0% 451 A

C(IWAt) = 1 + (At)2

dh.  |((iwAt)]=1 V wAt € R und

|wAE|

C(lwAt) _ e:tiarctan(m)

Dies ergibt sich eine dhnliche Bedingung wie unter (2), um die numerische Dispersion
klein zu halten.

Unter den vorgeschlagenen Varianten ist also das implizite Verfahren (2) den iibrigen
deutlich vorzuziehen. Unter praktischen Gesichtspunkten mufl auch hierbei die Schrittwei-
tenwahl einer Kopplungsrestriktion unterworfen werden.

Bemerkung 1.3 Es gibt selbstverstandlich uneingeschrankt stabile Verfahren der Ord-
nung p > 2 fir y" = f(y). Diese sind jedoch implizit und nichtlinear in f. Ein Beispiel
151

(A

h h h __
Upyo — 2un—l—l + Uy =

D a4 1000y = (A Fsa = 2 + F) + 1)

mit o > 1/120 und der Ordmmg p =4 (Chawla 1983). Man muss jedoch bedenken, daf
im Zusammenhang mit der Semidiskretisierung der Wellengleichung oder verwandter Glei-
chungen ohnehin die CFL-Bedingung der Verwendung grosser Zeitschrittweiten entgegen-
steht. 0J

Bemerkung 1.4 In neuerer Zeit werden auch Ansdtze des sogenannten “exponential fit-
tings” benutzt, um die numerische Dispersion besser zu kontrollieren. Hierbei werden freie
Parameter des Verfahrens so angepafst, daf fiir bestimmte (fiir die Problemstellung rele-
vante) Frequenzen die numerische Dispersion zu null (oder doch sehr klein) gemacht wird.
(vgl. z.B. van der Houwen € Sommeier, J. Comp. Appl. Math. 1985, S. 145-161) O

Bemerkung 1.5 Fiir die in den Ingenieuranwendungen wichtige DGL

Mij+ Cy+ Ky = f(t) M,C, K symm. n x n Matrizen,
M, K  pos.def.

(die man u.a. bei der Semidiskretisierung einer linearen hyperbolischen DGL 2. Ordnung
mit einem Term u, erhdlt), benutzt man gerne die Methode von Newmark von der Ordnung

p=2.
(M + yALC + BAPK)u! | + (—2M + (1 — 27)AtC + (3 +~ — 28)(At)°K)ul!
HM + (v = DAC + (5 — 7 + B) (A K)u;y
= (A0((3 =7+ B)(tua) + (7 = 200 () + B (tar)
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N[

Im Fall C' =0 und 28 >~ > 5 ist die Methode uneingeschrinkt neutral stabil.
(Fir M =1, C=0, K=(/(Ax)>)A ~vy=3, (=3 ergibtsich die obige Formel
(2)) O
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1.3.2 Numerische Verfahren fiir hyperbolische Systeme erster
Ordnung

Da man hyperbolische Einzeldifferentialgleichungen stets in ein hyperbolisches System er-
ster Ordnung iiberfithren kann, wie wir bereits in der Einleitung gesehen haben, stellen
letztere den allgemeineren Fall dar.

Systeme erster Ordnung haben den Vorteil, dal man sie mit Einschrittverfahren behandeln
kann.

Speziell fiir das reine AWP der Wellengleichung

Upp — CPUyy = 0 zeR, t>0

u(z,0) = f(z)
w(z,0) = g(x) }“R

erhalt man durch die Substitution

vz, t) E ue,r)
g(&)

w(x,t) «f %/m u(€,0)dE + C/t Uy (x, 7)dT
0 0
vz, t) = w(r,t) = /t uy(x, 7)dT + g(2)
0

- c(c /Ot Uz (T, T)dT + %g(m)) = c wy(x,1)
wi(x,t) = cug(z,t) =cog(z,t)

v(z,0) = u(x,xO):f(a:)
w@0) = [ g~ 6)

() -(10)(2), moren (2)on- ()

Allgemein werden wir zunéchst lineare Systeme der Dimension 2

d.h.

vy = Av, r€R, t>0, v 0)=gx) g:R—R (1.9)
betrachten, wobei wir voraussetzen, dafl gilt:
A reell diagonalisierbar mit zwei verschiedenen Eigenwerten # 0

Dies ist insbesondere erfiillt fiir

A:(Z lc)) (a—c)?+b*>~v>0, Jac—b*|>6>0
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(a, b, ¢ diirfen von x abhéngen).

Die charakteristischen Richtungen dieses Systems im Punkt (z,t) sind dann (1,1/A;) und
(1,1/X2), A1, A2 Eigenwerte von A.

Ein erstes naives Verfahren zur numerischen Losung von (1.9) entsteht, indem man die
t—Ableitung durch den Vorwirtsdifferenzenquotienten und die z—Ableitung durch den zen-
tralen Differenzenquotienten ersetzt:

s R B N ey vio N\ _ (i
b
Wjnt1 Wi AT\ Witin — Wi-1m w0 G

}At
P S

Dieses “naive“ Verfahren erweist sich aber als unbrauchbar, da instabil fiir alle Verhéalt-
nisse At : Auxz. Die Instabilitdt verschwindet, wenn man die Werte v;,,, w;, durch die
Mittelwerte aus den Nachbarpunkten ersetzt:

Friedrichs—Verfahren

Vintl | _ 1 [ Uitte F Ui ) a4 (0 Vible — Vel vio N\ _ (i
_ : _
Wjnt1 2\ Wi+ Wjo1m 28075\ Wy — Wi-1n wj0 G,

AN

Bei ARWA sind n Vorgaben fiir die Funktionen v und w an den Réndern des x—Intervalls
gegeben, z.B.

U<07 t) = 900<t>7 U(l’t) = Sol(t)7
sodafl man bei der Wellengleichung die obige Approximation fiir w an den Randnachbar-
punkten nicht verwenden kann. In Abhéngigkeit von den Randvorgaben mufl man dann
anders vorgehen.

Bei einer Randanfangswertaufgabe fiir die Wellengleichung

(e), = (o) (0), omovsesi ()en=(

v(0,) = wo(t),  o(l,t) = ()
kann man z.B. diskretisieren wie folgt (Courant, Friedrichs, Lewy 1928)

Vjnt1 = vj7n+c%(wj+%jn—wj_%m) j=1....m Ar=—-
Vont1 = @oltnt1), Uittt = ©1(tnt1)
At )
wjf%,nﬂ = wjié’n‘{'cA_x('Uj,n-i-l — Vj_1n+1) J=1....m+1
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Das Friedrichs—Verfahren konvergiert nur von erster Ordnung in At. Das folgende Verfahren
fiir ein allgemeines hyperbolisches System mit konstanten Koeffizienten konvergiert von
zweiter Ordnung in At und Ax:

At At
u?,n-ﬁ-l - uﬁn + EA(U?+1,7L - u?—l,n) +3 2 (A ) A2< z+1 n 2“?,71 + u?—l,n)

,, steht hier als Naherung fiir den Vektor u(x;,t,), DGL u; = Au,. Dies ist das
Lax Wendroff—Verfahren
Dieses Verfahren ist stabil fiir

Man kann es auf folgende Art herleiten: Die rechte Seite Awu, wird mit dem zentralen
Differenzenquotienten diskretisiert, d.h. von zweiter Ordnung in Az. Fiir die linke Seite u,
benutzt man die Diskretisierung

W, tngr) = u(m, tn) + (2, tn) AL + Sy (z,t,) (AL)? + O((AL)?)

und sodann

0
ox

und fiir u,, nun den symmetrischen Differenzenquotienten zweiter Ordnung.

Uy = A Uyt = A Uty = A— (A Ux> = A2um

Im Spezialfall n = 1 heifit die DGL
up = a(x)u, ld'(z)] < K
die Konvektionsgleichung. Haufig verwendete Diskretisierungen dieser Gleichung sind:

Friedrichs—Verfahren:

At
u?,n—‘—l = %(u?—l,n + u?—i—l,n) + Ea(%)( ?+1 n = U?—l,n)
At
— 1
A < 1 supla(o)

Verfahren von Courant—Isaacson und Rees:

At _
ulherl = nt A[E( +(xi)<uzh+1,n _u?,n) ta (JIJ(U?’”—U;LL”))
At
— < 1
& < 1/supla(o)

at(r) = max(a(z),0)

a (x) = min(a(z),0)
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(Man beachte, da hier die z—Diskretisierung von Verlauf der Charakteristiken abhéngt!)

Lax—Wendroff—Verfahren:

At At N2
o = uly+ 51w, — i) + (5 ) el

(o, Dl =) —ale,_ )l —ul )

=3

At

— < 1
< 1/supla(a)

Die Konvergenzuntersuchungen fiir alle diese Verfahren werden wir im Rahmen der allge-
meinen Theorie in Kapitel 3 behandeln. Diese allgemeine Theorie behandelt in erster Linie
Probleme mit konstanten Koeffizienten und variable Koeffizienten erfordern zusétzliche
Betrachtungen. Oft ist es aber moglich, mit Methoden, die auf den speziellen Fall zuge-
schnitten sind, einfacher zum Ziel zu gelangen. Dies sei hier an einem Beispiel vorgefiihrt.

Beispiel 1.3 u; = —a(x, t)u, 0<z<L, 0<t<T

u(z,0) = f(x), 0<z<L
u(0,t) = g(1), 0<t<T
Es gelte:
f(0) = g(0)
f,q stetig

a € 02(R+ X R+)
0 < ap < a(z,t) <ay (x,t) €]0,L] x [0,T]

M= At/Ax fest, Ar =L, At=

Mo
Gitterwerte x; = jAx, t, = nAt.

T =NAt, L= MAx,

L
N

Wir benutzen folgende Differenzenapproximation:

u?,n—‘rl = u?,n - %)\<a]%,n(u?’n - u?—lm) + aj*%,ﬂ«kl (U?;n—‘rl - u?—l,n-i—l))
ug,n—}&;l = g(tws1)
Uso = f(xj)
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Bestimmung der Konsistenzordnung:
2
Wt = = (un), 155+ O((A1)?)
Mty
a1 i — i) = a1 (), 1 A28+ O((A2)Y))
J n 3727n .]72:
1

Az
(W = 1) = aj_w((um)j_%,m%+0<<Ax>4>)

5 aj_%7n(uj7n - uj—l,'l’L) + a]_l7n+1(

l(um)ji%m%% + O((At)z(m;y) +O((Ax)h)

= (un) 1 1 G L O(Az(AL)?).

J—§,n+2

.1
]_§1n+

Ujn+1 — Uj—l,n+1) =

Es ist aber aufgrund der DG’L
Uy = —(a(x,t)ux> = —ay(x,t)uy — a(x, t)uy
t

= —a(x,t)u, + alx,t) (a(x, t)ux>
= —ay(z,)u, + a(z, t)a,(z, t)u, + a*(2, 1)Uy
Somit ist im Falle
a(z,t) =1=\
das Verfahren von zweiter Ordnung und in allen anderen Fdillen von erster Ordnung kon-
sistent ( h=At = O(Az) ).
Sei

_ h
€jn = Wjn — Ujp-

Dann gilt die Rekursion j7=1,...,N

Ejmil = Ejn — %(%n(*fj,n — €j—1n) + Vin+1(Ejnt1 — €j—1,n+1)> + At T
Tint1 = O(AL) und
Yik = Aa. 1. > AXag >0
=3k
ok = 0 \V/k,
gj0 = 0 VJ
Setzt man also €, = (€1, ..,emn)", dann wird

(I+Fn+1)€n+l = (I — Fn)gn +At Tn+1, n = 071,. . .,N — 1

wo
Yk 0 --- e 0
Y2,k Y2k :
Iy = 0
0

0 - 0 —ymr YMk
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bzw. mat

En = (U+T))e,

Enp1 = (I-T){I+T,) 8 +At 7, n=0,1,...

Wir wollen wieder eine Abschdtzung in der Norm

= - |
M 2

anstreben. Jedenfalls ist
sup ||Tns1]] < 7= O(AR).

Wenn
(I =Tp)(I +T0)7 Y < 14 KAt

K unabhdngig von n und At, dann wird schlieflich

N-1
len]l < At (1+ KAt
v=0
< AtTN(l—i—K]ZV)NSTTeKT,

womit die Konvergenz in || - || bewiesen wdre.
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(1.10)

Dabei tritt keine Einschrinkung an A auf. Da das Gleichungssystem fir ,1 eine untere
Dreiecksmatrix als Koeffizientenmatriz hat, ist das Verfahren quasi explizit.

FEs bleibt die Abschditzung (1.10) zu zeigen. Dazu beachtet man zuerst

I(7 = To)(I +Tn) "Ml = (T = Ta)(T + L) 2

1
Ferner nach Definition ||Ally = 02 (AAT), also

I =TT+ T = o(( =T + To) (I + T8 (1 = T))
= o((I+T) I+ T (I = TH)(I - Ty))

= o((I+THU+1) (1 =TI~ 1)

Sei pu ein Eigenwert von (I +TL)(I +T,)) (I =TI (I -T,).

Dann gilt mit geeignetem x und xz =1

(I -TH(I -T2 =pu(I +TIYI+ Tz
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d.h.
2 (I =TI (I -T,)z
2T +TT(I 4T,z
1—2"(T7 +T,)x+2"TIT,z
14+ 2T(IT + 1)) + 2TTTT
(T + )z
1+ 2Tz 4+ 2T (T 4+ T,)x

Wenn also gezeigt ist, daf

eI(IT 41z > —KAt, (1.11)
dann ~
2K At ~
p<14+ o <14+ 4KAL
1— KAt

falls KAt < L also At hinreichend klein.

27

Damit wird dann

(I =TI +T,) Y < V1I+4KAt <142KAt=:1+ KAt

Somit bleibt (1.11) zu zeigen.

Aber
2716~k 0 o 0
—Yek 2%k —V3k ' :
Iy +TI7T = 0 0
: : : —IM .k
0 e 0 —vmk 2Ymk

und nach dem Kreisesatz von Gerschgorin und der Minimazx-Figenschaft des Rayleighquo-
tienten

e SUP [Yit1,6 — Vik|

ki
= —Asupla. 1, —a 1 |
ki o tako ik

> —\GAz = —[At,
wo 3 =max(,nep.Lixpo.r | 50z, 1)l
Schlieflich bleibt zu zeigen, daf
lenll < K*||€n]|- (K™ unabh. von n, At)

Aber
en =+ Fn)_lén



1.3. Differenzenapproximationen

d.h.

leall < @"2(((T+T)(I +TD) i
1 . 1
||5n||§_—
(I+Tn)(I+T8) " "~ 1= At

NE [€nll

min

d.h. fir BAt < 3 (2.B.) kann man K* = 2 wihlen, womit alles bewiesen ist.

49
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1.4 Nichtlineare hyperbolische Erhaltungsgleichungen

Quelle fiir diesen Abschnitt: [7], [10]. Weiterfithrende Literatur ist [17], [18]

1.4.1 Beispiele

Eine eindimensionale Stromung wird im einfachsten Fall beschrieben durch die raum- und
zeitabhéngige Dichte und Geschwindigkeit. Bei fester Zeit ¢ triagt ein Intervall [xq, 2] die

Masse 2
/ o(z,t)dx .
1

Den Punkt = durchfliesst im Zeitintervall [tq, 5] die Masse

/t2 o(z, t)v(z, t)dt .

t1

Nach dem Gesetz von der Erhaltung der Masse muss gelten:

Die Anderung der Masse eines Raumintervalls zwischen zwei Zeitpunkten ist gleich der
Differenz der Massenfliisse an den Intervallenden genommen iiber dieses Zeitintervall

D.h.

/902 o(z, ta)dx — /”02 o(z,t))de = /t2 o(wy, t)v(zy, t)dt — /t2 o(, v (s, t)dt

1 1 t1 t1

x2 to 8 to 2 a
/w1 /t ag(m,t)dtdx = _/t1 /x1 a—x(g(x,t)v(x,t))dxdt

1

also

In differentieller Form lautet dies

S0 = (o)
¢ = T ortY

Man benétigt eine Beziehung zwischen v und p, um daraus eine abgeschlossene Gleichung
fiir p zu erhalten. Ein verniinftiges Modell im Bereich der Verkehrsfliisse ist z.B.

v = v(0) = vmax(1l— 0
omax
Damit wird die Differentialgleichung zu
0 0
o+ 5-(f(e)) =0
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mit der Flussfunktion 0

fmax

f(e) = ovmax(l —

Dies ist die Standardform einer skalaren Erhaltungsgleichung. In der Praxis spielen vor
allem Systeme solcher Gleichungen eine wichtige Rolle, z.B. die Eulergleichungen der Gas-
dynamik

9 0 9 ov 0

En ov | + I p+ ov? = 0

E T\ w(E+p) 0
p—(y=1(E-3z00°) = 0

Hierbei bedeuten o, v, p, E die Dichte, Geschwindigkeit, Druck und die totale Energie
und ~y ist eine Materialkonstante.

1.4.2 Theorie

Im allgemeinen Fall hat ein System von Erhaltungsgleichungen folgende Form:

u u(z,t) : RTxR — R
F, = Fj(u) : R" - R"

w+ Y (R, = 0. (1.12)

Definition 1.4 Das System (1.12) heifit hyperbolisch, falls folgendes erfillt ist:

Set
o(F;);

duy, >1§j,k§n

Adw)  Tn(w) = (
Dann hat die Matrix

d
B(u,w) =) ZwiAi(u)
i=1

fiir alle w # 0 und alle u € R™ ein vollstandiges reelles Eigensystem. Sind alle
Eigenwerte stets paarweise verschieden, heifit das System strikt hyperbolisch.

Wir betrachten nun den skalaren Fall n = d = 1. Das reine Anfangswertproblem hat die
Form
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Den linearen Fall f(u) = au mit festem a haben wir bereits in Abschnitt 1.1 behandelt.
Hier interessiert uns der nichtlineare Fall. Es kénnen ganz neue Phénomene auftreten, ins-
besondere muss der Losungsbegriff neu im Sinne einer schwachen Losung verallgemeinert
werden. Wahrend im linearen Fall bei glatten Daten und Kompatibilitéit in den Anfangs-
Randbedingungen eine klassische differenzierbare Losung vorliegt, wovon wir in den voraus-
gegangenen Abschnitten auch immer ausgegangen sind, ist dies nun nicht mehr notwendig
der Fall. Wir betrachten als Beispiel die Burgers Gleichung

w A+ (%), = 0.

Eine charakteristische Kurve in der Parametrisierung (z(t),t) ist hier gegeben durch das

Anfangswertproblem
z(t) = wu(z(t),t) x(0) = xo

und wu(z(t),t) ist lings der Charakteristik konstant, also

Also wird
.T(t) =g+ U0($0)t

d.h. die Charakteristiken sind Geraden. Ist nun
up(z) > 0V

dann koénnen sich zwei Charakteristiken niemals schneiden und fiir glatte Anfangsfunktion
ug erhélt man eine eindeutige klassische Losung der Aufgabe. Ist aber u, < 0, dann gibt
es immer eine Losung von

xo + up(wo)t™ = x1 +up(z)t™, t© > 0, v1 > xg

und dies bedeutet, dafl in (z(t*),t*) die Losung unstetig wird. Physikalisch bedeutet dies
einen Schock. Die gleichen Uberlegungen gelten ganz allgemein fiir eine skalare Erhaltungs-
gleichung

ur + (f(u)e = 0,u(z,0) = up(x)

und wir haben

Satz 1.5 Sei f” > 0 und uj > 0 auf R. Dann hat die Anfangswertaufgabe der Erhal-
tungsgleichung fiir alle Zeiten eine eindeutige klassische Ldosung.

Wir untersuchen weiter den Fall nichtklassischer Losungen. Es ist eine naheliegende Idee,
schwache Losungen durch Multiplikation der DGL mit einer Testfunktion und Integration
zu charakterisieren: Ist u eine klassische Losung, dann gilt

/R / " (6 (e, £) + o, ) (Fw))a)dtde = 0¥ ¢ € CUR xR)
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wobei ¢ noch kompakten Trager haben muss. Der erste Summand wird nun beziiglich ¢,
der zweite beziiglich x partiell integriert

_/R/OOO(@(:U,t)u(x,t)dtdx + /R((b ) (1) ;:de
[ [t nstat e s "o o] a = o

Beriicksichtigt man nun, daf§ ¢ kompakten Trager hat, gelangt man zu

Definition 1.5 u = u(z,t) heifft schwache Lisung von
u+ (f(w)e = 0, u(z,0) = ug(x), z € Rt >0 (1.13)

falls

/R/Ooo(uﬁbt + f(u)p,)dtdr + /Ruo(x)gb(x,O)dx =0Ve¢ € Cy(RxR,).

¢

Ein Beispiel fiir das Auftreten einer solchen schwachen Losung ist ein “Riemannproblem’
mit den Anfangswerten

w+ (fu)e = 0
{ w falls x < 0,

uw(z,0) = uo(zr) = u, falls z > 0

Man rechnet mit Hilfe der Definition nach, daf fiir v; > wu, die Schockwelle

Wz, ) = wy falls © < st
S u, falls z > st

eine schwache Losung dieses Problems ist, wobei die Schockgeschwindigkeit s die sogenann-
te Rankine-Hugoniot Bedingung

_ flw) = f(ur)

Uy — Up

erfiillt. Man beachte, dafl s als ein Zwischenwert von f’ geschrieben werden kann, f’ ist
monoton wachsend, da wir f als konvex vorausgesetzt haben. Es gilt ganz allgemein
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Satz 1.6 Sei u eine schwache Lésung des Anfangswertproblems (1.18). u sei unstetig
langs der Kurve (xz(t),t) und s(t) = (t). Ist

w(t) < lmu(e(t) 1)
def .
u(t) = ll{%u(l‘(t)—i-é,t)

dann gilt

 F ) — ()
W= 0w

Die Charakterisierung einer schwachen Losung legt diese jedoch nicht eindeutig fest und
es gibt in der Tat Probleme des Typs (1.13) mit nichteindeutigen Losungen:

Beispiel 1.1
u +uu, = 0

u(w,0) = {

Die Charakteristiken durch den Punkt (xq,0) sind hier

0,z < 0,
1,2 >0

(xo,t) fiir xg < 0 und (x(t) = xo + t,t)fiir xg >0 .
Fiir jedes o € 10, 1] ist

0, firr < at/2,
u(z,t) = a, firat/2 < z < (14+a)t/2
1, fir x > (1+a)t/2

eine schwache Ldosung, wie man durch Einsetzen und explizites Ausintegrieren in der Defi-
nition bestdtigt. Jede dieser unendlich vielen unstetigen Losungen erfillt auch die Rankine-
Hugoniot-Bedingung. 0

Man muf} also nach zusétzlichen Charakterisierungen suchen, die eine physikalisch sinnvolle
Losung eindeutig festlegen (die Dichte eines Gases kann z.B. nicht mehrdeutig sein). Um
eine solche Bedingung zu finden, gehen wir zunédchst von einer klassischen Losung aus. Ist
H eine konvexe zweimal stetig differenzierbare Funktion, dann ist

(H(u(z, 1))y = H'(u(z,t))uy = —(H' ') (u(z,1))uq
I heisst Entropie-Flufl und H Entropie, falls gilt
F/ — H/f/
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(zB. mit H(w) = sw? : F(w) = [;"vf'(v)dv). Fiir eine solches Entropie-EntropiefluBpaar
gilt also
(H(u))e+ (F(u)e = H(wu+ F(u)u, =
H'(wyuy + H'(w) f(w)ue = H'(u)(ue + (f(u)2) = 0.
Wir definieren u° als die eindeutige Losung von
(H () + (F(u))e = euf, H'(u?) = e(H(u))ao — eH"(u)(u5)* , u*(2,0) = uo(z) .
Man beachte, daf fiir streng konvexes H (also H' # 0) u® sich berechnet aus
(W) = e(u)aa — f/(u7) (u)z
also aus einer parabolischen Randanfangswertaufgabe, die unabhéngig ist vom gewéhlten

Entropie-Entropieflufl-Paar. Multiplikation mit einer nichtnegativen Testfunktion ¢ aus
C'(R x R,) mit kompaktem Triger und partielle Integration ergibt

// (, 1)) (. t) + F(u®(x,t))ps(x, t))dtdx+/H uo(,0))¢(x, 0)da
/ / ))ata(,t) + H" (u) (u3) ¢ (x, 1)) dtdz

Wegen H” > 0 und ¢ > 0 ist der zweite Summand auf der rechten Seite nichtnegativ.
Man kann nun zeigen, daf in L..(R x R) die Funktion u® fir ¢ — 0 einen Grenzwert u
hat und fiir diesen gilt dann

// (e, ), )+ F(uz, 1)) ba (1, 1)) dtd:c+/H uo(z,0))(x, 0)dz > 0¥ > 0.

(1.14)
Man bezeichnet eine schwache Losung der Erhaltungsgleichung als Entropielosung , wenn
sie die Bedingung (1.14) fiir jedes Entropie-Entropieflulpaar erfiillt. Fiir die Entropielsung
kann man Eindeutigkeit zeigen. Dazu gilt

Satz 1.7 (Kruskov) Das skalare Anfangswertproblem

ur+ (f(u): = 0,u(x,0) = ug(x)

mit f € CY(R) unduy € Lu(R) hat eine eindeutige Entropieldsung u € Loo(R X Ry)
mit folgenden FEigenschaften:

L) < uollr. (Leo-Stabilitit)
uy > vy = u(.,t) > v(.,t) (Monotonie beziiglich des Anfangswertes)

up € BV(R) = wu(.,t) € BV(R) und TV (u(.,t)) < TV (ug) (TV-Stabilitit)

e

uy € L1(R) = [pu(z,t)de = [puo(x)de Vit > 0. (Konservativitit)
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In diesem Satz werden zwei hier noch nicht definierte Begriffe benutzt: BV der Raum der
Funktionen von beschrinkter Variation und 7'V die Totalvariation

Definition 1.6 Seiu € Lo (2), Q C R offen. Dann heifst

TV (u) hmsup/ u(z +¢) —u( )’d

e—0

die Totalvariation (oder totale Variation) von u. Der Raum der Funktionen von beschrdink-
ter Variation 1ist

BV(Q) = {u : u € L), TV(u) < oo}

Bemerkung 1.6 Der Satz gilt auch fir skalare Gleichungen mit mehreren Dimensionen
im Raum. Er gilt aber nicht fiir Systeme, fiir die es keine vergleichbaren Aussagen gibt.

Bemerkung 1.7 Flir stiickweise stetige Lisungen skalarer Erhaltungsgleichungen gilt auch
noch eine Li-Stabilitdt
lust+ e < ful, B,

wie Lax 1972 gezeigt hat.

1.4.3 Numerische Verfahren

Bereits in Abschnitt 1.3 haben wir Differenzenverfahren fiir hyperbolische Gleichungen 1.
Ordnung beschrieben. Diese sollen hier weiter untersucht werden. Eine allgemeine Theorie
der Konvergenz solcher Verfahren wird in einem spéteren Kapitel dargestellt. Hier ist es
jedoch zweckmaissig, eine spezielle Darstellung zu wéahlen. Im Folgenden ist

h . ..
u; ; Néherung fiir u(z;, t;)

und h bedeutet den Diskretierungsparameter, unter dem man sich z.B. At vorstellen kann,
da wegen der CFL-Bedingung ohnehin eine Kopplung zwischen At und Ax besteht. Wir
betrachten hier explizite Einschrittverfahren (d.h. Verfahren, die nur zwei aufeinanderfol-
gende Zeitschichten verkoppeln) der allgemeinen Gestalt

ul . = U(ul ol )

2,J+1 Uy m,j? » Yitm,j

mit einer stetigen Funktion
U o R R

In den Beispielen von Abschnitt 1.3 war stets m = 1 Wir nehmen weiter an, At = h sei
fest und ebenfalls
A= ﬁ fest
A T
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Oft ist es zweckmaéssig, die Struktur der Funktion W als Integrator in einem Einschrittver-
fahren (wie im Fall gewohnlicher Differentialgleichungen) genauer zu beschreiben:

Definition 1.7 FEin Differenzenverfahren besitzt die Erhaltungsform, wenn es eine Funk-
tion

F : R™ - R,
die sogenannte “numerische FlufSfunktion® gibt, mit

V(U ooy Uy) = g — A F(Upity e oy Um) — F(Uepy ooy Um—1)) -

Das Verfahren heifst dann auch konservativ.

Der Grund fiir diese Bezeichnung ist offensichtlich: es gilt dann

Zui’j = Zuﬁo Vj eN.

i€ 7 i € Z

Wegen der entsprechenden Eigenschaft der wahren Losung (der Erhaltungseigenschaft)
wird man nur solche Verfahren in die Betrachtung einbeziehen. Subtrahieren wir die Verfah-
rensvorschrift eines konservativen Verfahrens von der Differentialgleichung, dann erhalten
wir

Uija1 ~ Ui

wlrity) = == =

ul u?

2m —ul B
(/)i 15) = D0 OF (U syl ) =R 2L (A
k=1

und wenn wir verniinftigerweise annehmen, dafl die Differenzenquotienten gegen die wahren
Ableitungen konvergieren, wenn At und Az gegen null gehen, dann sehen wir, daf3

Z@kF(u, coou) = f(u)

gelten sollte. Hinreichend dafiir ist die Konsistenzbedingung:

Definition 1.8 Die numerische FlufSfunktion F' heifit konsistent mit der kontinuierlichen
Fluffunktion f wenn gilt
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Beispiel 1.2 Fir das Friedrichs-Verfahren ist

h h
o bl )
u?,j+1 = U?J - %(f(u?+1j> - f(u?flg)) 4 Sl 7 R

und daher

und somit natirlich

Die Konsistenzordnung eines Verfahrens wird wie iiblich definiert mithilfe des “Einsetzfehlers®
einer glatten Losung in die Verfahrensfunktion:

Definition 1.9 Sei u eine hinreichend glatte Losung von u; + (f(u)), = 0.p € N
heifst die Konsistenzordnung des Verfahrens ¥, falls

u(z,t + At) — U(u(z — mAx,t),... ulz +mlAz,t)) = O((At)PH)
fir At — 0 und At/Ax fest. Firp > 1 heifit das Verfahren konsistent. Die Grisse

(u, At, Az) def u(z, t+ AAt?f — u(z,t)

+AL;C(F(U<$ o (m o 1)A:U7t)v T ,u(x + mAx,t)) N
F(u(zr — mAx,t),...,u(x + (m — 1)Ax,t)))

heifit der lokale Abschneidefehler eines Verfahrens in Erhaltungsform.

Bemerkung 1.9 FEin Verfahren hat also die Konsistenzordnung p genau dann, wenn

|7 (u, At, Az)| = O((At)P) .

Es soll nun die Struktur von 7 ndher untersucht werden. Dazu benutzen wir Taylorent-
wicklung hoherer Ordnung. Wir setzen dabei voraus, dal I € C?*(R*™). Zur Abkiirzung
benutzen wir die Notation

u; = u(x+ih,t), v = ug = u(x,t), h = Az, k = At.
Wegen der Festlegung von A ist u.a.

h = O(k) und k = O(h)
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sodafl wir nach Zweckméssigkeit das eine durch das andere ersetzen konnen. Wir benétigen
u.a. eine Darstellung von u; mittels der Differentialgleichung:

9
Uy = _8_(f() z))
= —fMwuuy — f'(u)ug
= ) f (u)(ue)* — f'(w)use
= ) f () (ue)? — () (= f" () (uz)? — f'(w)tizs)
= 2f"(u) f'(u) (uz)? + (' () e
f'(u

()

Dann ist (man beachte u = wy)

T(’LL, ,IC, h) == U + %kutt + O(kQ)
+%(F(u_m+1, ... ,um) — F(UO, .. ,U()) - (F(U_m, - ,um_l) — F(UO, .. .,UO))) .

Weiter benutzen wir

wo o= S = —(aFw. . w)u
i=1
Uik —ug = h(—m+k)u, + h;(—m + k)% ugy + O(h%)
2m
Fu—mt1y---sum) — F(ug,...,ug) = Z OiF(uy ..., u)(U—pmti — up)
i=1
2m 2m
+3 DD 00 F (u, ) (i — u0)(ummj — o) + O(h?)
=1 j=1
Fu—m, ... um—1) — F(uo,...,ug) = Z@F (Umpim1 — Uo)
2m 2m
+3) D 00 F (u, ) (Ui — o) (Uomjp1 — uo) + O(hP)
i=1 j=1
Dies ergibt
%(F(u—m—i-h 7um) - F(u—ma Um 1)) =
2m
Y 0iF(u,... u)((—m+i) — (=m+i—1))ug+
=1
2m
BN 0iF(u,.. ., u)(—m+i)* = (=m+i— 1) uge+
i=1
2m 2m
h 005 F (uy ..., u)(ug)*((—=m +d)(=m+j) — (=m +i—1)(-m+j— 1))+ O(h*) =

@
Il
—_
.
Il
—
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Z@F ))uz+

hZ8F w)(2i — 2m — V)uge+
2m 2m
BN 00, F(u, . u)(ug)®(i+ j — 2m — 1) + O(h?)
i=1 j=1
Andererseits ist
2m
%%%(Z@i}?(u,...,u)(2i—2m—1)um> = (Z@F w)(2i — 2m — 1V)ug, +
i=1
2m 2m
SN 00 F(u,. . u)(2i - 2m — 1)(%)2)
i=1 j=1
Schliesslich gilt noch
2m 2m 2m 2m
> @i—2m— 100 F(u,...,u) = > > 00iF(u,... ,u)(i+j—2m—1),
i=1 j=1 i=1 j=1

denn vertauscht man auf der linken Seiten die Summationsindizes, muss man auch 2i gegen 2j
austauschen und es gilt ja

0,0,F = 0;0,F .

Dies alles in die Entwicklung von 7 eingesetzt ergibt

r(u,k, h) = ’;8893(( (ZaF 2@—2m—1)))u$>+(’)(k2).

Mit der Definition
B(u,\) & —1((f AZaF w)(2i — 2m — 1))

konnen wir dann schreiben

T(u,k,h) = —k(%( (u, Nug) + O(k?) .

Wenn wir annehmen, dafl auf der Zeitschicht j

U?J = Uy; = U(I’Z’,t]’)

gilt, dann ist nach Definition von 7

oo
Uijyr — Uiy = k7(uig, K, h)
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umd damit ist uf';,, eine O(k?)-Approximation der Lésung der Differentialgleichung

vt () — ko (B, o) = 0 (1.15)
mit den Anfangswerten v(z;,t;) = u(z;,t;). Die Gleichung (1.15) heifit die dem Verfah-
ren zugeordnete modifizierte Gleichung. Dies ist eine parabolische Gleichung, der Term
kZ(B(v,\)v,) ist der Diffusionsterm. Fiir B > 0 hat diese Gleichung ein Glittungs- und
Déampfungsverhalten, wihrend fiir B < 0 (dies entspricht dem Losen einer Gleichung mit
B > 0 riickwérts in der Zeit) Instabilitdt vorliegt. Dementsprechend wird man nach Ver-

fahren suchen, fiir die B > 0 gilt.

Definition 1.10 Der Term 5

L
ox

heifst die numerische Viskositit des Verfahrens.

(B(u, A)us)

Ist diese numerische Viskositéit negativ, dann ist zugeordnete modifizierte Gleichung insta-
bil, das Verfahren also sicher unbrauchbar.

Beispiel 1.3 Fiir das naive Verfahren

R _ Rk A
u = U3

ij+1 2 2 )

(Ui+1,j U
15t
F(u,v) = 5(f(u) + f(v))

und fir die Konvektionsgleichung
u +au, = 0

ergibt sich somit
B(u,\) = —i(a®+ 1(—a+a)) = —d*/2

und dies zeigt bereits die Instabilitdt, die wir spdater mit funktionalanalytischen Methoden
noch einmal beweisen werden. Fiir das Friedrichsverfahren ist

BluY) = 4+ -k~ &) = k- )

und dies ist genau unter der CFL-Bedingung nichtnegativ. Fir das Lax- Wendroff-Verfahren
ist B(u,\) = 0, es ist das einzige Verfahren mit m = 1 von der Ordnung 2. Es hat aber
den Nachteil, dafy bei Schocklésungen starke Oszillationen in der numerischen Ndherung
auftreten. Das upwind- Verfahren

h h h
o { u;f - )\a(u%j — ui,jzl) wenn a > 0
il _ _
J ug; — Aa(uiy, ; — ;) wenn a <0
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das man in kompakter Form als

h

h
h h i+l h h

Wijpr = Uij— 5 +

schreiben kann, ergibt sich

B(u,\) = H(1—|a|)

und dies ist unter der CFL-Bedingung wieder positiv.

Es gibt weitere Verfahren, die in diesem Zusammenhang héufig benutzt werden. Das
Godunov-Verfahren iibertragt die upwind-Idee auf den nichtlinearen Fall. Die Losung wird
auf einer Gitterlinie ¢ = const stiickweise konstant approximiert durch die Integralmittel
iiber eine Gitterweite, sogenannte Zellmittel. Die Anfangswerte sind dabei

Tit1/2
ufty = %/ uo(z)dx .

Ti—1/2

Dann wird fiir jeden Gitterpunkt ein Riemannproblem (mit einer Sprungstelle in den Git-
termittelpunkten) exakt gelost . Dies ist einfach im linearen Fall. Das Riemannproblem
lautet

U = Ui fir x S xi-i-l
up + (f (u = 0, ug(xr) = i ?
¢+ (f(u))e , uo(z) Up = Uip1p firaz > IH%

Fiir konvexes f sind die Losungen entweder Schocks mit der Geschwindigkeit

fur) — fw)

Upr — U

oder Verdiinnungswellen mit Ausbreitungsgeschwindigkeiten f’(u;) und f’(u,). Die Schocks
konnen nicht interagieren, wenn

ksup|f/(w)| < h/2 .,

also symbolisch unter der Bedingung “CFL/2%. Im allgemeinen Schritt tritt die Zeitschicht
t = t; an die Stelle der Zeitschicht ¢ = 0. Nun integriert man die Differentialgleichung {iber
dem Rechteck [z, 1, T 1 [X[tj, tira]:

Z—§ 1 5

) Tit1/2 ) Tiy1/2 ) tir1 tit1
T et [ e = <L fute - [ fae_s o)ar
Ti—1/2 xi_1/2 13 2 t
und nimmt neue Zellmittel auf der néchsten Zeitschicht, also
1 tjt1

S E</t flula, 1)t - f(u(:z:i_l,t))dt> .

4 2
Man muf} also die Losung der Riemannprobleme kennen, um die Integrale ausfithren zu
konnen. Wir setzen weiter strikt konvexes f voraus, und untersuchen Fallunterscheidungen.
Man beachte im Folgenden, dal der Fall u; = u, trivial ist (die Losung ist die Konstante
Ul).
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L fw) > 0und f(u,) > 0.

(a) f'(w) < f'(u,). Wegen der Konvexitét von f und w; < u, ist dann die Losung
eine nach rechts laufende Verdiinnungswelle. Dies ist die Entropielosung.

(b) f'(w) > f'(u.). Die Losung ist ein nach rechts laufender Schock mit der

Geschwindigkeit
)~ fw)
Uy — Uy ’
Also ist in beiden Fillen
u(mHi, t) =

2. fl(w)) > 0, f'(u.) < 0. Wegen der Konvexitét ist nun u; > wu,. Also liegt eine
nach rechts oder links laufende Schockwelle vor, d.h.

w firs > 0
u(z, 1,t) = {uifﬁrs <

3. fllw) < 0, f'(u,) < 0.

(a) f'(w) < f'(u,), also wegen der Konvexitit u; < wu,, d.h. Verdiinnungswelle
nach links.

(b) f'(w) > f'(u,),also u; > wu,, also eine Schockwelle nach links,

also ist

4. f'(w) < 0, f'(u.) > 0, also u, > wuy, also eine Vediinnungswelle, wobei linker
Punkt nach links und rechter Punkt nach rechts lauft, also kann gewahlt werden

wx. 1,t) = us, mit f'(us) = 0.

i+
Dies ergibt folgende Verfahrensvorschrift
h h h o, h h h
U1 = Uiy — )‘(F(ui,j7ui+1,j) - F(uz‘—l,jaui,j))

mit dem numerischen Fluf

f(v) Jfalls v > w und  f(v) > f(w)
f(w) Jalls v > w und  f(v) < f(w)
F(v,w) = ¢ f(v) Jfalls v < w und  f'(v) > 0
fw) Jfalls v < w und  f(w) < 0
F((f)7H0O)) , sonst :
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Das Enquist-Osher-Schema schliesslich lautet

u?,j+1 = U;Z] - )‘(F(u?,ﬁu?—&-l,j) - F(“?—l,jvu?,j))

mit
Flo.w) = L(F(0) + f(w) - / "1 (s)ds)

Anders formuliert

h h
65 Wit1,j

iy = =N s [ -90ds)

wo wie tiblich a; = max{a,0}, a_ = min{a,0}.

Neben der Erhaltungseigenschaft interessieren in der Praxis auch die Ubertragung der
Eigenschaften “TV-Stabilitdt” und “L;-Stabilitat“. Die zugehorigen diskreten Grossen sind

Hu-}fjHLl = Z|u?] diskrete L;-Norm

1€EZL

und

||ufj||TV e/ Z |u?+17j - u?] diskrete Totalvariation
€7

TVD steht dabei fiir “total variation diminishing®. Eine gewisse Klasse von Verfahren hat
in der Tat alle diesen wiinschenswerten Eigenschaften:

Definition 1.11 Fin Finschrittverfahren

h _ h h
Ui jr1 = \D(ui—m,ja e 7ui+m,j)

heifst monoton, wenn V in allen Argumenten eine nichtfallende Funktion ist.
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Satz 1.8 Fiir ein monotones Schema in Erhaltungsform mit m =1 gilt

1.
[k Ko h h h hoh
mln{uifl’k,uhk,ui%k} S U S max{uiq,kvui,kauiﬂ,k}

also Ls.-Stabilitdt,

||Uﬁk+1 _U.},lk+1||L1 < ||U.}fk—v.},lk||L1

falls [[u" ]|z, |07 ||, < oo, also diskrete Ly-Stabilitit und

" llrv < [y falls ol )], < oo

also die TVD-FEigenschaft.

Zum Beweis siehe bei Crandall und Madja: Monotone difference approximations for scalar
conservation laws. Math. Comp. 34, (1980), 1-21.

Satz 1.9 Gegeben sei ein monotones Schema in Erhaltungsform mit m = 1 und einem
stetigen, konsistenten numerischen Fluf$ F'. Dann konvergiert die numerische Lisung ge-
gen die Entropielosung der Erhaltungsgleichung und die Konvergenzordnung ist mazimal
eins

Beweis bei Hyman, Harten und Lax: On finite difference approximations and entropy con-
ditions for shocks. Comm Pure Appl. Math. 19, (1976),297-332.

Bemerkung 1.10 Das Friedrichsverfahren ist monoton fiir
Amax{|f(@)l} < 1.
das Laz- Wendroff-Verfahren mait
F(u,v) = §(f(u) + f(v)) = 3(H9LD 2 (0 — )

dagegen nicht.

Das Lax-Wendroff-Verfahren hat den grossen Vorteil, fiir glatte Funktionen von zweiter
Ordnung konsistent zu sein und unter der CFL-Bedingung auch zu konvergieren. In Schocks
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entstehen aber starke Oszillationen der numerischen Losung. Man will nun Verfahren kon-
struieren, die ebenfalls glatte Losungen von zweiter Ordnung approximieren, Schocks aber
gut reproduzieren, d.h. weder ausglidtten, wie es ein Verfahren mit hoher Viskositéit (wie
Lax-Friedrich) tut, noch Oszillationen erzeugen. Dies gelingt durch Hinzunahme weiterer
Gitterpunkte (also m > 1.) Ein moglicher Ansatz sei hier kurz beschrieben. Dies sind
die sogenannten “flux-limiter“-Verfahren. Der Ansatz besteht darin, den numerischen Flufl
des Verfahrens zu modifizieren durch den Ansatz

F(u,v) = FYu,v) 4+ ¢(0)(F" (u,v) — F¥(u,v)) .

Dabei ist F'F z.B. die FluBfunktion eines geniigend viskosen Verfahrens der Ordnung eins
und F'# 7.B. die FluBfunktion des Lax-Wendroff-Verfahrens. ¢(#) ist eine lésungsabhiingige
Funktion, die in einem Schock null, aber fiir glatte Losungen eins wird. Zum Messen von
Unstetigkeiten benutzt man den Vergleich numerischer Steigungen:

h h

U5 — Uiqj rrr h L
ehin Ly, (s )
bzw. . .
Uitoj — Uit ) cn .
1. = ———— falls f'((vj\q,;+1u;;)/2) < 0.
t+50— u?+17j_uh7j f(( i+1,5 z,g)/ )

h h
Das Vorzeichen richtet sich also nach dem Vorzeichen von a bzw. f'(—=5—=2). In Berei-

chen, in denen die numerische Losung die wahre Losung von zweiter Ordung approximiert
und glatt ist, ist # dann von der Grossenordnung 1 + Az, weicht aber nahe einem Schock
von 1 stark ab. Fiir ¢ macht man nun einen geeigneten Funktionsansatz, und es gilt dazu
folgender Satz:

Satz 1.10 Das durch FL gegebene Verfahren sei monoton, konservativ und konsistent
von erster Ordnung, das durch FH gegebene Verfahren sei von zweiter Ordnung konsi-
stent fiir glatte Losungen. Die CFL-Bedingung sei erfillt. Die Funktion ¢ erfiille folgende
Figenschaften:

1. ¢ € CYU(1)) mit einer geeigneten Umgebung U von 1
2. (1) = 1.

£(0)
3.0 <60 <2,0< M <2 vpeR.

Dann ist das Verfahren konsistent, konsistent von zweiter Ordnung fiir glatte Losungen
und hat die TVD-Eigenschaft.

Folgende Ansétze fiir den flux-limiter ¢ erfiillen diese Bedingung:

1. ¢o(f) = max{0, min{l, af}, min{e,0}} .
Dieser Ansatz ist als “superbee“ bekannt. Hier ist a € |1, 2] fest gewahlt.
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2. ¢(h) = 2

1+16|
Dieser Ansatz stammt von van Leer.

Es gibt weitere Verfahren dieser Art, auch fiir Systeme von Erhaltungsgleichungen. Siehe
dazu [17], [18].
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Kapitel 2

Parabolische
Rand-Anfangswertprobleme

2.1 Theoretische Grundlagen

Quelle fiir diesen Abschnitt ist [7] und [3]. Bei parabolischen DGLen in zwei freien Verénder-
lichen ist in jedem Punkt (z,t) des betrachteten Gebietes nur eine charakteristische Rich-
tung vorhanden. Es gibt also fiir solche Gleichungen kein charakteristisches Netz und
dementsprechend auch kein Charakteristiken—Verfahren.

Wir beginnen die Diskussion mit dem einfachsten Beispiel, der Warmeleitungsgleichung

Ut = Ugy HAIS R, t>0
w(z,0) = g(z), |g(x)e | <K

Eine Charakteristik mit der Parameterdarstellung (]Z;Etg) erfiillt hier die DGL

t
(ky)* =0,

d.h. die Charakteristikenschar ist (i) ¢ = Scharparameter. Die Anfangswertaufgabe gibt
hier die Anfangswerte auf einer charakteristischen Kurve vor!

Wenn man sich auf die Losung mit
[u(z, t)e | < C

beschréinkt, ist die Anfangswertaufgabe wohlgestellt und ihre Losung wird gegeben durch

(o t) = { e e (52 ) g(r)ar
glz) t=0

69
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(vgl. z.B. bei Hellwig, Partielle DGLen, Teubner 1960, Kap. 1.4)

Aus der Losungsformel geht hervor, da8 fiir jeden noch so kleinen Wert ¢ > 0 das Abhéingig-
keitsintervall von (z,t) die gesamte x—Achse ist. Man erkennt ferner, dafl mit wachsendem
t die Losung u(x,t) zunehmend glatter wird.

Das reine Anfangswertproblem der Wirmeleitungsgleichung ist praktisch uninteressant.
Diese Gleichung tritt immer im Zusammenhang mit Randanfangswertaufgaben auf, z.B.

U = Ugg, 0<z<L, O0<t<T
u(z,0) = f(z) 0<z<L fecC|0,1]]
w(©,t) = @ot),  u(Ll,t)=¢pit) eC[0,T]

(Wérmeleitung in einem isolierten homogenen Stab mit vorgegebener Anfangstemperatur-
verteilung und Vorgabe der Temperatur an den Stabenden.)

Unter der Vertréglichkeitsbedingung

f(0) =0(0),  f(1) =1(0)
ist das Problem sachgeméf gestellt (vgl. Petrovsky 1954, 38, [13]).

Dies gilt jedoch nicht, wenn man die Zeitrichtung umkehrt, also das gleiche Problem mit
—T <t <0 Dbetrachtet!

Im vorliegenden Fall erfiillt die Losung u sogar ein Maximum / Minimum—Prinzip:

Satz 2.1 Es seiu eine Lisung von u; = Uy, auf G =)0, L[x]0, T]und u € C*(G)NC(G).
Dann gilt

4
..
max u(x,t) = max u(w,t)
(x,t)EG ($,t)€8G0
min_u(x,t) = min  wu(z,t) G
(zt)eG (l’,t)EaG()
G
z=0 =1L

Abbildung 2.1
mit Gy = dG\{T}x]0, L]

Beweis: Setze v(x,t) = u(x,t) — e - t, dann ist vy, = v4 + €
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Ann. 1: P € G: v(P)=max(, ye;v(z,t).
= v (P)=w(P)=0 und UM(P) <0 im Widerspruch!
20 Uge(P) = v (P)+e=¢>0.

Ann. 2: 3P €0, L[x{T
Dann ist v(P) >0
aber v, (P) =

} mit o(P)= Max, e v o(z,b).
, vz(P) =0 und v, (P) <0,
v (P) + & > ¢ Widerspruch!

Mit e — 0 folgt die entsprechende Aussage fiir u. Die Minimumaussage beweist man entsprechend.
O

Im Allgemeinen lautet ein parabolisches Randanfangswertproblem

%u — L(u) = f auf Qx]0,T] “'a

mit den Anfangsbedingungen (Anfangszustand)
u(x,0) = wo(x) firz € Q

und zusétzlichen Randbedingungen fiir 02 x [0, T'[. Diese Randbedingungen kénnen vom
Dirichlet- , von Neumann- oder auch Robin-Typ sein. L ist dabei ein (gleichméBig) el-
liptischer Differentialoperator auf . €2 sei dabei ein Lipschitzgebiet (vergl. die Definition
in Hohere Numerische Mathematik I, WS2005/2006) Klassische Losungen wie im Fall der
oben diskutierten Warmeleitungsgleichung bedingen starke Voraussetzungen sowohl an f,
die Koeffizienten von L, das Gebiet €2 und noch zusétzlich die Rand- und Anfangsbedin-
gungen und ihre Kopplung. Bei homogenen Dirichletrandbedingungen auf 02 x [0, T'[ muss
man z.B. auch fordern, dafi ug(92) = 0. Ohne solche Bedingungen kann man keine Be-
schrianktheit der Ableitungen auf G erwarten. Wir beschreiben hier noch kurz den Begriff
der schwachen Losung solcher Probleme. Ist u eine klassische Losung und a(.,.) die zu L
gehorige Bilinearform, dann ist

%(u(-,t)W)"‘a(u(wt)?U) = (f(,t)v) Vv € V

wobei (.,.) das Lo-Skalarprodukt auf  und V ein zu L passender Raum von Testfunk-
tionen auf €2 ist. Die Ableitung %u(, t) wirkt hier also als lineares Funktional auf V. Die
Abbildung x — wu(z,t) wird bei festem ¢ als eine Abbildung in einen Funktionenraum
iiber €2 interpretiert und die partielle Differentialgleichung so zu einer gewohnlichen Diffe-
rentialgleichung in einem Hilbertraum.

Definition 2.1 Sei X ein Banachraum mit der Norm ||.||x. Der Raum Lo(0,T; X) ist
der Raum aller Funktionen [0,T] — X mit

T 1/2
def
i ([l ola) < o
0
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Mit dieser Norm ist L9(0,7"; X) selbst ein Banachraum. Ist f € Lo(G) dann ist auch
f € Ls(0,T; Ly(2)) weil nach dem Satz von Fubini

T
1R = / / (o H)dadt

Ist X reflexiv und separabel und X’ der Dualraum zu X, dann ist Ls(0,7; X') der Dualraum
zu Ly(0,T; X). Ein Evolutionstripel ist gegeben durch V, H, V' mit

Vv cHcV

und

e V/ ist ein separabler, reflexiver Banachraum
e H ist ein separabler Hilbertraum |

e V ist dicht und stetig eingebettet in H, d.h. ||[v||g < C-|jv|ly Vv € V.

Beispiel 2.1 V. = H}(Q), H = Ly(Q), V' = H(Q)

Definition 2.2 Die Funktion w € Lo(0,T;V) besitzt die verallgemeinerte Ableitung
w € Ly(0,T;V), symbolisch w = ', wenn gilt

/O & (., t)dt = —/0 S(Hw(,dY ¢ € C2(0,T)

Dabei ist die Gleichheit im Sinne des Raumes V' zu verstehen.

Nun definiert man

Definition 2.3

WO, T;V,H) “ {u € Ly0,T;V) : 34 € Ly(0,T;V)} N C(G)

mat der Norm
def /
ullwy = ullra0rv) + W] Lo0mv7) -

Firu € Wy(0,T;V, H) ist die Abbildung ¢t — wu(.,t) stetig, sodal die Forderung

u(.,0) = wuo(.)
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sinnvoll ist. Es gilt auf W} (0,7;V, H) die Formel der partiellen Integration

(., t), 00, 1)) — (ul., 8),0(.,8)) = / ((u'(.,T),v(.,T))—i—(u(.,T),v'(.,T)))dT.

Mit diesen Vorbereitungen lautet die schwache Form einer parabolischen RAWA: Sei V/
ein Sobolev-Raum zwischen H}(Q2) und H'(Q) (je nach Randbedingungen) und H =
Ly(2), ferner af(.,.) eine koerzive beschrénkte Bilinearform auf V' x V, vy € H und
f € Ly(0,T;V"). Gesucht ist u € W3 (0,T;V, H) mit u(.,0) = uy sodafl gilt

Llu,1),0) +aul 1),0) = (f(,B,0) Yo eV (2.1)

Die Randbedingungen sind also hier in den Sobolevraum V' eingearbeitet, wihrend die
Anfangsbedingung explizit formuliert ist: wir haben eine gewo6hnliche Differentialgleichung
in einem Hilbertraum. Es gilt

Satz 2.2 Das Problem (2.1) besitzt genau eine Losung.

(Zum Beweis siche z.B. bei Zeidler: Nonlinear functional analysis. ) Die Losung des Ran-
danfangswertproblems mit f € Ly(G) erlaubt eine a priori Abschitzung, die zeigt, daf
das Problem wohlgestellt ist. Wegen der stetigen Einbettung von Ls(G) in V' ist nun

Setzt man v = wu(.,t) dann ergibt sich

%%Hu(,,tm%z—i—a(u(.,t),u(.,lf)) = (f(,t),u(.,1)

und wegen a(.,.) > 0 und der Schwarzschen Ungleichung

%||u(.,t)||L2 < fC D)

Dies, integriert beziiglich ¢ ergibt

t
luC D, < ||Uo||L2+/0 £ (o 8)l|.ds

Parabolische Randanfangswertaufgaben haben eine Glattungseigenschaft: auch wenn die
Anfangs- und Randwerte inkompatibel sind, also keine beschréinkten Ableitungen auf G
existieren, so sind doch die Ableitungen fiir 7' > 0 in der Regel beschrénkt. Z.B. gilt
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Satz 2.3 Die eindeutige schwache Losung u der parabolischen Randanfangswertaufgabe

0

au—Au = 0 aufQx]0,T]
u = 0 aufoQ2x]0,T|
u(.,0) = wy mituy € Lo()

erfillt die Wachstumsbedingung

1
ul, )]y < C2Mug|lp, fiirt > & > 0 mit C = C(5) .
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2.2 Differenzenapproximationen fiir parabolische Glei-
chungen

2.2.1 Der raumlich eindimensionale Fall

Differenzenverfahren fiir die RAWA der Wéarmeleitungsgleichung oder auch fiir die allge-
meinere Gleichung

0
Up = %(a(x)uz) + f(z, t,u)

erhélt man durch die Methode der Semidiskretisierung: Wir besprechen hier zunéchst die
Semidiskretisierung im Raum, die dem Ansatz auch die Bezeichnung “vertikale Linienme-
thode® gegeben hat.

Man setze def
~ €
0;(t) = wu(w;,t)

und ersetze die raumliche Ableitung durch einen Differenzenquotienten, z.B.

| (@i, t) — 2u(x, t) + ul(wig, t) )2
Uy (24,1) = L + O((Az))
9 1

gela@)t) = x (0, 1 (ulrier. 1) —ulzi ) —a,_
+(9((A:U)2)

(u(ai,t) = u(zir,1)))

(oder auch bessere Approximationen) und erhilt dann ein System gewohnlicher Differen-
tialgleichungen erster Ordnung der Form

NN y
0= aep v+ F(tv) (2.2)

(v; steht fiir die Approximation an ¢;, die durch die Vernachlissigung der O—Terme ent-
steht)

Im Falle u; = ug, mit den Dirichletdaten ¢y bzw. ¢ bei x = 0 bzw. x = 1 und der
Verwendung des symmetrischen Differenzenquotienten wird

SOO(t) —
1 Randvorgabe
A:(o,...,0,1,—2,1,0,...,0), F(t,0) = —— fiir u bei = 0
(Az) und z =1
pi(t) )

Auch in den allgemeineren Fillen entsteht F' aus dem Vektor (f(x1,t,v1), ..., f(Zm, t, vm))T

und den Termen, die aus vy = U9 = @ und V11 = U1 = 1 stammen. m ist dabei die
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Anzahl der inneren z—Knoten, auf [0, 1] und Az = 1/(m + 1). Die Vektorfunktion F ist
(entsprechend f) eine in v “glatte” Funktion, d.h. |2 F(¢,v)|| ist nicht sehr grof. Dagegen
ist der lineare homogene Teil der DGL

1
s L4
0 (A0)? v
sehr steif, wenn Az klein ist. Die Eigenwerte von 5 A sind

(Az)?

1 T

2-W<cos(m—+1)—1> i=1,...,m

liegen also in [~z —72 + m -] (fiir € [0,1], d.h. Az = —5). Im Prinzip kann
man jedes fiir gewohnliche DGLen erster Ordnung konvergente Diskretisierungsverfahren
auf die gewohnliche DGL (2.2) anwenden, hat dann aber wegen deren Steifheit mit den
iblichen Schwierigkeiten zu rechnen. Wir diskutieren nun einige in diesem Zusammenhang
gebriuchliche Verfahren. Wir betrachten folgendes Einschrittverfahren fiir eine DGL ¢/ =
flt,y):
ufz—l—l - UZ =h(afps1 + (1 —a)fy)

also in der Notation der MSV p(¢) = ¢ — 1 und o(¢) = a( + 1 — a. Dieses Verfahren ist
fiir alle a konsistent von der Ordnung 1 und asymptotisch stabil sowie von der Ordnung 2
fir a = % Wir erhalten fiir

Euler vorwirts
Trapezregel (A-stabil)
Euler riickwérts (A-stabil)

— o= O

In diesem Zusammenhang tragen diese Verfahren die Bezeichnung

e cxplizites Differenzenverfahren
e Crank—Nicholson—Verfahren
e voll implizites Differenzenverfahren

Es ergibt sich bei diesem Verfahren folgende Verkniipfung der Gitterfunktionswerte:
1 -2

a o o o Zeitschicht n +1
11—« i—_.2—1k Zeitschicht n
Setzt man
v1(tn) U?n
UZ = : = : u?J = Naherung fiir u(z;,t;)
U (tn) Uppm
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dann erhélt man fiir u; = ug,, w(0,t) = u(1,t) = 0 folgendes Gleichungssystem fiir u, ,:

At At
(Az)? (Az)?

(I = s Ay, = (1 + (1= @) s Al
mit

A = tridiag(o,...,0,1,—2,1,0,...,0) .
Die Matrix auf der linken Seite ist fiir v > 0 irreduzibel diagonaldominant und im Falle
o = 0 die Identitét, d.h. u”_, ist fiir &« > 0 wohldefiniert. Aufgrund der Herleitung ist klar,
daB das Verfahren konsistent ist von der Ordnung At + (Az)? fir @ > 0, « #  und
(At)? + (Ax)? fir o = 3.
Fiir die praktische Brauchbarkeit ist aber nicht nur die Ordnungsaussage wichtig, sondern
auch die Giite der Approximation

At )
1 + (1 — OC)W)\] fur G(AA;)QAj

1-— OJ(AA—;)Q)\]‘

wobei \; fiir einen beliebigen Eigenwert von A steht, d.h.

At 4AL

W)\j S _W’ —mAt

Damit ist bereits klar, daf§ das explizite Verfahren nur fiir At/(Az)? < 1 und auch das
Crank-Nicholson—Verfahren nur fiir At/(Az)?> 5 1 brauchbar sein kann, wihrend das
vollimplizite Verfahren keine solche Schrittweiteneinschrinkung aufweist. Speziell fiir den
einfachen Fall u; = u,, kann man fiir die hergeleiteten Verfahren direkt einen Konvergenz-
beweis erhalten. Zu diesem Zweck untersuchen wir zunéchst den lokalen Diskretisierungs-
fehler: Es ist
(At)? 3

Ujntt = Ujn = At (U)jn + = () ju + O((AL))

Andererseits gilt aufgrund der DGL

Ut = Ugy = Ugt = Uggt = Utzr = Ugzzzz

d.h.
2

At
Ujn+1 — Ujn = At(“xm)j,n + T(uzx:px)j,n + O<<At)3)

Ebenso erhélt man, wenn man die Entwicklung fiir den Punkt (x;,t,) an der Stelle (z;,t,+1)
ausfiihrt

At?

uj,n+1 - uj,n = At(“xm)j,n—&—l - T(umcacx)j,n—i—l + O((At)?))

Fiir die Diskretisierung der rdumlichen Ableitung gilt
Ujrrm = 2Ujm + Uj1m _ (Az)?

(Us)jm = (Ax)? D (Uszen)jm + O((A$)4>
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fiir m € N. (Hierbei ist allerdings vorausgesetzt, dafi u € C9)
Einsetzen in die obige Gleichung ergibt mit

def At
7T ey
(Az)?
uj,n—H — Uj,n = P(Uj—irl,n — 2uj,n + U’j—l,n) + At(7 - T)(umcxx)],n

+AHO(AzY) + O(A?))

At (Ax)?
7"’ 12 )(u:r:xxx)j,n+l

= P(Uj+1,n+1 — 2Ujny1 + Uj—l,n+1) — At(

+AHO(AzY) + O(A))
Multiplikation der ersten Gleichung mit 1 — «, der zweite mit a und Addition ergibt
Ujnt1 — Ujpn = P((l — ) (W1 — 2Ujp + Uj_10) + (U101 — 2Ujpg1 + Uj—l,n+1)>

+(A2t) ((1 — ) (Ugawz)jn — a(umm)jm+1>

x)? de
—At (Am) ((1 — &) (Uszaa)jn + a(uzmxm)j,n+1) <At Tjnt1
+at(0((A#) + O((An)Y)

Man erkennt, daf fiir « = % und fira =0, p= % der lokale Diskretisierungsfehler eine
spezielle Form annimmt, namlich

O((At)?) + O((Az)?*) a =1, pbeliebig
T = O((AL)?) + O((Az)!) a=0, p=3
O(At) + O((Ax)?) sonst

Setzen wir

def p def

le T def
Ejm Ujp = Ujn,  En = (51,71’ ce >5m,n)

5 Tn = (Tl,n> s 7Tm,n)
so ergibt sich schliellich die Rekursionsformel fiir den globalen Diskretisierungsfehler
(I —apA)epr = (I+(1—a)pA)e, + At - T
o = 0

Die Matrix I —apA ist fiir @ > 0 irreduzibel diagonaldominant und fiir & = 0 die Identitét.
Wir erhalten

ent1 = (I — osz)_l(I + (1 —a)pA)e, + At - (I — OépA)_lTn—i—l

Sei
A=V AVT  mit reell orthogonalem V und den
Eigenwerten A = diag (Ay,...,Ap) von A

)\i:2<cos( i )—1> €] —4,0]

m+1
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Dann wird
Ve = —aph) (I + (1 —a)pN)(VTe,) + At(I — apA) V7,4,

Fiir die Normabschétzung erweist sich eine skalierte || - ||>-Norm als zweckméfBig, weil fiir
m — oo (d.h. Az — 0) in der Regel auch ||7,]2 — oo.

Sei also im Folgenden

x| = |zl], fir =€ R™ “diskrete Lo—Norm”

\/_

(Wenn z; = x(t;) und t; — t;11 = m%q, Tg = Tmy1 = 0, tp = 0, dann ist

3

= (S t2)" = (et + i) = ([ o -0)’

i=1

d.h. dies ist in der vorliegenden Anwendung ein verniinftiges Groflenmas fiir die Lénge von

Damit ergibt sich

Jewsall < max N ey B
Man beachte daf
14 (1 — a)p); :
1 —ap);

:‘_ﬂ

Wegen der Wahl von || - || ist fiir Az — 0 fiir u € C%(G)

O((At)?) + O((Az)*) a =1, p beliebig
T = O((A1)*) + O((Ax)') a=0, p=3
O(At) + O((Ax)?) sonst

Zunachst ist immer
1—aph > 1.

Wir wissen bereits aus der Diskussion der Konvergenz von Einschrittverfahren fiir gew6hn-
liche DGLen, dafl der Vorfaktor von ||e,|| die Form 14+ O(At) haben mu8, weil anders fiir
At — 0, nAt — T keine Konvergenz eintreten kann. Wir diskutieren deshalb nun diesen
Vorfaktor. Es gilt fiir —4 < z < 0 (x entspricht \;)

a=0 14+ pr e[l —4p, 1) C[—1,1] falls p < 1/2

1 1+(1—o)pz 1-4(1—a)p
0<a< 2 1—apx € [ 1+4ap 1i|




80 2. Parabolische Rand-Anfangswertprobleme

Fiir o > 0 ist dies eine in x < 0 monoton fallende Funktion mit der waagerechten Asym-
ptote 1 — 1/cv. Nun ist

1—4(1—-a)p
1+ 4ap

)

wihrend fiir @ > 1 keine Einschrinkung an das Schrittweitenverhéltnis p = At/(Ax)?
vorliegt, um diese Bedingung zu erreichen. Insbesondere fiir &« = 0 (entspricht “Euler
vorwérts”) haben wir also eine sehr starke Einschrankung an die ¢-Schrittweite. Dieses
Resultat war uns natiirlich schon aus der Untersuchung der absoluten Stabilitdt des Euler-
Verfahrens bekannt. Die gefundene Stabilitdtsbedingung nennt man die Lo—Stabilitdtsbe-
dingung entsprechend der oben skizzierten Bedeutung der Norm || - ||. Wir erhalten somit

> o p<—— (0<a<l
< PE i o 0=

Satz 2.4 Sei u(z,t) die Losung von

U = Ugy 0<z<L, O<t<T
) = f(z) 0<z<L,
u<07t> = QOO(t)v u(lat) = 901(t>

und u € CO(]0, L[x]0,T[). Ferner bezeichne

0 def (u(l‘ptn)v o ,u(xm,tn)) mit x; = 1Ax, Axr= mLH

und u? sei definiert durch

up = (), fan)”

©o(tn) ©o(tnt1)
0 0
(I—apAyl,, = (I+(1+a)pA)ul + p((l - a) : ta : )
0 0
®1 (tn) Qpl(thrl)

Dann gilt mit nAt /" T*<T At—0, Azx—0

O((At)?) + O((Az)?) a=13
O((At)*) + O((Az)*) a=0, p=
O(At) + O((Ax)?) sonst

=

sy = wall < T sup [I7(t)]] =
t<T™*

falls zusdtzlich gilt:

A1
P~ (A0)? = 2(1 - 2a)

fdr0§a<%.
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Eine Fehlerabschétzung in der diskreten Lo—Norm entspricht in der Regel nicht den Wunsch-
vorstellungen eines Anwenders, vielmehr mochte man eine Aussage iiber den maximal auf-
tretenden Fehler an einer einzelnen Stelle (x,t) haben. Hierzu mufl man ¢, in der || - ||
—Norm abschétzen.

Wir kehren also zuriick zur Darstellung
Eni1 = (I —apA) ' (I + (1 —a)pA)e, + AT — apA) 1,44
Hierin ist (I —apA)~ > 0 (komponentenweise) da I — apA eine irreduzibel diagonaldomi-

nante L-Matrix (also eine M —Matrix) bzw. die Identitét ist, fiir « > 0 und p > 0 beliebig.
Wir zeigen nun, dafl

(I = apA) e < 1.
Sei ¢ “ ||(I — apA)~!||o > 1 angenommen. Dann gilt

(:\zl-o\:mlax]zi\>1 mit z= (I —apA)te>0, e=(1,...,1)"

d.h. z; = |z;| und

e = (I—apA):z
(—apzig—1 + (1 + 2ap)zi, — apzig+1)

= Ziy +ap(zi, — zig-1) tap (zi, — zigs1)

(& (&

[S—y
I
—~
®
~—
.

o
I

-~ -~

>0 >0
>z, >1 Widerspruch!
Ferner ist
I+ (1 —a)pA)llc =2(1 —a)p+[1 =21 —a)p| =1
falls
1
p < m 0 <a<1, sonstp beliebig.

Dies ergibt:

Satz 2.5 Die Aussage von Satz 2.4 gilt auch in der Norm || - ||oo, falls die Bedingung an
die Schrittweitenkopplung ersetzt wird durch

At 1

= < i <
p A2 = 30— a) fir 0<a<l1
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Bemerkung 2.1 Unter den Bedingungen des Satzes 2.5 erfillt die Gitterfunktion ufj
das diskrete Mazimum—Minimum—Prinzip, das dem kontinuierlichen Mazimum—Minimum—
Prinzip von Satz 2.1 entspricht

min min
hy _ h o, h h
max - (ug;) = MAX {ug Uy gy Uig }
0<i<m 0<i<m
0<j<n 0<j<n
(Den Beweis kann man induktiv iber die Zeitschichten fiihren.) U

Man kann auch fiir variable Koeffizienten einen direkten Konvergenzbeweis fiir die Stan-
darddiskretisierung durchfiithren, ein Beispiel einer solchen Vorgehensweise sei hier an-
gefiigt:

Beispiel 2.2

u = a(x,t)ug, 0<z<L, 0<t<T
u(z,0) = f(z)
w(0,t) = @o(t) mat f(0) = po(0),
u(L,t) = @i(t) mit f(L) = ¢:1(0)

Voraussetzungen: 0 < a* < a(z,t) < a*™ und  ||Va(z,t)|| < B fiir alle
(x,t) € G =[0,L] x [0,T7].

Wir betrachten wieder das iibliche Einschrittverfahren (mit der Abkiirzung 8°v; = (viyq —
QUZ' + Ui_1>/<AZE)2)

@o(tnt1) #o(tn)
0 0
U;L,nJrl_u;L,n = apaij(SQu?,nH—i—(l—a)paj,néQu?m+/)(Oé +(1—a) . )
0 0
@1(tnt1) P1(tn)
mat
1<j<N
0<n<<M-1
wo p = Atf(Ax)?, 0<a<1, Az= v At=ap
Mat
def
Vim =  Pljn
An déf tmdwg (_’Yj,ny Q’Yj,n) _7‘71”) S RNXN
J
6]’771 déf ujvn - u‘;lvn

Tn = (Tl,n7 cee 77_N,n)T
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ergibt sich nun

(I + @An+1>5n+l = (I - (1 - a)An)gn + At T n+l -
Fiir 1, gilt dabei die gleiche Abschitzung wie im Fall uy = Uz, (S.0.).
Verlangt man nun

< -
P= 90+ (1—a)

so beweist man wortlich wie zuvor die Konvergenz in || - ||s. Zum Beweis der Konvergenz
n \/LNH - ||o benutzt man, daf$ A,, dhnlich ist zu der symmetrischen Matriz

.. def
tridiag (—/j—1nVim> 2Vjm: = VinVj+1in) = Ba
J

mittels der diagonalen Ahnlichkeitstmnsformation B, = D,A,D;!

Dn = dlag(l, A/ 72,71/71,11 yeee\/ P)/N,n/ﬂyl,n )

Mit

C, ¥ (I-(1-a)B)({I+aB,)™"

I, = (DnD;il - D/At

g Y DI+ ad)e,
wird dann

Eni1 = (I + AL, 'CLé, + AT+ AT,) ' D,y 7

1CLl < 1, [Tl < K fir p< m wenn 0 < o < 1/2, p beliebig fiir
a > 1/2, womit man wiederum die Konvergenz direkt gezeigt hat. U

Bisher haben wir nur die allereinfachsten Diskretisierungen fiir die semidiskretisierte DGL

1
0= WAU+F(?§,U)
besprochen. Selbstverstéindlich ist jedes (Zeit-)Diskretisierungsverfahren, das auf der gan-
zen negativen reellen Achse absolut stabil (also Ap—stabil) ist, im Prinzip geeignet. Beson-
ders das Verfahren der riickwartsgenommenen Differenzenquotienten (BDF, Gear—Formeln)
bietet sich an. Da die betrachtete Raumdiskretisierung nur von 2. Ordnung konsistent ist,
ist in diesem Zusammenhang nur das 2-Schritt—Verfahren 2. Ordnung interessant:
3

5(“?,%1 - U?n) - %(U?n - u?,nq) = p(u?+1,n+1 - 2U§'L,n+1 + U?71,n+1) 1
n

u&nﬂ = po(tns1), “Zz+1,n+1 = ¢1(tnt1) n

U?,OZAf(xi)
p:ﬁ n—1
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Dieses Verfahren ist konsistent und konvergent in der diskreten Lo—Norm mit einem Fehler
O((Ax)?) + O((At)?) ohne Einschriinkung an p. Sein Nachteil besteht darin, dal man die
erste Zeitschicht n = 1 separat berechnen muf (wie bei jedem 2-Schritt—Verfahren). Man
konnte natiirlich daran denken, die durch Semidiskretisierung entstandene DGL durch ein
explizites Mehrschrittverfahren der Ordnung 2 (in At) zu integrieren, weil man sich da-
durch die Auflésung linearer Gleichungssysteme spart. Eine naheliegende Methode wére
die Anwendung der Mittelpunktregel:

uZH = ufhl + 2At f(tn, uZ),

in der hier vorliegenden Notation

h _ . h h h h
Ujpy1 = Ujpq T 2P(Uj+1,n - 2uj,n + Uj—l,n)

Il IA

J
1,

wl/\

1
n
Wir wissen aber bereits, dafl die explizite Mittelpunktregel kein Intervall absoluter Sta-
bilitat der Form [—a, 0] besitzt. Dies wirkt sich so aus, daf fiir diese Anwendung mit
Az — 0, At — 0 fiir keinen Wert von p = At/(Ax)? Konvergenz eintritt. (Dies ist kein
Widerspruch zur asymptotischen Stabilitat (D—Stabilitét) der Mittelpunktregel. Bei festem

Ax > 0 konvergiert das Verfahren mit At — 0 gegen die Losung der semidiskretisierten
DGL).

Durch eine scheinbar geringfiigige Modifikation des Verfahrens gelangt man zu einem durch-

aus brauchbaren 2-Schrittverfahren der Ordnung O(( ) ) + O((At)2 + (Aa:)2>, dem
Verfahren von Du Fort und Frankel.

Man ersetze u ,, durch den Mittelwert 3 ( (G U’?,n—l):

h . h h h h h
Ujpyr = Ujpq T 20<Uj+1,n —Ujpyr — Ujpq T Uj—l,n)

j=1....m, n=12 ...

def
Dieses Verfahren ist allerdings nur fiir lim a:—o ﬁ— = 0 konsistent zu u; = Uyy:
Axz—0

Es ist namlich

1 (At)?
Q_At(uj,nﬂ —Ujn-1) = (Ut)jn + —— G (ur) jn + O((AL)*)
1 (Az)?

o (e )y + O((A2))

250 — (Ujns1 + Ujno1) = — (A8 (uy)jn + O((AL)?)

W(uﬂ-ln 2+ Uj1n) = (Usa)jn + 5

d.h.

1 —
527 (Win+1 = Ujm—1) — (Az)? (Ujt1m = U1 — Ujm—1 + Uj1n) =

2 4
= (ut)jm = (Usa)jm + (%) (uee)jn + O((AL)? + (Az)* + ((ﬁi))z)




2.2. Differenzenapproximationen fiir parabolische Gleichungen 85

d.h. fiir lim ar=0 ﬁ—; = [ # 0 ist das Verfahren konsistent zu
z—0

Up — Ugy + [Py =0 (hyperbolische Gleichung)
und zwar in (At)? + (Az)?.
Zum Stabilitdtsnachweis vgl. Kapitel 3.

Abbildung 2.2

Bemerkung 2.2 Bei der Diskretisierung von von Neumann oder Robin-Randbedingungen
benutzt man gerne die Methode der versetzten Gitter: Es ist dann

;= (j+3)h -1 <j< N

und die Richtungsableitungen werden durch den symmetrischen Differenzenquotienten der
Werte auf den beiden dusseren Gitterlinien und die Funktionswerte durch die Mittelwerte
der Werte auf den beiden dusseren Gitterlinien angendhert. Man hat dann auch in diesen
Werten Konsistenz der Ordnung 2. Oder man benutzt zwei zusdtzliche dussere Gitterlinien
und dazu die Differentialgleichung auch auf den Rdndern x = xg und x = xy.

2.2.2 Raumlich mehrdimensionale Probleme und damit verbun-
dene Schwierigkeiten

Die gleiche Vorgehensweise ist wortlich iibertragbar auf den rdumlich mehrdimensionalen
Fall. Da man in der Regel mit einem impliziten Verfahren arbeiten wird, ist dann pro
Zeitschritt ein sehr grosses lineares (oder im Fall einer nichtlinearen Aufgabe sogar nicht-
lineares) Gleichungssystem zu l6sen, das nun nicht mehr die angenehme Struktur einer
tridiagonalen oder doch zumindest sehr schmalen Bandmatrix hat. Wenn keine gemischten
partiellen Ableitungen vorliegen, kann man dann vorteilhaft die Technik der sogenannten
“Operator-Faktorisierung” anwenden. Im Zusammenhang mit parabolischen Problemen ist
dies als sogenannte ADI-Methode bekannt. Wir beschreiben kurz den zweidimensionalen
Fall mit dem Crank-Nicholson-Verfahren: Wir gehen aus von

Uy = urx+uyy (ZE,y) € ]0,1[X]0,1[,
u(t, x,y) 0 falls x € {0,1} odery € {0,1} (2.3)
u(0,z,y) U z,y € [0,1] x[0,1]
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und benutzen die gleiche Vorgehensweise wie im eindimensionalen Fall, und ersetzen Au
auf der rechten Seite von (2.3) durch den Fiinfpunkteoperator. Wir gelangen zu folgendem
linearen Gleichungssystem (mit Az = Ay und p = At/(Ax)?)

(I —2A)uD = (I + 2A)u™

2

Dabei ist (™ der Vektor der inneren rdumlichen Gitterwerte, also von der Linge m? mit
Az = Ay = —=. Aist die bekannte Block-Tridiagonalmatrix

A A 0 e 0
Ay Agy Ass 0 :
A= o .. - 0
: S . At
L0 - 0 Appma Amm |

Aijj =+1,, i F Aj; = tridiag (+1, —4,+1)

Pro Zeitschritt hétte man also einen ganz betréchtlichen Rechenaufwand zu leisten. Die
Idee des Verfahrens der alternierenden Richtungen ist die folgende: Obiges Gleichungssy-
stem ist die Zusammenfassung der m? Gleichungen 1 <i,5 < m

(uly) D — (uly) ™)
At

1 n n n n n
72@1:)2{(11?_1’].)( R YOV )( +1) 4 (uzh—i-l,j)( +1) 4 (uzh_l’])( ) —2(ul )( )+( )( )}

1
Ay 0 (k)™ = 2 o ) o ) = 20uf) ) o )}

Wenn wir die Differenzenoperatoren zweiter Ordnung in der Richtung x mit §,, und in
y—Richtung entsprechend d,, schreiben, dann heifit dies

(i) " = ()™ + 8 (B (ul) "+ (i) ™) + § (0 () "D o+ By () ™)

v

Da diese Approximation von zweiter Ordnung in At und Az, Ay konsistent ist, stort es
die Konsistenzordnung nicht, wenn wir diese Formel abéndern zu

(ufy) "t = (h)(")+§(5 (UZ-)("“’+5m(U?j)("))+§(5yy(UZ-)("“)+5yy(U?j)("))

Die Operatoren d,, und d,, sind linear und vertauschbar. Deshalb erhélt man
(1= $0,) (1= 0,) ()40 ) = (14 20,) (L + ) (@) ™) (24)

Die Idee, dieses Gleichungssystem (das explizit ausgeschrieben eher komplizierter ist als das
urspriingliche) ckonomisch zu l6sen, besteht nun in der Einfiihrung von Zwischengroen.
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Wenn wir die inneren Gitterpunkte zeilenweise numerieren, ist das lineare Gleichungssy-
stem

Y

1
i

tridiagonal. Danach numerieren wir die Variablen nun spaltenweise und das Gleichungs-
system

1 o
(1— §5yy)(uh)(n+1) = (1+ §5yy)(uzhj)(n+2) 1<4,j<

ij

ist erneut tridiagonal. Damit ist aber die Losung von (2.4) bestimmt. Dieses Verfahren ist
konsistent von zweiter Ordnung in At, Az, Ay. Eine genauere mathematische Analyse
der Konvergenzbedingungen erfolgt in Kapitel 3. Solche (approximativen) Faktorisierungs-
Methoden sind auch fiir andere Problemstellungen bekannt und ein wesentliches Hilfsmit-
tel, um rdumlich mehrdimensionale Probleme praktisch behandelbar zu machen. Bei drei
Raumvariablen benutzt man gern die Approximation von Douglas und Gunn

L= 50 Gy +022) = (1= 50)(1 = 30,) (1 = 36) + O(7?)

und rechnet geméss

(1= 26, )u™® = (14 Z(8,0 + 20, + 20,.))ul™
(1= 26, )u™2® = 9 25y
(1 =30 u™ = w2 — 25 ™

Nun hat man also drei tridiagonale Gleichungssysteme zu l6sen.

Die Faktorisierung ist jedoch unmoglich, wenn gemischte partielle Ableitungen vorliegen.
Einen elliptischen Differentialoperator zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten kann
man zwar stets auf die Normalform —Aw transformieren, bei variablen Koeffizienten ist
dies jedoch nicht moglich. Um den hohen Aufwand durch die Losung der extrem grossen
Gleichungssysteme im allgemeinen mehrdimensionalen Fall zu vermeiden, mufl man sich
auf explizite Verfahren beschrianken. Es ist deshalb von Interesse, daf} es explizite Integra-
tionsverfahren fiir gewohnliche Differentialgleichungen gibt, die ein sehr grosses Gebiet der
absoluten Stabilitdat besitzen, sodal man auf eine Zeitschrittweitenrestriktion

At

Bap = ©
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mit einer grossen Konstanten C' gefithrt wird. Solche Verfahren wurden von Sommeijer
und van der Houwen angegeben. (P.J. van der Houwen and B.P. Sommeijer: On the in-
ternal stability of explicit, m-stage Runge-Kutta methods for large m-values. Z. Angew.
Math. Mech. 60 (1980), pp.479-485. J.G. Verwer, W.H. Hundsdorfer und B.P. Sommeijer:
Convergence properties of the Runge-Kutta-Chebyshev method. Numer. Math. 57 (1990),
pp.157-178.) Es sind explizite Runge-Kutta-Verfahren zweiter Ordnung mit einer hohen
Stufenzahl m, die auf der Quadratur mit den Tschebyscheff-Knoten aufbauen. Hier wéchst
C quadratisch mit der Stufenzahl.

Bemerkung 2.3 FEinerseits stellt die vertikale Linienmethode eine einfache und wirksame
Losungsmaoglichkeit fiir parabolische Randanfangswertprobleme dar, da sie die hoch ent-
wickelten Techniken zur Lisung gewdhnlicher Differentialgleichungen fiir den Bereich der
partiellen Differentialgleichungen nutzbar macht. Andererseits besizt sie auch einen wesent-
lichen Nachteil: In der Prazis wird man kaum mit dquidistanten Gittern arbeiten kénnen
und die Bereiche, in denen zur geniigend genauen Beschreibung der Ldsung ein verfei-
nertes Gitter notwendig ist, werden in der Regel zeitabhingig sein. Dem steht aber die
zeitunabhdngige Vorwahl der “senkrechten® Linien entgegen, und man muss bei einer Ver-
schiebung der Gitterverfeinerung zu Interpolationsmethoden greifen, um das neue Gitter
zu generieren. Die Interpolationsfehler konnen aber ungiinstige Auswirkungen auf die nu-
merische Stabilitdt und Fehlerddmpfung der Methode haben

2.2.3 Ein nichtlineares parabolisches Problem ERG

In den vorausgegangenen Abschnitten und auch in der allgemeinen Theorie von Kapitel 3
werden nur lineare Probleme behandelt. Hier soll an einem speziellen Fall gezeigt werden,
wie auch nichtlineare Probleme analysiert und numerisch gelost werden konnen. Wir gehen
aus von folgender Aufgabenstellung

u = (@t u, Uy, Ugy), 0<z<L 0<t<T
u(z,0) = f(z) 0<z<L
u(0,t) = po(t)
u(L,t) = ¢@i(t) t>0.

Es gelte fir Y :[0,L] x[0,T] xR* - R

0 <9 <Os9(---) <, 03(- )], |04t (- - )| < K.

Es sei
r; = jAx j=0,...,M+1, M+1:ﬁ
tn == TLAt, TL:O,...,N, N:%
e At
0 X >0 fest.
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Semidiskretisierung und Anwendung eines linearen Einschrittverfahren auf die entstehende
steife nichtlineare gewohnliche DGL (fiir M Funktionen) fithrt auf

wl o =l + At(anhj g + (1 — a)hyn), 1<j<M, n=0,...,N—1
mit h h h h h
o o Wirik — Uik Yipik T QUj,k T U1
l/ij _w(xj7tk7uj,ku INT 3 (AlL‘)Q )
Der Abschneidefehler ergibt sich wie im linearen Fall zu
o O(At + (Az)?) fir o #1
LT O((AY)? 4 (Ax)?) fir a= %
(Taylorentwicklung von ).
Somit fiir
de
€k :f Uj ke — U?
Ej+1n+1 — Ej—1,n+1
8j,nJrl = €Jn+At( (an 5]n+1+84w( ) ias +2Al’] i
Ejt1nt1 — 2€; n+1 +Ej-1nt1
o Jj+ Js J— >
Eji+ln —Ej—1n
1— Osh(+ - Vein + Ogab(- - )2 —i=hn
1= ) (e D)
€ +1n — 2e R + € —1,n
+05(- )~ (A;)Q ! )) + At Tj i1
€j70 = 0,
€on = EM+1n = 0.

Die partiellen Abbleitungen von v sind dabei an geeigneten Zwischenstellen zu nehmen.
In Vektor-Matrix-Schreibweise ergibt dies

An+15n+1 - Bngn + At Tn
Dabei ist
An-‘rl = trldlag <+QQ(A"E/2)84¢( : ) - 04985¢( ) ')7

1 — a(Ax)?0050(- - +) + 2000059 (- - +),
— ao(Aa/2)0n(- ) — agdsu(- )
B, = tridiag (—(1 — a)o(Az/2)041b(- - +) + (1 — @) 059 (- - +),
1+ (1 —a)(Az)?0059(- - -) — 20050 (- ) (1 — ),
(1= a)o(Aw/2)0(- ) + (1= a)odsu(-+)).
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Die Argumente in den partiellen Ableitungen von v stimmen dabei jeweils in einer Zeile
iiberein. Es gelte
Az < min{l,2vy,/K}, At < 1/K.

Dann ist A, eine irreduzibel diagonaldominante L-Matrix, also eine M—Matrix.

Anpie > (1 —ao(Az)*K)e, e=(1,...,1)"

= e > (1—ao(Az)’K)A e
d.h.
(e [ q—_—
ntl — 1 —aAtK
und

|Bulle < 1+ (1— a)ALK.
Die letzte Abschétzung setzt voraus, dafl
1—o(1 —a)2y + (Az)’K) >0

d.h.
1

= 30— a)(n + (Ar)K)2)

d.h. A2
At < (Az)
2(1 —a)(m + (Az)?K/2)
Diese Bedingung ist nicht wesentlich stérker als im linearen Fall. Im ganzen hat man damit

1+ (1 —a)KAt

1
lenille € 2 e oo+ A
d.h. Konvergenz in || - || von der Ordnung von 7.
Man beachte, daf fiir
K>

schon Az sehr klein gew#hlt werden muf. Die Forderung an At ist dann aufler im “vollim-
pliziten” Fall (Euler riickwiérts) extrem restriktiv. Man bezeichnet die Gleichung in diesem
Fall als Konvektions- Diffusionsgleichung (vom praktischen Standpunkt aus verhélt sich
die Gleichung wie eine hyperbolische). Fiir diesen Gleichungstyp gibt es speziell angepafite
Verfahren, die die ungiinstige Schrittweitenforderung vermeiden. Man benutzt dabei fiir die
Diskretisierung von u, nicht den symmetrischen Differenzenquotienten zweiter Ordnung,
sondern eine Linearkombination
(1 — i) =t g, i =

Azx Ax

Ein giinstiger Wert fiir 9, ist

9. — max{%, 1-— 85@/)]-7”/(Ax84wjvn)} fiir 84%-7” Z 0
J min{%, 85¢j,n/(Ax|641/)j,n|)} fiir 641/)j7n < 0.
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2.3 Galerkin—Verfahren fiir Randanfangswertaufgaben

Das Konzept der Semidiskretisierung gilt heute allgemein als bestes Mittel zur Lésung von
Randanfangswertaufgaben partieller Differentialgleichungen, bei denen eine Verénderliche
die Rolle der Zeit spielt (d.h. die Losungen verhalten sich als Funktionen dieser Verénder-
lichen “stabil”). Die in Abschnitt 2.2 betrachtete Form der Methode (Diskretisierung und
Differenzenquotienten) erfordert aber letztlich, dafl das Gebiet in den Raumvariablen von
einfacher Gestalt ist (Vereinigung von Rechtecksgebieten), weil man sonst die gleichen
Probleme wie bei der Losung elliptischer RWA mit Differenzenformeln auf Nichtrechtecks-
gebieten bekommt. Diese Schwierigkeit wird umgangen bei der Galerkinmethode, bei der
die partielle DGL bzgl. der Raumvariablen mittels der Methode der finiten Elemente dis-
kretisiert wird.

Ausgangspunkt ist eine parabolische oder hyperbolische RAWA

—u(x,t) B
(—uu((,1)) } = Lulz.)+f(zt)  (@t) € Bx]0,T]
o)) = o) v
UL\, = ui\xr xTr €
u(l‘ﬂf) = ¢($at) r€0B, t E]O,T].

Dabei ist B ein wegzusammenhingendes Lipschitzgebiet in R? (d = 1,2,3), nicht not-
wendig einfach zusammenhéngend, mit stiickweise glattem Rand 0B und L ein linearer,
gleichméfig elliptischer Differentialoperator (bzgl. x), d.h.

(Lu,v) = [u,v], [.,.] Skalarprodukt

fiir u,v € Dy, wobei Dy, eine dichte Teilmenge eines geeigneten Hilbertraumes H C Ly(B)
und (.,.) das Lo-Skalarprodukt auf B ist.

(Auch semilineare Probleme lassen sich leicht behandeln, wie in HNMI beschrieben.)

Fiir unsere Anwendungen ist ‘H stets ein Sobolev-Raum, also etwa H}(B). Inhomogene
Randwerte werden dann in die Ansatzfunktionen eingearbeitet. Wir betrachten im Folgen-
den den Fall v = 0. Man wé&hlt nun wieder eine Schar endlich-dimensionaler Teilrdume
S, C 'H mit Scharparameter 0 < h < hg und betrachtet die schwache Form der DGL und
ihre Semidiskretisierung:

—(ug,v) = (Lu,v) + (f,v) 0<t<T, YveH
bzw. mit

uh Yo ai(t)pi(x), n=dim Sy, {¢1,....,¢,} Basisvon S
_(Z:’L:l Oéz%, 90]) = [Z?:l QP4 ij] + (f7 (;Oj)a J = 17 w0
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(Im hyperbolischen Fall erhélt man entsprechend eine DGL 2. Ordnung
=i, ) = 1D cupr, 03] + (£, 05)-
i=1 i=1

Aus den Anfangsvorgaben fiir ¢ = 0 erhélt man die Anfangswerte fiir «;(0) (und ¢;(0) im
hyperbolischen Fall). Man erhélt damit eine Anfangswertaufgabe fiir ein System gewthn-
licher Differentialgleichungen erster (oder zweiter) Ordnung

0

—Ma(t) = Ka(t)+ F(t), a(0)=a
apg, a(0) =ay).

(bzw. — Ma(t) = Ka(t) + F(t), a(0)

Wenn die Koeffizienten des Differentialoperators L nicht von ¢ abhédngen, sind M und K
konstante Matrizen und F' der Vektor

F(t) = ((f(1),95))j=1-

M ist die sogenannte Massenmatrix und K die Gesamtsteifigkeitsmatrix des Finite—
Element—-Ansatzes:

M;; = (¢i, ;). Kij = [@i, @]

M und K sind beide symmetrisch und positiv definit und bei Verwendung eines Finite-
Element-Ansatzes diinn besetzt (bandférmig). Die Losungen der gewohnlichen DGL

—Ma(t) = Ka(t), a(0)= ap,

konnen dargestellt werden in der Form

a(t) = sze’\ft
=1

wobei 21, ..., 2, geeignete konstante Vektoren und ); die Eigenwerte des verallgemeinerten
Eigenwertproblems
—A\Mz =Kz

sind. Diese Eigenwerte sind sdmtlich reell und negativ und der betragsgrofite hat die
Groflenordnung n? wobei p die Ordnung des Differentialoperators ist, d.h. die Differen-
tialgleichung ist fiir grofleres n sehr steif. Entsprechendes gilt fiir die Losung von

—Mi = Ka (zugehorige Eigenwerte — \2Mz = Kx)

vgl. dazu die Ausfithrungen in Kapitel 1.

Die Ordnung der Zeitdiskretisierung der gewohnlichen DGL pafit man der Ordnung der
Raumdiskretisierung an.
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ZB.beid=1 (u = uy 2.B) und kubischen Splines als Ansatzfunktionen (mit einem
Approximationsfehler O(Az?) in der Ly-Norm) wird man die DGL

—Mal(t) = Kal(t) + F(t)

etwa mit dem A-stabilen Rosenbrock—Wanner—Verfahren der Ordnung 4 integrieren und
erhiilt dann einen Gesamtfehler O(At*+Ax?) in der Lo—Norm. Bei d = 2 und quadratischen
finiten Elementen auf einer reguléren Triangulierung wird man entsprechend mit einem A-
stabilen Verfahren dritter Ordnung rechnen.

Im hyperbolischen Fall mufli man mit einem der speziellen Verfahren fiir Differentialglei-
chungen zweiter Ordnung arbeiten, die in Kapitel 1 angegeben sind.

2.4 Die L6sung der eindimensionalen Wirmeleitungs-
gleichung mit dem Galerkinansatz.

Das oben beschriebene Konzept soll nun fiir die spezielle RAWA

—u = —g(al@)gu) +c(@)u— f(z,1)
u(a,t) = wu(b,t)=0 t>0
u(z,0) = g(z) a<w<b gla)=g(b)=0

naher untersucht werden. Als Hilbertraum benutzen wir

def

H = lCé [a, b]

d.h. die homogenen Randbedingungen werden in die Ansatzfunktionen eingearbeitet. Unter
den Voraussetzungen

a € C'a,b], a(zx)>a>0
c € Cla,b], c(x) >0
erfiillt dann 5 5
def v v
Lu = ax( ( )axu)—i-c(x)u

die Voraussetzungen

(Lu,v) = [u,v] = / {a(x)u/ (2)V'(z) + c(z)u(x)v(x) }dx

fiir alle u,v € C3la,b] und
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Sei nun Sy, ein endlichdimensionaler Teilraum von H und {¢, ..., v, } Basis von S,.
Wir setzen
M = ((()027 @j))lgi,jgnu (', ) Lngkalarprodukt
K = ([¢i, ¢j])1<ij<n, [:] obiges “Energie” -Skalarprodukt
—Ma(t) =Ka(t)+F(t) t>0
mit

F(t) = ((gi f(, 1))y
Ma(0) = c=((¢i,9))in

und mit der Losung a(t) = (ay(t), ..., an(t))T des obigen Anfangswertproblems
h def -
u'(x,t) = Z&i(t)90i<x>~
i=1

Wir bezeichnen u” als Galerkin-Approximation fiir u. Man beachte, dal u automatisch
als kontinuierliche Funktion von z und ¢ definiert ist und daf «" von der gleichen Ordnung
bzgl. z differenzierbar ist wie die Ansatzfunktionen, nach ¢ jedoch einmal mehr als die
Inhomogenitéit f des Ausgangsproblems.
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Wir zeigen nun

95

Satz 2.6 Firt € [0,T)] sei die Projektion Pu von u auf Sy, dargestellt als

(Pu)(z,t) = 3 Bi(B)ix)
mat

[u — Pu, ;] =0 j=1,...,n d.h.
([U’a ij])?zl = K(ﬁh oo 7ﬂn)T

den Koeffizienten «;(t), die Losung der obigen AWA sind, verschieden). Ferner sei
s, t) Dl t) —ut (@ ), s(et) = ula,t) = (Pu)(,b).

Dann gilt mit
def (07

N
1+ (b—a)?

20 < [Is()ll20 + €M [ Pul., 0) — u(.,0; h)|20

le(.t) <
t
+/0 A0 [ 5 1) a0

t

(Damit sind also die Koeffizienten [3; differenzierbare Funktionen von t. Sie sind aber von

Beweis: Es gilt

(Ut,U) + [u,v] = (fvv) V'U € H
(W, S vi05) + WS vie)]l = (f 3 v595) fiir beliebige 71, .. ., Vn.

Somit fiir v =3 7jp; = Pu—u" dh. v; = ; — a;:

(ut—u?,Zngoj)—i—[u—uh,Z'ngoj] =0 vt € [0,T.

Aber
[w—u"> " ve5] = [u—Pu+Pu—u")> 50
= [u— Pu, Z’yj@j] + [Pu —u", Pu—u"] = [Pu — u", Pu — u"]
d.h.
(%5, Pu—u") +[Pu—u, Pu—ul] = 0
(%S,Pu—uh)+ [Pu—u", Pu—ul] = (5—5),Pu—uh)

/N
e 2o

(u" — Pu), Pu — uh).

-
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(%(uh—Pu),Pu—uh) :/(z (Z% )iz ) (Z’VJ )i )

h
= —EEHPU—U ||20

||PU —u"20.

Somit wegen
[Pufuh Pu—u" > )\||Pu7uh||§0

|[Pu—u " 12,0

h
15,0 < Hdt

d.h.
%\\Pu — |20+ Al Pu— u" 20 < | $slla0-

Multiplikation mit e’ und Integration von 0 bis ¢ ergibt
t d t
[ e e = nlzodr + X [ (Pu = u)) faodr <
0

0
t
d
| & s llzodr
0 T

‘o d
/O () aodr

t N d
| e gt i
t
B o d
(P =) Dll0 < (P =) 0)lzg + [ X | Tosler) o

IN

/Ot (& IPu— ) (7 20) dr

A (Pu—u") ()20 — [|(Pu—u")(,0)]l20

IN

Aber
e(x,t) = u(x,t) —u"(x,t;h) = (u — Pu)(x,t) + Pu(x,t) — u"(x, t; h)

d.h.
lelat)llao < l1(u— Pu)(st)llzo + e [ (Pu—u)(.,0)]|20 +
t
/ A0 | L puy (70 dr.
0 dT

O

Bemerkung 2.4 Dieser Beweis funktioniert auch im rdumlich héherdimensionalen Fall
wortlich, unter Beachtung von

[ > AllIE -

Aus Aussagen iiber die Approximationsgiite des Unterraumes S, fiir H (d.h.
(u — Pu)(z,t)) und dem Anfangsfehler (Pu — u")(z,0) gelangt man so unmittelbar zu
Fehlerabschétzungen fiir die Galerkin-Approximation.
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Man kann nun wiederum die Theorie der finite Element-Approximation benutzen, um zu
konkreten Fehlerabschitzungen bei gegebener Form von S, zu gelangen:

Im Folgenden sei S, der Raum der stetigen, stiickweise linearen Funktionen v auf einer
Zerlegung
a=x9g<zg+h<z9+2h---<b=a+(n+1)h

mit v(a) = v(b) = 0.

Satz 2.7 Fiir u, die Losung der RAWA, gelte uw € H{(Ja,b[x]0,T|). Dann ergibt sich
le(,t)l20 < K(T)R* fir0 < t < T,

wobei ¢ der globale Diskretisierungsfehler der Galerkinapprozimation mit stiickweise linea-
ren Ansatzfunktionen auf einer dquidistanten Zerleqgung von |a,b] und K(T') eine geeignete
Funktion unabhdngig von h ist.

Beweis: Im Folgenden beachte man, dafl wegen des Sobolev’schen Einbettunssatzes
w € C2(Ja, b[x])0, )
gilt. Insbesondere sind die gemischten zweiten partiellen Ableitungen gleich. Wir zeigen zunéichst

82
Ju(.,t) — Pu(.,t)|[2,0 < thlHWU(-at)Hzo-

Sei dazu z = z(.,t) die Losung der Zweipunktrandwertaufgabe (¢ fest)
Lz =u — Pu, z(a,t) = z(b,t) = 0.
Dann gilt: z ist schwache Losung, somit

[z,v] = (u — Pu,v) Vv € H.

Mit v & w — Py und o* € Sy, bel. gilt (weil v, u — Pu] = 0)

[zu—Pul = |lu—Pul3,

= [z =" u— Pul.
Sei nun u; die stiickweise linear Interpolierende zu w. Dann wird
[ —ur,u—uf]"? < WG|z (1) |20.

weil
d

1 1
a(u—uﬁ(x,t) = h/o /0 Ugz (T + (T — V)h, t) (T — v)dEdT
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mit x = x; + vh, 0 < v < 1 als Definition fiir v. Dies ergibt sich wegen der Stetigkeit von
Ugz(.,.) aufgrund der Voraussetzungen aus der Abschétzung des Interpolationsfehlers unmittel-
bar. Andererseits ist

€Sy,
[u—wur,u—wu;] = [u—Pu+ Pu—ur,u— Pu+ Pu— uj]
= [u— Pu,u— Pu] + [Pu—ur, Pu— ugl,

weil [u — Pu,v"] = 0 fiir v® € S;, und v" 1l py — uy € Sp,.

Also ist
[u— Pu,u — Pu] < [u— ur,u — uj]

d.h.
[u — Pu,u — Pu]1/2 < hEKs||ugs (-, t)[2,0-

Ebenso gilt natiirlich fiir die oben definierte Hilfsfunktion z

[z — Pz,z — P2)"/? < hEKo||zzw (-, t)]|20-

Aber (man setze oben v" et Pz) wegen der Cauchy—Schwarzschen Ungleichung

||u—Pu||g70 = [2—Pz,u— Pu] <[z — Pz z — P2]"?[u — Pu,u — Pu]'/?

h2K22Huxx(-7t)HQ,Osz(-at) 2,0
W K3 ||uae (. t)||20 - Cll(w — Pu)(., t)

IN A

2,0-

Die letzte Abschéitzung ergibt sich folgendermassen: Zun#chst ist aufgrund des Lax-Milgram
Lemmas z(.,t) € H}([a,b]) und
lzll2n < [lu— Pulf2,0/A

Weil aber (u — Pu)(.,t) € Hj([a,b]) gilt auch noch 2” in Ls[a,b] und

12|, < 2(SF= 4+ 1)|Ju — Pull20

WO

¢ = max{c(z): z € [a,b]} und a™ = max{d(z): =z € [a,b]} .

Damit ist die erste Teilbehauptung gezeigt.

Die Projektion ~ Pu=}7"_, Bj(t)p;j(x) ist definiert durch das lineare Gleichungssystem

Bi(t)

([ua %‘]);Lzl = ([%%’]) :
P (t)

Nach Voraussetzung existiert u;; = s, d.-h. man kann die §; differenzieren und auf der linken
Seite die t—Ableitung in das Skalarprodukt hineinziehen:
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d.h. mit einer Wiederholung der obigen Abschétzung fiir uy — Puy haben wir

0
I (w = Pu)(, )] < W2 K3C [ uaa (- 1)|2,0-

Nach Konstruktion von a(0) ist u"(z,0) die Projektion von u(z,0) auf Sj, im Ls-Skalarprodukt.
Somit gilt mit geeignetem K3

lu(-,0) = u"(,0)l|20 < [l 0) = uz (., 0)ll2.0 < W2 K|tz (-, 0)l|20.
Fiir (Pu)(z,0) — u"(x,0) ergibt sich somit

1Pu(.,0) = u"(.,0)l2,0 1Pu(.,0) = ul. 0)[l20 + [[u(-, 0) = u"(-, 0|20

<
< [IPu(.,0) = u(., 0)l[20 + [[u(-,0) = us(., 0)[l20
< (K3 + OK)|[uae (- 0)[20.
Somit folgt aus der Abschitzung in Satz 2.6
leCOllz0 < 1w = Pu)(t)]l20 + e [|(Pu —u")(., 0)

t
+ [ A = P ) aod -

h2K22C'”Uxx(w t)”Q,O +e M hz(KS + CK%)H“M() t)]

2,0

IN

2,0
t
+h2K§C/ T g (., 8)||2,0d 7
0
= O(h?).

Aus der Darstellung des Fehlers erkennt man iiberdies, dafl die Anfangsfehler weggedampft wer-
den. Normalerweise nimmt auch ||ug,(.,t)||2,0 und ||weze (., t)||2,0 mit wachsendem ¢ ab. O

Bemerkung 2.5 Fir einen kubischen Spline—Ansatz mit Gitterweite h erhdlt man ent-
sprechend eine Fehlerabschiitzung O(h*). O

Bemerkung 2.6 Auch obiger Beweis lisst sich auf den raumlich mehrdimensionalen Fall
tbertragen, allerdings bendtigt man wegen der Sobolevschen Einbettungssdtze im dreidimen-
sionalen Fall die hohere Regularititsannahme v € HJ(Qx]0,T7).

Es entsteht so ein gewohnliches DGL-System

—Ma(t) = Kal(t)+ F(t)
Ma(0) = ¢

mit groflen Bandmatrizen M und K. Es ist selbstverstéindlich nicht sinnvoll, dieses DGL—
System in die explizite Gestalt a(t) = M 'K (a) + M ~'F(t) zu iiberfiihren, da M 1K voll
besetzt ware. Weil das DGL-System steif ist, kommen nur Einschritt- oder Mehrschritt-
verfahren in Frage, die auf der ganzen negativen reellen Achse absolut stabil sind. Im
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Zusammenhang mit linearen finiten Elementen bietet sich das 2-Schritt BDF-Verfahren
(Gear) an. Das Crank-Nicholson-Verfahren, das hier

_(M + %K)an—&-l = (_M + %K)an + %(F(tn-i-l) + F(tn))
lautet, ist nicht so beliebt wegen des schwach oszillierenden Verhaltens der diskretisierten

Losung.

Es gibt jedoch auch Einschrittverfahren, die von héherer als erster Ordnung konsistent und
auf der negativen reellen Achse absolut stabil sind, und auch die zu den héheren Eigenwer-
ten von M 'K gehérenden Losungsanteile schnell dimpfen. Diese Verfahren leiten sich aus
rationalen Approximationen der Exponentialfunktion her mit Nennergrad > Zéhlergrad.

Es sind dies einmal die sogenannten Padé-Approximationen, die definiert sind durch

P, (x
—T _ o <(9:))+ O(xmzn“), P, ell,, Qncll,
mit m > n, z.B.
1 1—2x/3
- - d d
1+x+22/2 o 1+ 22 4 ;a2

(das Crank—Nicholson—Verfahren gehort zur Padé—Approximation mit n =m =1 (1 —
x/2)/(1 4 x/2)) und die zuerst von Norsett benutzte Approximation
—x Pn—l(x)

_ o n=\/ n+1
SEATAA AR

zB.mitn=2: B=1+3v2, P(z)=1+(1+V2)z.

Auch die Rosenbrock—Wanner-Formeln (siche Hohere Numerische Mathematik I ) beruhen
auf einer Norsett—Approximation.

Der Ansatz von Norsett hat den Vorteil, dafli man pro Zeitschritt mehrere lineare Glei-
chungssysteme mit der gleichen Matrix 16sen muf3, statt mehrerer verschiedener Matrizen
bei den Padé-Approximationen (wenn man den Nenner in Linearfaktoren zerlegt hat).

Die Approximation

. 1+ (1+V2) 3
T 0 v O

tM~

wird benutzt zur Approximation von e ™ 'K in der Losungsdarstellung

¢
a(t) = e MK (M_lc - / ™MK M~'F(r)d 7')
0

mit den Entsprechungen

Oﬁti, tﬁh, G,(h)ﬁai+1, M_lcﬁai.



2.4. Die Losung der eindimensionalen Warmeleitungsgleichung mit dem Galerkinansatz. 101

Anwendung der Trapezregel auf das Integral und Einsetzen der Approximationen liefert
die Néherungsformel

a1 = (I +h(1+1/V2)M ' K) (I +h(1+V2)M 'K)(a; — M F(t;)) — M F(t;11)

mit der Konsistenzordnung h?. G;y, ist Ndherung fiir a(t; ;).
Gerechnet wird dies zweckméfig in den Schritten: ¢=0,1,2,...

Mw; = Fiq
(M+(1+1/\/§)hK>ui — Ma, - R,

(M+ A+ 1V K )y = (M+ 1+ VDR K )ui = 5(M + (1 +1/V2)h K ),

mit Mag = ¢, d.h. man hat ausschliellich Gleichungssysteme mit der Koeffizientenmatrix
M+ (1+1/v2)h K (symm. pos. def.) bzw. M zu lésen.

Bemerkung 2.7 Die gewdhnliche Differentialgleichung, die wir hier erhalten haben, st
nicht in der expliziten Standardform

a = G(ta)

wegen des Auftretens der Massenmatriz M auf der linken Seite. Dies ist kein Problem,
wenn man implizite Integratoren benutzt, weil man in diesem Fall ohnehin pro Zeitschritt
lineare Gleichungssysteme mit dinn besetzten (in der Regel Band-)Matrizen zu lésen hat.
Wenn man sich mit linearen stetigen finiten Elementen begniigt, kann man das Auftreten
von M durch die sogenannte “lumping“-Technik umgehen. Hierbei wird die Massenmatrix
M durch eine Diagonalmatrix

de

ersetzt. Dies entspricht der Auswertung der Integrale (v;, ¢;) durch eine Quadraturformel
der Ordnung zwer, die die asymptotische Konvergenzordnung nicht verschlechtert. Diese
Quadraturformel ist im rdumlich eindimensionalen Fall

[ raris = 1Y pa)

also wegen f(a) = f(b) = 0 fiir Funktionen aus K}([a,b]) gerade die Trapezregel. Es gilt
ndamlich offensichtlich

wi(zj)pr(z;) = 0V fallsi # k

Bemerkung 2.8 Alle Uberlequngen und Aussagen dieses Abschnittes lassen sich problem-
los auf den rdumlich mehrdimensionalen Fall tibertragen. Man vergleiche die Entsprechun-
gen 1m statischen elliptischen Fall, wie sie in HNMI dargestellt wurden. Solange man nur
lineare Elemente benutzt, kann man auch hier (wértlich) die Lumping-Technik anwenden.
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Bemerkung 2.9 Mit wachsender Feinheit der raumlichen Diskretisierung wdchst auch die
Steifheit der gewdohnlichen DGL tiber alle Grenzen. Es ist deshalb nicht klar, wie die Ord-
nungaussage fir den Zeitintegrator zu bewerten ist und tatsdchlich kennt man das Phdno-
men der sogenannten Ordnungsreduktion bei den Zeitintegratoren. Massgeblich ist hier
nicht die asymptotische Konsistenzordnung, sodern die sogenannte B-Konvergenzordung.
Diese betrigt z.B. bei den auf der Gaussquadratur beruhenden impliziten Runge-Kutta-
Verfahren mit m Stufen nicht 2m, sondern nur m. Untersuchungen dieser Art sind Ge-
genstand aktueller Forschung

Bemerkung 2.10 Es st nicht zwingend notwendig, zur Losung des Zeitintegrationspro-
blems einen stetigen Zeitintegrator anzuwenden. Man kann auch daran denken, die schwa-
che Gleichung selbst auch in der Zeit im schwachen Sinne zu losen. Hierbei ist es nicht
einmal notwendig, stetige Ansatzfunktionen zu benutzen (oben haben wir ja sogar glatte
Koeffizientenfunktionen a(t) eingefihrt.) Man gelangt dann zur sogenannten diskontinu-
ierlichen Galerkinmethode. Hierbei wird die Lésung u auf jedem Zeitintervall durch ein
Polynom eines festen Grades q mit Werten im Sobolevraum H dargestellt, es wird aber
keine Stetigkeit in t an den Gitterpunkten des Zeitgitters verlangt. Das Zeitgitter sei

Sei

q
Wit =A{w :wp e, (2, 1) = thvi7j(x) mitv,; €S, Vi,j}, i =0,...,M—1.
=0

Dann lautet das Problem nun : Gesucht u" € W+ mit

M-1

[ () + a0+ 3 0t 0) 8t 0w O
(u" (., 04) —up(.),w(.,04)) =
[ to.uma v e w,.

Die Ableitung nach t ist hier natirlich eine schwache Ableitung und das Integral entspre-
chend auszuwerten. Da die Darstellungen von w auf den einzelnen Zeitintervallen vonein-
ander unabhdngig sind, kann man wieder zu einer schrittweisen Integration in der Zeit
gelangen. Setzt man

U(to) = uol(.)

und .
gm < uﬁ

dann erhdlt man firm=1,..., M

tm—1 7t7n} ’

m

/ttm {(%U ,v)+a(Um,v)}dt+(Um(tm—1+0)—Um_l(tm‘l)’v) - /tm oot

tm—1
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Mit einem Basisansatz fiir Wy, gelangt man dann schliesslich zum einem Blockgleichungs-
system fir die Koeffizienten v;g,...,v;, des Ansatzes. Wegen der schwierigeren Zeita-

daption bietet dieser Ansatz jedoch keine entscheidenden Vorteile. Details siehe in der
Spezialliteratur.
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2.5 Die Rothe-Methode

Wir gehen wieder aus von der schwachen Form der Gleichung

L, 0),0) + alult),v) = (F(.00) Yo e V.

Als Funktionenraum V werden wir z.B. wieder V' = HJ () haben. Bei der Rothe-Methode
wird diese parabolische Randanfangswertaufgabe mittels Zeitdiskretisierung durch eine
Schar elliptischer Randwertaufgaben ersetzt und die Losung dadurch approximiert. Es
wird ein Zeitgitter

to =0 < 1< ... < T

erzeugt. Fiir t = ¢, ist die Losung aus dem Anfangswert bekannt. Sei nun die Losung u(z, t)
zum Zeitpunkt ¢ = ¢; bereits approximiert durch eine Funktion u?(x) mit x € (). Nun wird
die Naherung u? 1 (@) fiir u(z,tj41) definiert als Losung der elliptischen Randwertaufgabe

ult, | —ul
(S 0) +auly,0) = (flt)v) Vo € V.
ti+1 — 1

Diese Diskretisierung entspricht dem impliziten Euler-Verfahren. Natiirlich kann man auch
bessere Formeln fiir die Approximation der Zeitableitung benutzen. Man beachte, dafl die
Randbedingungen in die Definition von V' eingearbeitet sind. Dies ist nun eine elliptische
Randwertaufgabe zur Berechnung von u? 41, die mit den bereits besprochenen Methoden
behandelbar ist. Die Vorgehensweise heifit in Analogie zur “vertikalen Linienmethode® auch
“horizontale Linienmethode*. Es ist zu beachten, daf hier u? die Rolle einer Inhomogenitét
spielt und bei der Umschreibung in ein elliptisches Problem in Standardform der (kleine)
Faktor t;1; — t; als Multiplikator bei der Bilinearform af(.,.) auftritt, was zu weiteren
numerischen Problemen fiihren kann. Wegen der vorausgesetzten Koerzivitit von a ist
klar, dal das Verfahren wohldefiniert ist. Mit Hilfe der Funktionen u;l(x) kann man dann
leicht eine auf ganz G definierte Approximation an u erhalten durch lineare Interpolation
in der Zeit:

ah(w,t) E Y pilt)ul(2)

wobei ¢; die Basisfunktion der stetigen stiickweise linearen Interpolation zum Knoten ¢;
auf dem Zeitgitter ist. Bei der Losung des elliptischen Randwertproblems fiir eine Zeit-
schicht hat man nun freie Hand in der Wahl eines geeigneten Raumgitters bzw. rdaumlicher
Adaption, was ein technischer Vorteil ist. Auf der Basis der bereits bekannten Abschéitzun-
gen kann man dann leicht eine Gesamtfehlerabschéitzung fiir die Losung der diskretisierten
Randwertaufgabe erhalten, wenn man eine Aussage fiir ||u — v”|| mit der oben definierten
kontinuierlichen N&herungslosung hat. Dazu erhélt man fiir die obige Diskretisierung der
Zeit nach “Euler implizit* zunéchst

[|u — uh||W21(O,T;V,H) = O(supl|tjz1 — t5])

Ein Beweis kann auf der apriori Abschétzung aus Abschnitt 2.1 aufgebaut werden.



Kapitel 3

Die Stabilitatstheorie von Lax und
Richtmyer ERG

Quelle fiur das Folgende ist [12], [4] und [15]. Im folgenden Kapitel beschéaftigen wir uns
mit einer allgemeinen Konvergenztheorie fiir Diskretisierungen von Anfangs- und Randan-
fangswertaufgaben, die in ihrer wesentlichen Struktur ganz der Dahlquist’schen Theorie fiir
gewohnliche DGLen entspricht. Wahrend wir aber dort allgemeine nichtlineare DGLen be-
handeln konnten, beschréinken wir uns hier auf lineare DGLen mit konstanten Koeffizienten.
Auch fiir partielle DGLen mit speziellen Nichtlinearitdten und mit variablen Koeffizienten
sind viele Resultate bekannt (vgl. etwa bei Ansorge 1978 [1] und Ansorge & Hass 1970 [2]).
Wir werden darauf aber nur an Hand spezieller Beispiele eingehen.

Im Gegensatz zur Theorie von Dahlquist, bei der punktweise Fehlerabschatzungen fiir die
diskrete Losung (n;) das Ziel sind, werden in dieser Theorie die diskreten Ndherungen als
Funktionen im gleichen Funktionenraum (einem Banachraum) eingebettet, in dem auch
die wahre Losung der DGL gesucht wird. Deshalb miissen wir hier zunéchst einige der
Hilfsmittel aus der Funktionalanalysis bereitstellen, die wir fiir die Theorie benotigen.

105
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3.1 Einige funktionalanalytische Grundlagen

Definition 3.1 Es sei B ein Vektorraum tiber dem Kéorper K (R bzw. C). Auf B sei eine
Norm definiert, d.h.

)l =0 a=o,
|1 B—Rymit { (i) |Mal = Jall (\eK.acB)
(i) Jla+ b < llall + 0]

(B,|| - ||) heifst Banachraum, falls der Hiufungswert jeder Cauchyfolge aus B selbst in
B liegt, d.h. der lineare Raum B in der durch || - || induzierten Topologie vollstindig ist.

g

Ob ein linearer Raum ein Banachraum ist, hingt wesentlich von der gewéhlten Norm ab.
So ist z.B. mit I = [a, b]

(OO(I,R), | - ||OO> ein Banachraum
aber
(CO(I,R), I| - H2> kein Banachraum.
(Betrachte dazu etwa das Beispiel I = [0, 1],
[ @z 0<z<t
f”(x)_{ 1 l<a<i

{f.} ist eine Cauchy-Folge in || - ||2, aber die Grenzfunktion ist nicht stetig bei z = )

Definition 3.2 Es sei (B,|| - ||) ein Banachraum. Dy, Dy seien Teilmengen von B.
Dy C Dy. Dy heifit dicht in Do, wenn

Ve>0 Vdye Dy 3d, € Dy ||d1—d2||<5

(maW D1:D2) ]

In den weiteren Betrachtungen spielen dichte Untervektorrdume eines Banachraumes eine

wichtige Rolle. Es sollen deshalb hier einige Beispiele solcher Rdume folgen. Als Banach-
raum B betrachten wir

B= (CO(K, ), | - Hoo), K CR™ kompakt

(Fir b € B ist ||b]|cc = max,cx |b(2)])
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L. U, en, o (K) liegt dicht in B (Approximationssatz von Weierstrass)

veNgy ~ 7V

2. C*(K,C) k € N liegt dicht in B
3. C=(K,C) liegt dicht in B

4.V ={f € C®([a,b],C) :  fW(a) = f®(b) =0, v € N} liegt dicht in B fiir
K = [a,b]

5. C=(R,C) liegt dicht in C*(R,C) mit || - ||« als Norm.
Jetzt sei
B = Ly(G,C"), G ein Gebiet des R™

Dabei bezeichnet Ly den Banachraum der iiber G quadratintegrablen Funktionen:

1

lollo = ( /G b(a)" b))

wobei zwei solche Funktionen identifiziert werden, falls

/G(b1($) — by(2))? (by(x) — by(z))dz = 0

(d.h. Ly(G,C") ist ein Quotientenraum). Dafiir gilt:

1. C(G,C) dicht in Ly(G,C)

2. Uyen, I,(C™) dicht in Ly(G, C) falls G' beschrénkt.

In den fiir uns wichtigen Banachrdumen kann man also Elemente (Funktionen) durch
unendlich oft differenzierbare Funktionen beliebig genau approximieren.

Dies wird fiir uns wesentlich sein, wenn wir die Losung einer AWA oder RAWA durch
die Losungen entsprechender Aufgaben mit beliebig glatten Anfangs— und Randwerten
anndhern wollen. Fiir die Losung der Probleme mit “glatten Daten” konnen wir dann die
entsprechenden Existenz— Eindeutigkeits— und Regularitdtsaussagen benutzen.
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Definition 3.3 FEs seien By, By Banachrdume und D ein Untervektorraum von By. Eine
Abbildung
A D — BQ

heifst linearer Operator, falls fir alle a,b,€ D und alle A\, u € K gilt
A(Xa + pb) = NAa + ppAb

Fin linearer Operator heifst beschrankt, falls

A 2
d a>0: M_a VYV aeD.
lal/)
def || A(a)[|®
Al = sup ————
|4l = sup Tl
heifit die Norm von A (durch die Normen || - || auf B; induzierte Operatornorm). Im
folgenden sei
def

L(D,By) = {A: D — By linear und beschrinkt}

Satz 3.1 Es seien By, By Banachrdume, D dicht in By und A € L(D, By). Dann gibt es
genau ein A € L(By, By) mit Ajp = A. Es gilt ||A]| = ||A|. (Fortsetzungssatz) O

Diesen Satz werden wir so benutzen, dal wir die Zuordnung

DGL +

Anfangs- und Randwerte } — Losung

als linearen Operator auffassen. D spielt dabei die Rolle des Unterraums “ DGL + “glatte”
Anfangs-/Randwerte”, fiir die Existenz— Eindeutigkeits— und Regularitdtsaussagen vorlie-
gen, By den entsprechenden Raum mit allen in Frage kommenden Anfangs— und Rand-
werten (z.B. uy = u,, mit Lo—Anfangswerten)

Definition 3.4 By, By seien Banachrdume und M C L(By, B2). M heifit gleichméilig
beschriankt, wenn die Menge {||A||: A€ M} beschrinkt ist. O
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Satz 3.2 (Prinzip der gleichmdajfigen Beschrdnktheit):
By, By seien Banachrdume, M C L(By, Bs). Es gelte

sup ||A(D)|| < oo Vbe By.
Ae M

Dann ist M gleichmdfSig beschrinkt. Il

Wir werden die Differenzenapproximationen ebenfalls als Funktionen im gleichen Banach-
raum wie die Losung u betrachten. Den Differenzenapproximationen sind dann also auch
“Losungsoperatoren” zugeordnet, die aber noch von einem Parameter abhéngen, ndmlich
der Diskretisierungsschrittweite At (At/Az bzw. At/(Az)? konstant).

Wir haben also damit eine Menge von Losungsoperatoren vor uns, auf die wir das Prinzip
der gleichméfigen Beschrinktheit anwenden werden.

Die Bedeutung dieses Prinzips fiir unsere Anwendung macht folgender Satz deutlich

Satz 3.3 By, By seien Banachriume, A, A; (i € N) € L(By, By).
Ferner 3 A7\ Vi: 3 A;' € L(Bs, By). Die Folge der A; approzimiere A punktweise,
d.h.

Sei Ax = f und x; definiert durch
Az = f

Dann gilt Vf € By: 1 —i0ox < {A; i €N} gleichmdfig beschrinkt. O

Die Approximationseigenschaft in diesem Satz entspricht der Konsistenz der Differenzen-
approximationen.
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Definition 3.5 B sei ein Banachraum und [Ty, T3] ein reelles Intervall.
w: [T, Ty] — B
heifit Frechét—differenzierbar in to € [Ty, Ts] falls gilt:

daeB: lim |lu(to + h) — u(to) — hall/|h] =0
t0+h€TT17T2]
a heifst dann die Ableitung von u inty: a e/ u' (o).
u heifit differenzierbar auf [Ty, Ts], falls es fir jedes t € [Ty, Ts] differenzierbar ist.
u heifit gleichmdfig differenzierbar, falls
Ve>0 3d(e) >0: |h] < d(e) und t € [Th,Ts] =
|lu(t + h) —u(t) — hu'(t)]] < elh|

u heifst stetig differenzierbar, falls u'(t) stetig ist. O

Satz 3.4 Eine stetig differenzierbare Funktion (auf einem kompakten Intervall) ist
gleichmdf$ig differenzierbar. O

Ferner benotigen wir zur Behandlung inhomogener Anfangswertaufgaben den Begriff des
Integrals stetiger Abbildungen eines Intervalls in einen Banachraum:

Definition 3.6 I = [T}, Ts] sei ein reelles Intervall und B ein Banachraum.
veC%I,B), wu:I— B heifst Stammfunktion zu v auf I, falls u differenzierbar auf I
ist und v/ (t) = v(t) Vtel. O

Fiir die Konstruktion und das Rechnen mit diesen Stammfunktionen gelten wortlich die
bekannten Regeln aus der reellen Analysis, z.B.

d T T2
—uw(x) = O f (t,x)dt falls w(x) = f(t,x)dt x € [T3,T4]

dz ) )
und f, 0o f stetig auf [T, To] x [T, T4]
T2 T2
C(u(t)dt =C v(t)dt falls v e B,C € L(B, B)
Ty T1

USw.
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Bei der Behandlung von Differentialgleichungen mit impliziten Differenzenverfahren treten
in diesem Zusammenhang lineare Gleichungen in einem Banachraum auf:

R(y) = S(x) mit R,S € L(B,B).

Die Losbarkeit eines solchen Systems wird gewohnlich mittels folgenden Satzes bewiesen:

Satz 3.5

a) Es sei D € L(B,B), ||D||<1und R=1+D.
Dann existiert R~ € L(B,B) mit RoR"™'! =R 'oR=1.

b) Ist R € C°([0,1], L(B, B))
(d.h. R hingt stetig von einem Parameter t € [0,1] ab) und R(0) = I und ist

{IR7*@®)||: t€]0,1] und IR (t)} beschrinkt,

dann existiert R™'(t) fiir jedes t € [0,1]. O

Wir kommen nunmehr zur Definition “sachgemifl gestellter Anfangswertaufgaben” und
behandeln dann die Begriffe Konsistenz, Stabilitdt und Konvergenz. Dabei gehen wir von
einer abstrakten Formulierung unserer partiellen hyperbolischen oder parabolischen Glei-
chung als gewohnliche Differentialgleichung in einem Banachraum aus, wobei der lineare
Operator A die Ableitung beziiglich der rdumlichen Verédnderlichen darstellt. Bei einer
Randanfangswertaufgabe werden die Randwerte in der Definition des Raumes (B) bzw.
in die Inhomogenitét eingearbeitet. Selbstversténdlich kénnen wir mit dieser Theorie nur
lineare DGLen mit zeitunabhéngigen Koeffizienten behandeln.

Definition 3.7 Es seien B ein Banachraum, D4 ein Untervektorraum von B,
T >0 und
A DA — B

ein linearer Operator. Mit P(B,T, A) bezeichnen wir folgendes Problem:
Gegeben ist c € Dy. Gesucht ist eine differenzierbare Abbildung
w: [0,T]— Da (Liosung) mit

u'(t) = Au(t)) t €[0,7) (“klassische Lisung”, “eigentliche Losung”)
u(0) = ¢

Die Menge aller Anfangswerte ¢, fiir die die Aufgabe losbar ist, bildet einen Untervek-
torraum von D 4. Wir gehen von einer eindeutigen Losbarkeit aus und haben dann eine
Zuordnung

¢ — uc(to) fiir jedes to € [0, 7).
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Dies ist nun ebenfalls ein (t—abhéngiger) linearer Operator. Dieser “Losungsoperator” wird
zur Definition einer sachgemif gestellten Aufgabe herangezogen:

Definition 3.8 P(B,T, A) heifst sachgemdf gestellt (engl.: well posed), wenn es Dg, C
Dy gibt und eine Schar von linearen Operatoren

M() = {E()(t) . t e [07T]} E0<t) : DEO — DA

mat
(4) DEO =B
(i) V€ Dp Fwu(t) Lisung von P(B,T,A), u(t)™ (Eo(t)>(c)
) My st gleichmdfig beschrinkt [

Folgerung: Ist P(B,T, A) sachgeméaf gestellt, dann héngt die Losung u. von P(B,T, A)
lipschitzstetig von ¢ ab. Fy(t) kann auf B in eindeutiger Weise fortgesetzt werden. Die
Fortsetzung heile E(t). Die zu beliebigen Anfangswerten ¢ € B gehorenden “Losungen”
E(t)c bezeichnet man als “verallgemeinerte Losungen” der zugrundeliegenden DGL.

Definition 3.9 Sei E(t) die Fortsetzung von Ey(t) auf B und
M={E{t): tel0,T]}

Die Abbildung
c— E(t)c mit E(-)(c¢): [0,T] - B

heifit verallgemeinerte Lisung von P(B,T, A) zum Anfangswert c. O
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Satz 3.6 Sei P(B,T,A) sachgemdf gestellt. Dann gilt
(i) Yee B, Ve>0 3¢€ Dg,:

IE@)(c) — Eo(t)(e)] <& (vt €[0,T])

(ii) E()(c) e C°(0,T),B) Vee B
(iii) E(r+s) = E(r)E(s) Vrys:  rys,r+s€(0,T]
(iv) E(t) - (A(c)) = A(E(t)(c))  Vee Dg,

(Differentiation nach der Raumvariablen und Integration bzgl. t vertauschbar)

(V) Zu c € Dg, ist Ey(t)(c) sogar stetig differenzierbar.

Beweis:

(i) Seie >0und [|E(t)|| < L VE(t)e M, Vtel0,T]
Wiéhle ¢ € Dg, mit ||¢ —¢|| < ¢/L.
Dann
[E@)(c) = Eo@)(@)|| = [[E@)(c) = E@)(@)]| < Lle —¢l <e

(i) Sei tg € [0,T] bel. und € > 0 vorgegeben. Ferner sei ¢ € Dg, gewédhlt mit
[E@)(c) — Eo(t)(e)]| <e/3 vt e[0,T]
Ey(t)é ist differenzierbar und deshalb stetig, d.h.

30(to,e) >0 I(Eo(s) — Eo(to))(0)]| < &/3
falls |s —tg| <0, s€[0,T]
I(E(s) = E(to)) ()l < [[E(s)(c) = Eo(s)(@)]| + [ Eo(s)(€) — Eo(to)(@)]]
+[| Eo(to)(€) — E(to)(c)|| < e

(iii) 0.B.dA. 0<r<s.
Neben P(B,T, A) betrachten wir noch P(B,r, A), P(B,s,A). Offenbar gilt (der Index r
und s bezieht sich auf P(B,r, A) bzw. P(B, s, A))

Dg, C Dgys C Dg,, CDaCB
und P(B,r, A), P(B,s,A) sind sachgemif gestellt.

tel0,r], ce€ Dg,: Eo,(t)(c) = Eo(t)(c)
tel0,r], ceB: E.(t)(c) = E(t)(c)
Ey(s)(c) € Dg,r (weil s+7 <T)
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Sei ¢ € Dp,: Dann ist

E(r)(E(s)(c)) = E(r)(Eo(s)(c)) = Eor(r)(Eo(s)(c))
= Eo(r+s)(c)=E(r+s)(c)

Fiir ¢ € B beliebig, benutze ¢ € Dg, mit |[c —¢|| <&, ¢ bel. klein.

(iv)

1E(t)(A(c)) = A(E@) ()] <

IE(t)(A(c)) = EM(E(h)(c) = o)l + | B (E(h)(c) — ¢) — A(E(t)(c))]
< WIEONIER) () — ¢ = hA(e)|| +

+arllE(R)(E()(c) — E(t)(c) — hRAE(t)(c))]

= il EO u(h) = u(0) — b (0)[| + gpllult + k) — u(t) — ha/ ()]

(fiir c € Dg,) und h — 0 liefert die Behauptung.

(v) fiir c € Dp, ist
W(t) = A(u(t)) = A(B()(©) = BE)(A(0))

Aber E(t)(A(c)) ist verallgemeinerte Losung und somit u’ € C°([0,T], B).

Bemerkung 3.1 Aus (iii) und (iv) folgt

u(t+ h) — u(t) B E(h)—1
. — Au(t) = B(1) <T - A>u0
fiir up € Dp,.
Beispiel 3.1 Hyperbolische Gleichung
w = u, 0<t<T r € R
u(z,0) = c(x), c € Cy(R)

mit der Losung u(z,t) = c(x +t).
Differenzierbarkeit ist natirlich nur fir differenzierbares ¢ gegeben, d.h. wir haben

0
4= 5

Dy = BﬂC’l(R)

offensichtlich ist ||Eo(t)|| = ||E@®)|| =1 Vt € [0,T] (VT) somit P(B,T,A) sachgemdfs
gestellt. Fir jedes ¢ € B ist u(z,t) = c(x +t) somit verallgemeinerte Losung der AWA.
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Beispiel 3.2 Parabolische Gleichung, RAWA

u(0,1) ; ua(:i,t):()
u(z,0) = c(x

Nun ist A = 8‘9—;. Als Banachraum B wollen wir jedoch
B={u: we 0,1 mit u(0)=u(l)=0}

wdhlen, d.h. die Randbedingungen sind in B eingearbeitet.

Natirlich muf dann ¢(0) = ¢(1) = 0 sein. Dagegen ist
D4 = C3[0,1].

Die Anfangsvorgabe ¢ kann dargestellt werden als
c(x) = Z vk sin(kmx)
k=1

Falls ¢ € C§[0,1] dann ist v, = O(35) und wenn Y . | k*yi < oo ist umgekehrt ¢ € C3[0, 1].

Die Losungen von uy = Uy, sind dann klassische Lisungen:

o0

Eo(t)e(x) = u(x, t) = Z e Fmty sin (k)
k=1

Somat gilt

1Eo ()] = sup (i(ek2”2t%)2)§/ <§%)% <1 fir te[0,T]

(y1,e-4) k=1

d.h. die Aufgabe ist sachgemdfs gestellt. Verallgemeinerte Losungen existieren somit fir
jede auf [0, 1] quadratintegrable Anfangsvorgabe ¢ mit c¢(0) = ¢(1) = 0. Die unendliche Rei-
he > oo, ekt sin(krz) braucht aber fir solche verallgemeinerten Losungen gar nicht
punktweise zu konvergieren! 0

Beispiel 3.3 Wie Beispiel 3.2, jedoch mit uy = —ug,, d.h. Umkehr der Zeitrichtung: “pa-
rabolisch rickwarts in der Zeit”.

An der Darstellung von Eq(t) sieht man, daf$ das Problem nicht korrekt gestellt ist (man
betrachte t < 0) e ¥ ™t — ool O
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3.2 Abstrakte Differenzenverfahren, Lax-Richtmyer-
Theorie

Wir kommen nunmehr zur Definition eines Differenzenverfahrens in einem Banachraum
und den Begriffen Konsistenz, Stabilitidt, Konvergenz:

Definition 3.10 FEs seien P(B,T,A) eine sachgemdf gestellte Anfangswertaufgabe und
M ={E(t): tel0,T]} die Schar der zugehdorigen verallgemeinerten Losungsoperatoren
und 0 < hg <T.

(i) FEine Schar von linearen, beschrinkten Operatoren C'(h): B — B
Mp ={C(h): he€]0,ho}

heifit Differenzenverfahren zu P(B, T, A), falls ||C(-)| beschrinkt ist auf [hy, ho)
fir alle hy €]0, hy).

(ii) Mp heift konsistent, wenn 3 Do C B, D¢ = B

ﬁ (C(h) = E)E@ () =0  gleichmaBig auf [0,T]
fiir alle ¢ € D¢.
(iii) Mp heifst stabil, falls
{C(h)": he€l0,hy], neN, nh<T}
gleichmdf$ig beschrdinkt ist.

(iv) Mp heifst konvergent, wenn

lim [[C(h;)"(c) = E(t)(0)]| =0  (Vee B, Vvie[0,T])
njh]-—>t
h;—0

g

Der obige Begriff Differenzenverfahren ist sehr abstrakt und erfaft praktisch jede (noch
so unsinnige) Konstruktion. Konkreter hat man sich C'(h) vorzustellen wie folgt:

Der Operator A in
u'(t) = A(u(t)  u=(ur,.u)”

ist ein Differentialoperator beziiglich einer oder mehreren Raumvariablen:

A= Z P,(x)D* m = Ordnung von A

laf<m
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mit d
O[:(Oél,.-.,Oéd)eNg ’a|:Zi:1ai

a_ (9" o\
D= () ()
P,(x) e Cv»

(A héngt nicht von ¢ ab, sonst gilt die sogenannte Halbgruppeneigenschaft
E(r)E(s) = E(r + s) in der Regel nicht.)

A wird nun durch Differenzenquotienten beziiglich der Raumvariablen approximiert. Eine
solche Differenzenapproximation baut auf auf Linearkombinationen von Translationsope-
ratoren beziiglich der Raumvariablen:

jeJ
mit

dj = d]<£ll',h> e Ccmn

T = TV T
T,g’“u(xl,...,xd) = w(Tr,. .., Tp_1, Tk + JRATE, o Tht1y - - Ta)

(d.h. man hat eine feste Kopplung zwischen der Schrittweite h in ¢—Richtung und den
Diskretisierungsschrittweiten Az in den Raumrichtungen.)

Mit dieser Definition von D hat man nun Differenzenoperationen nicht nur auf einem
Gitter, wie wir sie frither betrachtet haben, sondern fiir beliebige Elemente von B.

Fiir v =0,1,...,[f] betrachtet man nun die Approximation

Dy (z, h)u”™ = Dy(z, h)u”

(fiir Dy # I also ein implizites Differenzenverfahren) mit invertierbarem D, also letztlich
mit v als Naherung fiir u(vh)

u’tt = (Dy(w, h)) " (Do(x, b)),

wéhrend
u((v+ 1)h) = E(h)(u(vh))

Der Zusammenhang mit A wird hergestellt durch
u(vh + h) — u(hv)

h

— Au(vh) = L(E(h)— I — hA)(u(hv))

u’ Tt — Di'oDy—1
= u

h h

14
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Wir werden also erwarten, dafl

1

(D o Do— (EM))(e) =0 firh =0 (ceB)

Der lineare Operator C'(h) wird somit
O(h) = Dl_l O DO

Die Abhéngigkeit von x, d.h. von B, tritt dabei formal nicht in Erscheinung, weil beziiglich
der Integration in ¢-Richtung x wie ein “Parameter” wirkt.

Der folgende Satz lautet nun wortlich wie in der Dahlquist-Theorie der gewohnlichen Dif-
ferentialgleichungen:

Satz 3.7 (Aquivalenzsatz von Lax)
P(B,T, A) sei korrekt gestellt und Mp sei konsistent. Dann ist Mp genau dann konver-
gent, wenn es stabil ist.

Beweis: Aus Konvergenz folgt Stabilitit:

Annahme: Mp konvergent, aber nicht stabil. Mit Hilfe des Prinzips der gleichméfigen Beschréinkt-
heit soll ein Widerspruch konstruiert werden. Nach Annahme gibt es eine Folge h; und eine
zugehorige Folge natiirlicher Zahlen n; mit

njhj —t € [0,T],
{IIC(h;)™ || nicht beschrénkt.

0.B.d.A. sei auch h; — h konvergent.
L.Fall: h>0 = mnj=n (j>jo)
= hj€[h/2,ho] Jj > jo. Aber ||C(7)|| beschrénkt fiir 7 € [h/2, ho).
Also fiir j > jo
1C(hg)" || = [[C(hg)" | < [C(Ry)|I" < K™ Widerspruch!
2.Fall: h=0
Nun gilt wegen der Konvergenz

IChy)" wo) = E@)w)] — 0 Vug € B

Somit HjQ(UO):
|C(hj)"™ (uo) = E(t)(uo)|| <1 Vj > jo(uo)

d.h.
IC(hy)™ (o)l < 1+ | E(t) (o)
Setze
Bluo) < max {1+ | E®) (o)l 1C(h)"™ (uo) [}
3<jo(uo)
Somit gilt

Vup € B, VjeN  [|C(h)" (uo)ll < B(uo)
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Nach dem Prinzip der gleichmé&figen Beschranktheit gilt somit
|C(hj)"| < K mit K geeignet. Widerspruch!

Aus Stabilitdt und Konsistenz folgt Konvergenz:
Sei ¢ € Do, {h;} eine Nullfolge und n; eine Folge natiirlicher Zahlen mit

hjnj —t € [O,T], 0< hj’l’Lj <T.
Setze def
Yi(c) = (C(hy)"™ — E(t))(c)  jeN.

Zu zeigen ist ¢j(c) — 0 j — oo, zunéchst fir ¢ € D,, spéter fiir ¢ € B. Fiir ¢;(c) gilt wegen der
Halbgruppeneigenschaft folgende Darstellung

nj—l
() =Y C(h)¥(C(hy) — E(h;))E((nj — 1 = k)hy)(c) + E(5;)(E(nsh; — 6;) — E(t - 6;))(c)
k=0
mit
5j = min{t,njhj}
Sei € > 0 beliebig vorgegeben und Vj : ||C(h;)"| < K¢ mit 0 < njh; < T. Wegen der
vorausgesetzten Konsistenz gilt
(e 0): (C(hy) = E(hy)) E((nj — 1 —k)hy)(c) | <eh;  fiir j > ji(e, ¢)

ﬁE(tjyk)(c) mit c€D¢

Da P(B,T, A) sachgeméf gestellt ist, gilt
|E(T)|| < Kg VT € [0,7]
Wegen Satz 3.6 (ii) gilt
Fja(e, ) (E(njhy = 65) — E(t = 6;))(c)|| < e fiir j > ja(e, ¢)
Damit gilt fiir j > max{j1(e, ¢), j2(g,¢)|| und ¢ € D¢
195 (Ol < njKceh; + Kpe < (KcT + Kp)e
Sei nun ¢ € B beliebig. Dann wird mit c € Do @ [[c—¢|| <e

Y€)= C(hy)"(c) — E(t)(c)
= c)+ C(hj)"(¢—c)+ E(t)(c—¢)

|
Q
—
>

<
SN—
S
<
—

$)

~

|
&
—~
~
SN—
—

d.h.
1V (@)| < (KeT + Kg)e + Kce + Kge  fir j > max{ji(e,c), ja(e,¢)}

Da € > 0 beliebig war, folgt die Behauptung. O
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Bemerkung 3.2 In obigen Betrachtungen ist nirgends von einer Konvergenzordnung
die Rede. Geht man obigen Beweis einmal durch, so sieht man, dafS dies auch nicht maéglich
ist fiir njh; # t wegen des zweiten Termes in der Darstellung von 1;(c).

Falls jedoch
njhy =t j = jo

und

‘%H(C(h) — E(W)E(t)uo]| = O(h?) Yy € Do,

dann konvergiert das Verfahren fiir ug € Do von der Ordnung hP.

Man beachte, dafs eine Genauigkeitsforderung an die Diskretisierung in den Raumvariablen
hierin implizit enthalten ist. Die Kopplungsbedingungen an das Verhdltnis t—Schrittweite /
x;—Schrittweite sind implizit enthalten in der Stabilititsbedingung. 0

Bemerkung 3.3 Im ersten Teil des Beweises von Satz 3.7 wird die Konsistenz nicht
benutzt. Tatsdchlich gibt es inkonsistente und dennoch konvergente Differenzenverfahren,
die aber natirlich keinerlei praktische Bedeutung haben. Ein Beispiel stammt von Spijker
(1967) und ist in Ansorge-Hass Seite 15ff. beschrieben. O

Bemerkung 3.4 Der Aquivalenzsatz lift sich auch ohne die Halbgruppeneigenschaft be-
weisen (wichtig fir Fdlle, in denen A (d.h. die Koeffizienten der partiellen DGL) von t
abhingt). Der Beweis wird dann komplizierter, vgl. bei Ansorge—Hass Seite 63ff. U

Bemerkung 3.5 Fine der wesentlichen Voraussetzungen im Beweis von Satz 3.7 war die
gleichmapige Beschranktheit von E(t). In der Literatur iber partielle DGLen findet man
Existenz— Findeutigkeits— und Regularititsaussagen fir die Losung u, in der Regel aber
keine Abschitzungen fir ||E(t)||. Dann kann der folgende Satz weiterhelfen: O
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Satz 3.8 Die Aufgabe P(B, T, A) erfille die Voraussetzungen (i) und (ii) von Definition
3.8 (eindeutige klassische Losbarkeit auf einem dichten Teilraum Dg, von B). Ferner gebe
es eine Schar von Operatoren C(h) € L(B, B)

Mp ={C(h): h€]0,ho|}
mat

(i) limp—o 5 [|C(h)(Eo(t) (uo)) — Eo(t + ) (uo)| — 0
gleichmdafig auf [0, T] fir ug € Dg,

(i) {I|IC(R)"||:  h€]0,ho], nh<T} ist beschrankt.
Dann ist P(B, T, A) sachgemdf$ gestellt, d.h.

|Eo(7)|| < Kg VT e [0,T]

(und damit ||E(7)|| < Kg VT e [0,7]).

Beweis: Sei ||C(h)"| < K¢ Vh €]0,ho], nh<T.
Setze h = t/m mit m € N fiir t € [0,T], d.h. § = 0 im Beweis des vorausgegangenen Satzes.
Fiir ug € Dg,, wuo # 0 gilt dann (vgl. Darstellung von 1;(c) oben)

1o (mh)(uo)ll < [IC(R)™ (uo)ll + Z ICm)*II(C () — Eo(h))

Eo((m —1— k‘)h)(wJ)H

Kclluoll +mKcl|C(h)(Eo((m — 1 — k) h)(uo))
—_———

IN

—Eo(T + h)(uo)||
< Kclluol| + mKc|ug|lh = (1 +T) K¢ ||luo|

falls h so klein ist, dafl wegen (i)
I(C(R)E(T) = E(T 4 h))(uo)|| < hl[uoll V7,7 +h €[0,T]

Damit ist
B < 1+ T)Ke  ¥re[0,T]

Beispiel 3.4

= {u€ Cun(®),]|- 1}
>

0x?
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Uy = Ugy te0,7]
u(z,0) = wup(x) z €R

P(B,T,A) ist korrekt gestellt, denn Da = C3_(R) ist dicht in Cor(R) und mit Dg, = Da

kann man schreiben

uop(x) = % + f: (ak cos(kx) + [y sin(ka:))

k=1

u(z,t) = % +

hE

ek (ozk cos(kx) + By sin(k;x))

B
Il

1

und ersichtlich ist
72 de
(-8 < 120 +Z(|ak|+|ﬁk) < 190l 20T )

wobei C' eine von ||uj(z)|| abhdngende Konstante ist mit

C

Also ist {Eo(t)} gleichmdflig beschrinkt.

Wir betrachten nun folgende Differenzenapproximation (das explizite Differenzenverfahren)

mit p = At/(Ax)?
u’tH(z) = v’ (z) + p(u”(z — Ax) — 2u”(x) + u”(z + Ax))

d.h. (h=At)
C(h)u(z) = u(z) + plu(z — Az) — 2u(z) + u(z + Ax))

def

Wie bereits frither nachgerechnet wurde, ist mit p =const fiir u € C*(R) N B '= D¢

ﬁ(% —C(h)u) — O(h)

u(z,t+h)
d.h. die Konsistenzbedingung gilt auf D¢ .
Nun ist die Stabilitat zu prifen. Sei zundchst p < 1/2 Dann ist

[C(h)u(z)] < (1 =2p)|u(x)| + plu(z + Az)| + plu(z — Ar)| < [lullo
d.h. [|C(h)||eo <1 und somit ist das Verfahren stabil.

Sei jetzt p > 1/2. Wir konstruieren ein spezielles Beispiel, mit dessen Hilfe wir beweisen,
dafs ||C™(h)|| nicht beschrinkt sein kann.
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Als ug(x) wihlen wir die stickweise linear stetige Interpolierende (Streckenzug) zu den
Daten (iAx,(=1)"") i€ Z mit Av = £ und m € N. Es gilt up € B, | lugloo = 1. (ug
besitzt sogar eine konvergente Fourierreihe)

Es gqilt
up(z) = —up(z — Az) = —up(r + Ax)

Somit

u () = v Hz) 4 plu e — Az) — 2u” ) +u o 4 A))
= Q=4 @) = (1—4p)up(z)  (u*E wp)
und fiir p > % somit

1C™ (M) loo = 1C™ (A)uollo = [[u"[[oo = [1 = 4p["

= Mp st nicht stabil = Verfahren konvergiert nicht. 0

Beispiel 3.5 Beispiel 3.4 mit B = {Cor(RY), | - [|oo}

d
U’t = Z uxkxk
k=1
u(z,0) = wup(x) (x € RY

Bei der entsprechend tibertragenen expliziten Differenzenapprozimation ergibt sich jetzt Sta-
bilitdt fiir
p = At/(Azy,)? kE=1,....d

bei p < ;—d, Instabilitat fir p > %l. U

Beispiel 3.6 ADI fir v, = Au (d = 2). Wir greifen das in Abschnitt 2.2 beschriebene
Verfahren auf (2.3) und wollen uns nun im folgenden Beispiel damit beschiftigen, dieses
Verfahren in die vorliegende Theorie einzupassen.

Als Grundraum wdahlen wir

B = {ueCq([0,1] x [0,1]), I llsc}
Da = {C5([0,1] x [0,1]), ] - lloc}

Dy st dicht in B. Als D¢ ergibt sich

(bei der Herleitung der Konsistenzordnung wurde die 6. partielle Ableitung in x (bzw. y-)
Richtung benutzt.)
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Die Konsistenz ergibt sich unmittelbar aus den bereits friiher hergeleiteten Beziehungen.
Nun zur Stabilitat!

Wenn man x,y als kontinuierliche Variable interpretiert (Einschrinkung auf das (Az, Ay )-
Gitter in [0, 1] x [0, 1] erfolgt erst beim Rechnen) hat man

1 1 1 1
W @) = w(ey)+ §(0 3 @ Aay) — 2y + 0 (o + Ary))
+5 (u"(x — Azx,y) — 2u"(z,y) + u"(x + Az, y))
1

1 1 1
) = w )+ (W y - Ay) — 22w, y) + a2y + Ay))

+5 (U"“(x, y — Ay) — 2u™ M (x, y) + u" (2, y + Ay))

und damit fir p <1

n-i—l n n—i—l n
1+ p)[[u""2 o < (1 = p)l[u"]loc + pllu" 2|0 + pllt"|| oo
d.h.
n+l n
[0 2 oo < [u"[]oo
und entsprechend

1
lu™ M oo < [lu™"2 |
d.h.  ||C(A)||lw <1  und damit Stabilitit und Konvergenz in || - | co-

Fiir d > 2 erhdlt man bei dieser Vorgehensweise im allgemeinen Fall die Stabilititsbedin-
gung p < Q(d;il) O

Beispiel 3.7 Vollimplizites Verfahren fir das reine Anfangswertproblem einer paraboli-

schen DGL

Ou(z,t) = h(a(x)oiu(x,t))
u(z,0) = wup(x) relR

mit a € C*(R,R), o € CP(R,R) (d.h. kompakter Trdiger)

alz)>0 zeR. BY L,(R,C), Ds=C2R,C), Dc=CLiR,C)

Vollimplizites Verfahren:
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Definiere mit Ta, = Shiftoperator in der Raumvariablen x um Ax:

HAx) “ (e - %)TA—; —~ (a(z + %) +a(z - %))1 +a(z+ %)TM
p def (Ah E (h entspricht At)
X
C(h) < (I-pH(A))™
u'tt = CO(h)u” u® = ug

(Dies entspricht der Differenzengleichung

1 A ul(Jrl _ ulﬂrl A ul{+1 _ ul{+1 v+l _ v
—(a(xﬂr—x)”l—z—a(xi——x) i Z—1> _ U Y
Ax 2 Ax 2 Ax

i€Z, v=012,....)
Behauptung: Das Verfahren ist fiir alle p € R stabil und von erster Ordnung konsistent.

Wir zeigen zundchst die Stabilitdt, indem wir beweisen, dafs
[Ch)] < 1.
Wir beweisen fiir f € C°(R,C) N Ly(R, C), daf

G <A1

Da C°(R,C) N Ly(R,C) dicht in Ly(R,C) folgt dann die erste Teilbehauptung aus dem
Fortsetzungssatz.

def

Mit g = C(h)f ist

= s(x)
Somit
/ 1 f @) = 1£1P = gl p / T @s(@)dr — p / " g(@)s@dr + 2|
FEs ist aber
S g@)s@)dr = [ (ale + 5)g@)(g(x + Ax) - g(x) -

-~

bendtigte Stetigkeit — Subst. y © ot Azx/2



126 3. Die Stabilitdtstheorie von Lax und Richtmyer ERG

—a(w = 3)g(@)(9() = gla = Ax)) ) do

Subst. y ©a— Ax/2

d.h.
o0 x z\ 2
AP =gl + 20 [7, a(@) [g(x + 5F) — g(z = )| do + 25|

> 0, beschrinkt, da o' kompakten Trager hat

I£l > llgll, dh |CR)| <1 = Stabilitit.

Nun zur Konsistenz! Dazu wihlen wir v € C§(R, C).

Wir wollen zeigen, dafs

LIE(t + h)(v) — C(h)E@®) )| < Kh  fir K = K(v) und 0 <t < T.

Es ist mit
v(-,t+h) = C(h)o(-,t) = g(-)
C™H(h)g(-) = (I = pH(Az))v(,t + h) = v(-,1)
d.h.
lgll < I(1 = pH(Az))v(-, ¢t + h) — (-, 1)
Aber mit

si(z+Az,t+h) = alr+ 25 (v(z+ Azt +h) —v(z,t+ h))
s(fe+ Az, t+h) = si(x+Azx,t+h)—si(x — Az, t+h)
%(v(x,t +h) — p(s(m + Ax,t+ h)) - U(x,t)> =

= vz, t+h) —va(z, t+0:ih)h/2 — Fzs(z + Azt + h).

Ferner ist nach dem Taylor’schen Satz (Entwicklung bzgl. der Variablen 0) mit
def
o) = s(x+60Az,t+h):
p(1) = @(0)+¢'(0) +¢"(0)/2+¢"(0)/6 + ¢ V(0)/24  mit 6 €]0,1]
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Ferner gilt mit den Abkirzungen (' bedeutet Differentiation beziiglich x)

s a(z £ 082, L+ h),
v, M v(x £ 0Ax,t + h),
a a(x),
v v(x,t+ h)
e0) = a_v_—(ay+a_)v+ayvy
¢'(0) = Az(-id v.—a v — l(aq_ —a v+ 1d vy +avl)
e"(0) = (Az)*(ta’v_+d v +a v — 3] + a”)v + 1d vy 4+ d v+ agvl)
¢"(0) = (Az)*(—ia”v_ —3a"v" —3ad V" —a v — L — ")
+savy + 2a0, + 3al 0 + agvl)
o) = (Ax)? (16a(:1)v + 2a”v 4+ 3a” 0" +2d 0" + a_ e
lﬁ(af) +aM + 16a$)v+ + 2afv, + 3a0] + 2d/ 0 + a+v(4)>
d.h.
p(0) =0, ¢'(0)=0, 3¢"(0) = (Ax)*(av' +av"), ¢"(0)=0.
Somit wird
1
—Ws(x + Az, t+h) = —(dv' + a")(z,t + h) — L(Az)*x(z + Az, t + h)

Aufgrund der Voraussetzungen an a und v kann man zeigen, dafl x betragsmdflig abschdtz-
bar ist durch eine beziiglich x quadratintegrierbare Funktion, d.h.

K : Ix(z + 6, Ax,t+ h)| < K(z) V 0<t+h<T,

/ K*(z)dx < oo.

Ferner ist auch

/ vi(z,)dr < K; < 00

[e.9]

und somit

LIE(+h)(0) - CED )| < by + (Ax| K] /24
= WK+ |K/24 - 3)

d.h. es ist Konsistenz bewiesen und fir njh; =t € [0,T] und ug € D¢ konvergiert das
Verfahren von erster Ordnung in h, falls p = (AA—;)Q > 0 fest, sonst aber beliebig. U
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Bemerkung 3.6 Das vollimplizite Verfahren fiir das reine Anfangswertproblem der para-
bolischen DGL ist natiirlich nur von theoretisch-modellhaften Charakter, da es praktisch
nicht durchfiihrbar ist. Hier hdingen ja die Werte auf der ersten Zeitschicht auch bei fe-
stem endlichen Ax von allen ug-Werten auf dem Anfangsgitter ab, d.h. man hdtte ein
unendliches Gleichungssystem pro Zeitschicht. 0

Als weiteres Beispiel soll nun noch eine einfache hyperbolische Gleichung dienen, namlich
die Konvektionsgleichung mit variablen Koeffizienten:

Ohu(z,t) = a(z)Oyu(z,t), ae C*R,R), 0<|a(x)]<K VzeR

Beispiel 3.8 Friedrichs-Verfahren:

%(u(x, t+h) — 3 (u(z + Az, t) + u(z — Az, t))) ~ ;(AZ); (u(ac + Az, t) —u(x — Az, t)>

Also . | "

C(h) = %@)TA—; + ++’L(”C)TM mit p = 5~
Als Banachraum legen wir wieder B = Ly(R,R) zugrunde. D4 = C'(R,R) N Ly(R,R)
Behauptung: Das Friedrichs-Verfahren ist konsistent von der Ordnung 1 und stabil fiir
p < % Wir beweisen zundchst die Konsistenz. Dazu wihlen wir Do = C2(R,R). Ahnlich
wie in Beispiel 3.7 setzen wir (mit v € D¢)

©(0) = %(v(m + 0Ax, t) + v(z — 0Ax, t) + pa(x)(v(z + 0Ax, t) — v(x — OAx, t)))

mat
p(1) = C(hu(,1),
p(1) = »0)+¢(0)+¢"(0)/2,  6€]0,1],
p(0) = wv(x,1),
¢'(0) = Az <8lv(:c,t) — Ow(x,t) + 2pa(:c)(91v(x,t)> = ha(x)oyv(z,t).

Mit v € C2(R,R) ist auch E(t)v € CZ(R,R), ! d.h. fiir t € [0,T] kann man abschitzen
(Ax <1)

@W’(@n < L(z) mit L € Ly(R,R)

L(z) = ( sup. Ve (2 + 9, 1)]) - (1 + pK)
ye[—-1,1
te[0,T]

Yu(w, t) = w( fy ol dé +¢) mit w (/Ox %dg) = ug(z) d.h. w(z)  ug(p~1()).

w(z)
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Somit wird

Fo(z, t+ h) — C(h)v(z,t)| = +|v(z,t) + hdov(z, ) + 20§U(x, t+6:1h)
—v(w,t) — ha(z)dv(z,t) — ©"(0)/2] < §ld5v(x,t + 01k )H%(A?C)QL(QT)/?
< §103v(x,t + 01h)| + b L(z)/(2p")
und da auch d3v(z,t + 01h) quadratintegrabel ist (bzgl. x), folgt die erste Teilbehauptung.
Zum Beweis der Stabilitit sei f € Ly(R,R). Es ist

Ch)(f)(x) = 5(flz+Az)+ f(z — Az)) + fa(z)(f(z + Az) — f(z — Az))
0P = & [ 15+ B0)+ o - Aa)Ps
+e /_Oo a(x)|f(x + Ax) — f(z — Ax)|’de

+2 /_oo a(a:)(\f(x +Az)* — | f(z — Ax)\Z) dx

IN
=

: /OO (If@+A0)2 + (@ - A2)?) do
#5 [ (oo = 2@ ~ ol + 20)| F@P) o

(wegen |pa(x)| <1 und |a+ B>+ |a— B> = 2(\042 + |ﬁ\2) und der Argumentverschiebung
im 2. Integral)
< IFII* + pAz K| f]?
(wegen |a(x — Az) — a(z + Az)| = |2Azd (z + 0Az)| < 2AzK ). Also wegen
pAxr =At=h
IC)FI* < (1 + RE)||fII?
Dies ergibt
|C(h)|| € V1+hK < exp(hK/2)
und somit

|Ch)(| < [CR)|" < exp(TK /2) € K* fiir nh <T.
Damit ist die Stabilitdt des Verfahrens bewiesen. 0J

Ein anderes bewéhrtes Verfahren fiir die Konvektionsgleichung ist das Verfahren von Courant-
Isaacson-Rees: (CIR)

F(u(z,t+h) —u(z,t) ~ i ((a(x))+(u(x + Az, t) —u(z,t)) + (a(z))-

(u(z,t) — u(z — Az, t)))
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Dieses Verfahren hat die gleichen Stabilitdtseigenschaften wie das Friedrichs-Verfahren und
ist ebenfalls konsistent von der Ordnung 1.

s
(y)s = { y firy >0 und entsprechend (y)_ =

0 firy>0
0 sonst

y sonst.
Das “naive” Verfahren

u(z,t+ h) —u(z,t) = 1pa(z)(u(z + Az, t) — u(z — Az, 1))

ist dagegen instabil. Das Friedrichs-Verfahren und das CIR-Verfahren kann man auch so
schreiben:

u(z,t+h) —u(z,t) = ipa(z) (u(x + Az, t) — u(x — Az, t))
+3 <u(m + Az, t) — 2u(z,t) + u(x — Az, t))
bzw.:
u(z,t+h) —u(z,t) = Lpa(z) (u(a: + Az, t) — u(x — Az, t))

+hpla(o)] (e + Az, ) = 2u(e, ) + u(w — Az, )

(Ubg.) Man erkennt, da8 gegeniiber dem instabilen naiven Verfahren ein Term s (Az)?0fu(a+
0Az,t) baw. $pla(x)|(Az)?0fu(x + #Az,t) hinzukommt, den man als Diskretisierung von
e(x, h)Ofu(x,t) mit € — 0 auffassen kann, also eine Diskretisierung eines parabolischen
(und damit glattenden) Anteils. Man nennt solche Terme numerische Viskositit. Sie
beeintriachtigen die Konsistenzordnung nicht und wirken geniigend gléttend, um das naive
Verfahren zu stabilisieren. Bei Verfahren héherer Ordnung ist die Bestimmung geeigneter
Terme fiir numerische Viskositit schwierig.
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3.3 Mehrschrittverfahren

Die Theorie in Abschnitt 3.1 wurde nur fiir Einschrittverfahren formuliert. Mehrschrittver-
fahren, von denen ja bereits einige Beispiele gebracht wurden, pafit man in diese Theorie
ein, indem man sie in der von gewohnlichen DGLen her schon bekannten Weise als Ein-
schrittverfahren fiir eine Funktion in einem Produktraum umschreibt.

Sei die Anfangswertaufgabe
u = Au 0<t<T DyC B dichtin B
u(t,0) = wup, uy € B
vorgegeben und das Mehrschrittdifferenzenverfahren habe die Form
Dut + Dy qut™ 4o+ Dou¥ =0, v=0,1,... (3.1)

Dabei sind die D; lineare und beschriankte Operatoren auf B und D, sei umkehrbar. (Die
D; bauen sich wieder aus Linearkombinationen von Potenzen des Shiftoperators Ta, auf.
Bei gegebener fester Beziehung zwischen h = At und den Az; sind die D; dann noch vom
Parameter h abhéngig.)
Mit

C;Y -D;'D; j=0,...,q-1 C5=Ci(At)
erhélt man

q
w™ =3 Ot
=1

Nun betrachten wir den Produktraum BY? mit der Norm w € BY:

q
el 2% S el I | Norm in B
i=1
Setzen wir
wdtv
Wt (€ BY)
ul/-‘rl

dann ist das Mehrschrittverfahren in B dquivalent zum Einschrittverfahren

w't = C(At)w”

mit
qul quQ CO
1 0 0
ca=| o I 0
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C(At) ist nach Definition und nach Konstruktion von ||| - ||| ein beschrinkter linearer
Operator von B? in BY.

Um das Verfahren zu starten, benétigt man den Anfangsvektor w®. Wir stellen uns zunéchst
vor, die exakte Losung sei auf ersten ¢ Zeitschichten bekannt, d.h.

u® E((q—1)h) -~ 0
w' =S : mit S % :
u® 0 - E(h)I
Dann wird
u°
w” = C(h)"S :
u°

wéhrend die entsprechend gebildete Grofle aus den wahren Werten geschrieben werden
kann als
u? E(h) -+ 0
w(vh) = Eg(h)"S | Ey(h) =
u® 0 - E(h)

Es ist also offensichtlich das Verhalten von
C(h)” = Eq(h)”

entscheidend fiir das Verfahren. Berechnet man die ersten ¢ Zeitschichten mit einem ande-
ren Verfahren, dann hat man in der Formel fiir w” noch einen zusitzlichen Term C'(h)” Aw®.
Wir sehen voraus, daf3

[|Aw°[]| —0.
h—0

Dann beeinflufit dieser Fehler Stabilitdt und Konvergenz des Verfahrens nicht, allenfalls
die Konvergenzordnung.

Definition 3.11 Das Verfahren (8.1) heifst konsistent zur AWA, wenn es eine Menge
Do C B, D¢ = B gibt mit E(t)ug klassische Lisung fir jedes ug € Do und

lim %I\\(C(h) _ B, (h)Sa(t)||| =0 gleichmapig in ¢ € [0,T]

h—o0

Ug
wobei a(t) @ B ()| 1 | € B O

Uog
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Definition 3.12 Das Verfahren (5.1) heifit konvergent, wenn fir jede Nullfolge {h;} und
{n;} € N mit n;h; — t € [0,T] gilt

Uo Ug
lim [[|C(h)™(S | ¢ | +Aw) = By(t) [+ | I[=0
Awl—0 Ug Ug

Definition 3.13 Die Schar von Differenzenoperatoren

heifit stabil, falls |||C'(h)"||| < K fir 0 < h < hy und 0 < nh <T mit einer von h und n
unabhdngigen Konstanten K. O

Satz 3.9 Die AWA sei sachgemdfs gestellt und das Mehrschrittverfahren sei konsistent.
Dann ist das Verfahren genau dann konvergent, wenn Mp stabil ist.

Beweis: analog zum Beweis in Satz 3.1.1 . Die zusétzlichen Betrachtungen sind analog zu denen
bei MSV fiir gewohnliche DGLen. Der Beweis kann z.B. im Buch von Richtmyer und Morton
(Abschnitt 7.3) nachgelesen werden. O

Wir betrachten jetzt einige Beispiele von MSV.
Zunichst formen wir MSV fiir die Aufgabe

U = Ugy reR, 0<t<T

uw(z,0) = wug

auf ESV um:

Beispiel 3.9 Das “5-Punkt-Verfahren” (Semidiskretisierung mit expliziter Mittelpunktre-
gel) ergibt
u’t? — 1

— T*l —97J T - v+1
oh (A a2 T

oder
't =¥ + 20(TxL — 21 + Ta,)u” ™ p=
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d.h.
[ 2p(Tay =20+ Tas) 1
(Wir werden in Abschnitt 3.5 zeigen, daff Mp = {C(h) : 0 < h < ho} nie stabil ist.)
O
Beispiel 3.10 Das Verfahren von Du Fort und Frankel
uu+2 —u¥ 1 B . , .
N )
1
(: e ((Tg; + Tag)u’ ™ — 2wt — (w2 — 2u T + u”))
1
= W ((T&; — 21+ TAw)uV—H - (Ax)2utt<x7 91/)) ‘911 E]tl,, tu+2[
d.h. hier wirkt ein hyperbolischer Term stabilisierend/)
ergibt
2p _ 1-2p
v+2 T . T 1y, v+1 v
“ 1+2p(A+ ae )Y T
d.h. % o7 Ty Lo
C(h) R
I 0
O

Beispiel 3.11 Semidiskretisierung und 2-Schritt BDF (Gear)

5 (2 1 L 1 ~1 +2
Qov+2 v R 7 B AN Tl oL+ T )u?
Qh(u u’) 2h(u u”) (A$)2< A + Taz)u
d.h.
3uvt? — 4yt v = Qp(TA—; — 2] + TAx)UV+2
A(=2p(Tx} +Tas) + B +4p) )" —(--)7!
C(h) =

I 0
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3.4 FErginzungen zur Lax-Richtmyer-Theorie

Wie wir zuvor gesehen haben, spielt die Stabilitdt der Schar von Differenzenoperatoren
Mp ={C(h): 0 < h < hy} eine entscheidende Rolle. In diesem Zusammenhang ist es
wichtig, dafl man bei einer “leichten Abédnderung” des Differenzenschemas die Stabilitat
nicht verliert:

Satz 3.10 (Kreiss): Es sei P(B, T, A) eine sachgemdjs gestellte Aufgabe

Mp = {C(h) : 0 < h < ho} sei ein stabiles Differenzenverfahren zu P(B,T,A) und
{Q(h) : 0 < h < hy} irgendeine Schar von gleichmdflig beschrinkten linearen Operato-
ren B — B. Dann ist

Mp ={C(h)+hQ(R): 0<h<hg}

ebenfalls stabil.

Beweis: Nach Voraussetzung gilt
IC(R)"|| < K; fir neN, he€]0,hy] undnh <T
Nun gilt:
(C(h) +hQ(h)™ = (C(h)+hQ(h))---(C(h) + hQ(h))
m (V)
= D 1D P
v=0 k=1

Py, = Produkt aus v Faktoren Q(h) und m — v Faktoren C(h)
max v + 1 Potenzen von C(h) trennen die Faktoren Q(h)

(Man beachte, dafl C'(h) und @Q(h) nicht vertauschbar zu sein brauchen, dafi also die binomische
Formel nicht notwendig gilt!)

Anwendung der Dreiecksungleichung liefert:

() .
lcm +rQu)™| < S rKy =03 (7))
v=0 k=1 v=0

= Kl(l + hKlKQ)m < K; exp(mhKlKg) < K; exp(TKlKg) O

Die grofie formale Einfachheit der Lax-Richtmyer-Theorie in der bisher formulierten Form
ist durch einige einschréankende Voraussetzungen erkauft worden:

1. Es werden nur reine Anfangswertaufgaben betrachtet. Dies kann man durch Ein-
arbeitung von Randbedingungen in den Raum B erreichen, erhilt dann aber bei
inhomogenen Randbedingungen inhomogene Anfangswertaufgaben, vgl. dazu unten.
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2. Es werden nur lineare Anfangswertaufgaben mit zeitunabhéngigen Koeffizienten be-
trachtet. Man kann jedoch wesentliche Teile der Theorie (hinreichende Konvergenz-
bedingungen) auf viel allgemeinere Félle ausdehnen, vergleiche dazu bei Ansorge.

3. Alle Differenzenoperatoren sind auf dem gleichen Banachraum B wie die AWA selbst
definiert und bilden ihn in sich ab, man hat es also nicht mit Gitterfunktionen zu
tun, wie wir sie zuvor bei gew. DGLen betrachtet haben

4. Die Differenzenoperatoren sind fiir kontinuierlich variierende Schrittweite definiert

Von den Voraussetzungen 3. und 4. kann man sich durch Einfiihrung “streng endlicher”
Differenzenverfahren befreien. Ein solches Resultat ist (vgl. fir den Beweis bei Meis-
Marcowitz):

Definition 3.14 Sei hg > 0 fest. P(B,T, A) sei sachgemdf gestellt.

(i) Die Folge
MD - {(Bl/arllv Cl/) Ve NO}

heif3t streng endliches Differenzenverfahren, wenn gilt

B, ist ein endlich-dimensionaler Banachraum mit der Norm | - ||*)

1, ist eine lineare Abbildung (Restriktion) von B in B, und

lim, .o [, ()| = [le|| (Ve € B)

C,: B, — B, linear, C, = C,(h,) und h,.1 = h,/k,, k, € N\{1}

(Konkret ist C, definiert mit Hilfe von Zeitschrittweiten h, und Shiftoperatoren
T(azy),w- Die Gitter {jh,} sind kohdrent.)

(i) Mp heifit konsistent, wenn es einen in B dichten Teilraum D¢ gibt mit Do C Dg,,
so daf$ fiir c € D¢ gilt

1
lim —||C, o 7, Eo(t)(c) — 7, 0 Eo(t + h,)(c)||) =0 glm. in [0,T]

v—00 hz/
(i1i) Mp heifit stabil, wenn die Menge
{IcoI®: veN,, neN, nh, <T}

beschrankt ist.

(iv) Mp heifst konvergent, wenn fir alle t € [0,T] mit t = n,h, fir ein n, € Ny und
ein v € Ny gilt:
T |G o m(e) = 10 Ep()(e)| ) =0

nuhy, = nyh,
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Es gilt:

Satz 3.11 Ist ein streng endliches Differenzenverfahren konsistent und stabil, dann ist
es auch konvergent. (Beweis siehe bei Meis-Marcowitz) U

Wir betrachten nun noch inhomogene lineare Anfangswertaufgaben

u'(t) = Alu(t)) +9(@)  te[0,T]

W0 = (3.2)

Es ergibt sich, daf die Konsistenz und Stabilitét fir das homogene Problem ( g = 0 )
ausreicht, um die Konvergenz auch fiir die inhomogene Aufgabe sicherzustellen.
P(B,T, A) sei im folgenden eine sachgeméif gestellte Anfangswertaufgabe (3.2).

Von der Inhomogenitét
g: [0,T)— B

setzen wir Stetigkeit voraus und benutzen als Norm

= t
llgll = mas. la(e)

wobei || - || die Norm in B ist.

Bemerkung 3.7 In den Anwendungen tritt zundchst in der Regel ein Anfangsrandwert-
problem auf, das geschrieben werden kann als

w(t) = A(u(t))+g(t) te|0,T]
Aqu(t) h(t (Randwerte)
uw(0) = wuy up€ B (Anfangswerte)

Dabei ist Ay ein linearer Operator, der die Projektion von B auf die Randwerte (in den
Raumkoordinaten) darstellt.

Die Randvorgaben sind hier also inhomogen. Sei nun eine hinreichend glatte Funktion w
bekannt mit
Aqw(t) = h(t) te0,7)

und
def
V= U — W.

Dann bekommt man
o(t) = Av(t) + g(t) te€]0,T]

Ap(t) = 0
v(0) = wup— w(0)
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mat
g(t) = g(t) + Aw(t) — w(t)

(d.h. w muf$ in D, liegen). Definiert man nun
~ def
DA:DAH{UGBZ Alv:O}

dann kann man schreiben: Gesucht © € Dy :

(1) = Aot) +g(t)
0) = wup—w(0)

SN
S

d.h. man hat jetzt ein reines Anfangsproblem in einem modifizierten Funktionenraum, al-
lerdings mit inhomogener DGL auch fir g = 0. U

Wir betrachten also weiter unser inhomogenes Anfangswertproblem (3.2). Wir erinnern
zunéchst an die Losungsformel fiir eine skalare lineare inhomogene Differentialgleichung

y(t) = Ay(t) +g(0),  y(0) =yo

t
y(t) = Myt / o= g(s) ds
0

Dem Term e* entspricht in unserem Fall hier der Operator E(t) und man nennt

u(t) = E(t)(uo) —{—/0 E(t—s)g(s) ds (3.3)

die verallgemeinerte Losung der AWA (3.2). Diese verallgemeinerte Losung ist (im Sin-
ne der Differenzierbarkeit in B) bei beliebigem g € C([0,T], B) nicht differenzierbar. Nur
wenn ¢ “geniigend glatt” ist, kann man tatséchlich differenzieren:

Definition 3.15 Es se:

D; = {ce B: u(t) = E(t)(c) ist differenzierbar firt =0}

A Ap,— B undc— u(0)

Bemerkung 3.8 Fir c € Dy ist u tberall in [0,T] differenzierbar wegen

i (ults +h) —u(t) = E(t)(E(h)(c) = c)
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Mit beliebigem g € C([0, 7], B) definieren wir

i) / " o E()(glt)) dr

Dabei sei Tr(p) C|0,7T[ und ¢ € C*°(R,R). Man nennt g eine Regularisierung von g. Man
kann ¢ so konstruieren, daf§ bei gegebenem € > 0 ||g(t) — g(t)|| < ¢

Vt € [0,T]. Benutzt man § als Inhomogenitét anstelle von g, dann hat man Differenzier-
barkeit der verallgemeinerten Losung (3.3), d.h. auf D ;

([ Be-9atsnas) =)+ A( [ B - )(a)0)
d.h. letztendlich fiir up € D
w(t) = Au(t) + §(t)

Den Beweis dieser Beziehung und des nachfolgenden Satzes kann man bei Meis-Marcowitz
nachlesen.

Satz 3.12 Gegeben seiug € B, g€ C([0,T],B) und ein konsistentes und stabiles Dif-
ferenzenverfahren Mp = {C(h): 0 < h < ho} fiir die sachgemdf§ gestellte Anfangswert-
aufgabe P(B, T, A).

Ferner gelte lim n;—o hjn; =t € [0,T], und © € [0,1] fest. Dann konvergiert die Lisung

n ;— 00
J

u™) der Differenzengleichung

u = C(hj)(u(”_l)) + hjg(vh; — ©h;), v=1,...,n;

fiir j — oo gegen die verallgemeinerte Losung (3.3) der AWA (3.2). O
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3.5 Kriterien fiir die Stabilitidt von Differenzenverfah-
ren

Aus der bisher dargestellten Theorie folgt, dafl es geniigt, Konsistenz und Stabilitit ei-
nes Differenzenverfahrens zu beweisen, um die Konvergenz sicherzustellen. Die Konsistenz
folgt in einfachster Weise aus der Verfahrenskonstruktion (mittels des Taylor’schen Satzes).
Es bleibt somit “nur” noch die Aufgabe, nach einfachen hinreichenden bzw. notwendigen
Kriterien fiir die Stabilitét, d.h. fiir die gleichmé&fBige Beschrénktheit der Operatorenfamilie

{C(h)": 0<h<hy nh<T}

zu suchen. Im Spezialfall einer DGL mit konstanten Koeffizienten gelingt dies mittels der
Methode der Fouriertransformation, die wir im Folgenden besprechen werden. Auch fiir
nichtkonstante Koeffizienten und sogar fiir nichtlineare Probleme gibt es einzelne Resultate,
in diesen Fallen 148t sich aber oft die Stabilitdt im Einzelfall direkt einfacher zeigen, als
das Vefahren erst in die allgemeine Theorie einzupassen.

Wir beginnen unsere Darstellung mit einigen Ergebnissen aus der Theorie der Fouriertrans-
formation. Die gesamte Darstellung kann ganz analog auf mehrere rdumliche Veréanderliche
iibertragen werden.

Im folgenden ist B einer der Rdume
Ly(R,C"), Ls((0,27),C"), Ly((0,m),C").
Damit, der allgemeinen Theorie entsprechend, der Translationsoperator T, auch im Falle

Ly((0,27),C") und Ly((0,7),C") beliebig angewendet werden kann, denken wir uns die
Funktionen entsprechend fortgesetzt:

fj(cil(ﬂ + 27) ): fJ(CSE')) (Vz € R) fiir f e Ly((0,27),C")
T+ 27) = €T ) .
f(z) = —f(-x) } (Vz € R) fiir [ € Ly((0,m),C")

Durch diese Fortsetzung wird der Raum Ly ((0, ), C") zu einem abgeschlossenen Teilraum
von Ls((0,2m),C").

Funktionen f aus Ly((0,27), C") und Ls((0,7), C") sollen entsprechend dieser Einbettung
k-mal stetig differenzierbar heiflen, wenn ihre Fortsetzungen auf R k-mal stetig differen-
zierbar sind, d.h. also insbesondere auch periodisch. Fiir Ly((0,7),C™) ergeben sich dann
auch automatisch Nullrandbedingungen fiir die geradzahligen Ableitungen:

fP0)=f*(r)=0 v=0,...,(k/2) feCHR,C") N Ly((0,7),C")
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Satz 3.13 Die Abbildung (Fourierentwicklung)
Sonm ¢ Lo((0,2m),C") — 1(C")

@@ﬂ::{@@b@,a@ecn f:MWF<m,hﬂwwnD

V=—00

definiert durch

f = H{alv): veZ}
def

1o . .
a(v) = E/o f(z) exp(—ivz) dx i=+-1

ist ein normtrever Isomorphismus des L2((0,27), C") auf den l5(C") (d.h. Forn ist linear,
surjektiv, injektiv und erfillt ||F2xn(f)l = I £1l)
Ist a € 15(C™) gegeben und setzt man

1
T) = —— a(v)exp(ive =0,1,...
W)= 7= 3 a)emliva)
dann ist die Folge { f,,} eine Cauchyfolge in Ly((0,2m),C"). Sei f der Grenzwert von { f,}.
Die Zuordnung

a— f

wird als inverse Fourierentwicklung bezeichnet (Sz_ﬂln)

Wenn f stetig und von beschrankter Variation ist auf [0,27], dann konvergiert f, — f
sogar gleichmdfsig.

Falls f € Ly((0,7),C"), dann gilt a(v) = —a(—v) Yv € Z. O

Fiir periodische Funktionen bzw. periodische Fortsetzungen von auf einem Intervall defi-
nierten quadratintegrablen Funktionen hat man somit in der Fourierentwicklung ein einfa-
ches formales Hilfsmittel zur Beschreibung. Dieses Hilfsmittel werden wir dann auf Funk-
tionen (C'(h))*(ug) mit uy € B anwenden.

Sind die Funktionen nicht periodisch, dann tritt an die Stelle der Fourierentwicklung die
Fouriertransformation.

Rein formal ist die Fouriertransformation einer quadratintegrablen Funktion f definiert

durch
def

ﬂwﬁéiﬁjmmmm@m @z (Hw) f:R-R"
Fiir jede Stelle x, an der f endlich ist, gilt dann

def

fa)? = [ et di (5, 0)0)




142 3. Die Stabilitédtstheorie von Lax und Richtmyer ERG

Genauer:

Satz 3.14 (Fouriertransformation) Es sei f € Ly(R,C") und

de .
guy) = [ F(@) exp(—iyx) do
peN yelR
def .
fuly) = A= [0, g(x) expliyz) do

Dann sind die Folgen g, und f, Cauchyfolgen in Lo(R,C") mit Grenzwerten g und f. Die
Zuordnung f — g und g — f sind normtreue Automorphismen von Lo(R, C™) auf sich.
Die zweite Abbildung ist die Umkehrung der ersten.

Wenn f bzw. g kompakten Triger haben, konvergieren die Folgen auch punktweise, sonst
im allgemeinen nur im Mittel. O

Fiir die Fourierentwicklung und die Fouriertransformation gelten einige niitzliche Rechen-
regeln:

Satz 3.15 Fir Az € Ry seiea, : R — C erkldart durch ep,(x) wf exp(izAx).
Dann gilt:

Sorn(Tae([)) V) = ena(V)Sorn(f)v) (v E€Z), [e L((0,27),C")
Sn(Taa(f))(w) ens(u)8n(f)(u)  (f € Lo(R,C"))

g

Bemerkung 3.9 Man kann villig analog auch Fourierentwicklungen und - Transformationen
fiir mehrere Raumuvariablen betrachten, doch werden wir dies hier nicht benutzen. 0

Wir betrachten nun zu einer linearen Anfangswertaufgabe eine (implizite) Differenzenap-
proximation der Form

C(h) = (fj Bu(x W)TS,) (fj Az TX,)

Dabei sind B,, A, reelle n x n-Matrizen und mit A € R fest.

Az = % (hyperbolischer Fall)

Az = /% (parabolischer Fall)

Bei der Anwendung der Fouriertransformation denken wir uns die Variable z in den Ko-
effizienten “eingefroren“. Die Rechtfertigung dafiir liefert der spéater angefithrte Satz von
Lax-Nirenberg.
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Definition 3.16 Die durch die Vorschrift

k

G(h,y,x) = <zk: exp(iuyAx)BAx,h)) : <Z exp(iyyAx)A,,(x,h)>

v=—k v=—k

-1

definierte n x n-Matriz heifst die dem Differenzenverfahren
Mp ={C(h): 0<h<hg}
zugeordnete Amplifikationsmatrix. Daber ist

re€Z = R oder(0,2r) oder (0,7)
R fir T=R

yelF = Z  fir 7T =(0,2m)
N fir Z=(0,n)

Sind die Koeffizientenmatrizen des Differenzenverfahren alle x-unabhdingig, so
schreibt man auch kurz G(h,y) statt G(h,y,z). O

Satz 3.16 FEin Differenzenverfahren mit ortsunabhdngigen Koeffizienten ist genau dann
stabil, wenn es eine Konstante K € Ry gibt mit

HG(h,y)V”g S K 0<vh S T, vV E N, h S ho, Yy < F. (34)

Bewezs:
1.Fall B=LyR,C"), IT=R, F=R.
(Anfangswertproblem auf der reellen Achse)

a. (3.4) ist hinreichend.

Sei g def (C(h))(f) mit f € B. Dann folgt wegen der Ortsunabhéngigkeit
k
(( > BTE. ol ) - 3 B0, O30
v=—k
v=—k
k

e exp(i(-)vAz)

also
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und entsprechend
8 (0" () = 6 (h ()

Da §,, normtreu ist, folgt

lew = 15 (cmym)l
G (h, )3u(1)]
sup |G (o) [8(1)]| < K]

ye

IN

und da f beliebig war, folgt die Behauptung.

b. (3.4) ist notwendig.
Indirekter Beweis: Es existiere fiir beliebiges K € R ein w € R, ein hy €]0, hg[, ein Il € N
mit hyl < T, so dafl
HG(hl,w)l”Q > K.

Sei
St) Y Ghy,y),  dh. S(w) = G(hy,w)
und def
A= [[S(w)]l2 > K
Nun gilt:

(a) 3 v e C" mit v7SH (w)S(w)v = A2y

(b) 3 f e Ly(R,C"), f stetig mit f(w) =v

d.h.
Fw)H % (w)S(w) f(w) > K f(w)™ f(w)

Da f stetig sein soll 3 [wp, w1] mit wy < w < w; und
F) " s"(w)S(u) fu) > K2 f(u)" f(u)  Vu € [wo,w)
Sei
() def { f) v € fwo, wi]

0 sonst

Nach Konstruktion ist
ISC)fIIZ, > K2 f1I7,
Somit
Kllgll = K1 <ISC)fIl = G (h1, ) Snl9)l
= [3(C(h)'g)ll = I(C(h1)) gl

Das Differenzenverfahren kann also nicht stabil sein.
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2. Fall: B = L15((0,27),C"), F=27Z bzw. B=Ly((0,7),C"), F=N.
Dann ist

Forn(TA(NV) = exp(ijAz)Fomn(f) (V)

k k
3" Bi(WForn(TR, (W) = Fomnl D Bi(WTA, ()
j=—k j=—k
k
= > Bj(h) exp(ivjAz)Forn(f) (V)
j=—k
Analog
k
ol Z Aj (T, ()W) = > Aj(h) exp(ivjAz)Farn(g) (V)
j=—k j=—k

Definiert man also f durch

dann ist

Sorn(f)(v) = <Z Bj(h)exp(ivjAzx) > (Z A;(h)exp 11/jAa:)){§27r,n(g)(z/)

j=—Fk j==k

= G(h,v)F2rn(g)(v)
und entsprechend fiir
fo=(Ch)™(9)
Sorn(f)(v) = G(h,v)"Fann(9)(v)

Somit

A1 =D 1B2mn (DW= Y 1G(h,v) " Fomnl(9) W)

velF veR

< swp |Gl )12 S T R 2rn(9) ()2

veF

< (swplGn,o)™) lol?
velR

d.h. aus der gleichméfigen Beschrianktheit von ||G(h,v)™|| folgt die Stabilitt.
Umgekehrt existiert zu jedem v und m mit hm < T ein g, ., € C" mit
1G(h, )" gumll = [IG(h )™ [, llgomll =1

Sei
(@) Ly, explive)
27T I/,m



146 3. Die Stabilitédtstheorie von Lax und Richtmyer ERG

Dann wird
gl = llgvml =1

und

ICR)™ = ICR)™ (@ = [If]l = F2rn (£ @]

|G (h, )" F2mn(9) W) = G (R v)" gl = [|G (R, v)™]

d.h. aus der Unbeschrénktheit von |G (h,v)™|| folgt die Instabilitéit des Verfahrens Mp. O

Bemerkung 3.10 Aufgrund der Einbettung durch periodische Fortsetzung ist ein Verfah-
ren, das in Lo(R,C") stabil ist, auch in Lo((0,27),C") bzw. Lo((0,7),C") stabil. (Die
Umkehrung gilt nicht, doch sind diese pathologischen Fdlle ohne praktisches Interesse).
Man untersucht deshalb die Stabilitit der Verfahren stets anhand der Matrizen G(h,y) mit
y e R. 0

Die Frage der Stabilitéit von Differenzenverfahren ist damit zuriickgefiithrt auf die Frage der
Beschréanktheit von Matrizenpotenzen in der euklidischen Norm, die immer noch schwierig
genug zu behandeln ist. Zunéchst ein einfaches notwendiges Kriterium:

Satz 3.17 (von Neumann-Bedingung)
Es sei Mp ein Differenzenverfahren mit ortsunabhdngigen Koeffizienten. Es seien

Ai(h,y) die Eigenwerte von G(h,y)
o(h,y) = max;—i1), |Aj(h,y)| der Spektralradius von G(h,y).

Notwendig fir die Stabilitat des Differenzenverfahrens ist

o(h,y) <14 Kh, My, 0 < h < hg)

Beweis: Mp sei stabil und somit nach Satz 3.16
o"(hyy) < |Ghoy)™| <K Wy, ¥mh: mh<T

Somit 3
o(h,y) < KYm

0B.d.A. kann K > 1 angenommen werden. Da m maximal gewéhlt werden kann mit mh < T,
d.h. mh > T — h, kann man weiter abschétzen

- _h_ ~ b ey
o y) < Konn < 77 % ()

Esist f(0) =1, f konvex auf |0, 7], wie man durch direkten Nachweis von f” > 0 sieht, somit

f(h?z)_lh fir 0<h<hy O
0

K

f(h) <1+
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In speziellen Fillen ist die von Neumann-Bedingung auch hinreichend, ndmlich immer
dann, wenn der Spektralradius selbst eine Norm ist:

Satz 3.18 Es sei Mp ein konsistentes Differenzenverfahren mit ortsunabhdngigen Koef-
fizienten. Es seien G(h,y) die Amplifikationsmatriz zu Mp und

Aj(h,y) die Eigenwerte von G(h,y)
o(h,y) der Spektralradius von G(h,y).

und
o(h,y) <1+ Kh firalle y€F und0<h < hg

Ferner gelte:

1.
1G(h,y)|loe < K~
INi(h,y)] < p<l VyeF, 0<h<hy, j=2,...,n
oder
2.
GG" =GH"G  (WeF, 0<h<he)
oder

3. Die Matrizen A,(h), B,(h) sind simultan diagonalisierbar, die Transformationsma-
trizen T'(h) und T=(h) seien gleichmdfig beschrinkt in 10, ho).

Dann ist Mp stabil in Ly(R).

Beweis:
Zu (1):

Zunéchst wird G(h,y) auf Schur-Normalform transformiert. Ist G eine m x m-Matrix, dann
existiert U € C"™*™ unitér mit

UH(hv y) G(h7 y) U(h‘a y) = R(h7 y)

R(h,y) obere Dreiecksmatrix. Auf der Diagonalen von R treten also die Eigenwerte von G auf,
0.B.d.A. mit der Numerierung

M = Riu=1+0(h)
Aj = Rjj, j=2,...,m.

Es sei hg so klein, dafl A1 > (1 + u)/2.
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Der néchste Transformationsschritt besteht nun in der Herstellung einer Block—Dreiecksmatrix.

AN O oeeees 0
0
0
Setze dazu
AN orH
n=(% %)
Ale —2HR = —T‘H,
d.h.
e ONY e 1)
Definiere
1 2"
T < o > |
Es ist

Til _ 1 —xH
0 Imfl
(alle Matrizenkoeffizienten héngen von h und y ab!)

Dann wird

TR — 1 —2f AM )xlacHA—i- rH _ A Nzf +T‘fl —2HR
0 I,-1 0 R 0 R

B A0
B 0 R )’
Im ganzen haben wir dann

T (h,y) UM (h,y) G(h,y) U(h,y) T(h,y) = < Aol % > -

Weil die Elemente unitidrer Matrizen betragsméssig kleinergleich 1 sind, gilt fiir die Auerdiago-
nalelemente von R die Abschéitzung

|Rij(h,y)| < m®max [(G(h, y))i;| < m*K* < K,

)

Vh €]0,hol, i=2,...,m, j=1i+1,...,m.Diegleiche Abschéitzung gilt auch fiir die Elemente
H
von r'.
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Fiir die Elemente von z gilt wegen der rekursiven Berechnung (mit = = (&a,...,&,)7)
(A — RH)x = —r
& < K7/(ME - p) = 2K7/(1 - p)

k()4 -n) =8
1=2

und wegen p < 1 die universelle Abschétzung

IN

31

&) <mtan /(- ke Y K =2 m,
Somit gilt

_ — def *okk
TR ) T Bl 1T 9)lloos 1T (s )l < KW= K 41,

dif 1—p
= 2(m—1)(K**+1)

D= diag(l, 5, 82, ... 5m—1).

Sei schliefllich mit § <1 (m>2)

Dann ist
AM O -0
p'r-'vfqurp = | | X
: R
0
und A
RZ] = Rijéj_’
somit . .
IR|1, [[Rlloo <+ (m—2)K"6=p+ % ﬁ KI*(*-H (1-p) < HTH <1,
d.h. mit
A Y paryHgurp
|Alle = [M| <14 Kh,
[AlL = [M]
d.h.

1A [[oo, [|A™ [l < exp(KT)

firnh <T, 0<h<hyg, néeN.
Dies ergibt

J4"z < (47| A1) < exp(KT)

und wegen
|G(h,y)"ll2 < [|A"[]2 cond,(U) cond ,(T) cond ,(D)
COHdH_||2(U) =1
COHdH.HQ(D) = (51_m
COHdH.”Q(T) < ( COIld”_”oo(T) COHd||_||1(T))1/2 < K(4)
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ergibt sich
G (h,y)"||2 < exp(KT)K®st=m

VyeF, 0<h<hy, neN: nh<T.
Zu (2):
G normal <= G unitir diagonalisierbar.

IG"l2 = U"G"Ull2 = [(UTGU)" |12 = | AGl2
X < exp(KT)
fir0<nh<T, O0<h<hy, neN, yeF.
Zu (3):
Sei T'(h) die Matrix, die die A, (h), B,(h) simultan diagonalisiert.

Aya,(h), Ap,(h), Ag(h) seien die entsprechenden Diagonalmatrizen. Dann ist

IG"(h )l = TN ()G (R, y)T(R)" T~ ()]l
< condy,(T'(h)) |AT (R, y)| < K exp(KT),

da condy |, (T'(h)) < K fiir 0 < h < hg nach Voraussetzung. O

Beispiel 3.12

Uy = G Ugy + bug + cu, 0<t<T, 0<z<2r
(u(@,0) = wox) € Ly(0,27]))
def At
(Ao)? fes

Ezxplizites Verfahren:

Uni1 (1) = up(®) + Na®(Tay — 21 + Tag)un () + 5VANTaz — Ty )tn(z) + chu,(x)
G(h,y) = (1+ch—2X\a?) + 2X\a*cos(yAx) + bV h isin(Az -y)
€ [L+ch —4Xa®, 1 4 ch] x [-ibVhX,ibV A

G skalar, also normal

*(G) = (1+2Xa*(cos(yAz) — 1) + ch)* + b\

= (1 +2Xa*(cos(yAz) —1))* + O(h)

< 1+0(h)  fir XA<1/(2d%)
(die Terme bu, und cu sind also fir die Stabilitit (dies ist eine asymptotische Eigenschaft!)
unerheblich, aber natiirlich bei konkreten Werten von h = At und Ax nicht fir die Genau-
igkeit) O
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Beispiel 3.13

Fiir cos(yAz) # 1 erfillen die beiden Eigenwerte A, Ay von G die Bedingungen

(

Un+1
Unp,

Uy = Ugg,

)@

G(h,y)

Mo = —1,

(
(

0<t<T, Ax=
Naive Diskretisierung der Konsistenz O(At?) + O(Ax?):

Uy 1 () = U1 () + 20N Tz — 21 + T u, ()
Als Einschrittverfahren geschrieben lautet dies

ON(Tar — 21 +Tx)) 1

I

0

)

Up

)(

Un—1

)@

4\ (cos(yAx) — 1)

1

))

A1+ A2 = 4X(cos(yAz) — 1)

das Verfahren kann also fiir keinen Wert von X stabil sein.

Beispiel 3.14

Verfahren von du Fort und Frankel:
Als Einschrittverfahren geschrieben

FEs wird

Up = Ugy, 0<t<T, Ar =
) 255 (Tan +Thy) T3
( n+1 ) (1’) —
tn I 0
% cos(yAx) }jr—gi
G(h,y) =
1 0

€ [-8),0[< 0,

I\

Unp,
Up—1

Die Figenwerte Ay und Ay von G(h,y) sind (mit « et yAx = y\/h/\)

2\ cosa =+

Ao =

1 —4X2sin? a

1+2A

Als Funktionen von cos o verlaufen |\, |A2| wie folgt:

1
A:E

cos &

151
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Wegen Satz 3.18 (1) folgt somit die Stabilitit des Verfahrens fir alle Werte von A >0 [

Beispiel 3.15  u, = Au, A # 0 reell symmetrisch
YN
Naives Differenzenverfahren:
ta(e) = (14 3A(Ta, T30 Jun ()
G(h,y) = I+ilAsinq, a = yAxr =yh/\
G ist normal, da A reell symmetrisch ist, und
0o(G(h,y)) = (1+ A¢*(A) sin® ) /2

Wegen sin(a) = 1 fiir geeignetes y und o(A) > 0 liegt somit Stabilitit genau fiir

N = O(h)
vor, d.h. wir haben eine extreme, dem Problem nicht angepafite, Schrittweitenbegrenzung.
O
Beispiel 3.16  u; = Au,, A#0  reell symmetrisch
A=h/Ax  fest.
Friedrichs-Verfahren:
1 1y A -1
(@) = (§(Tae +T5)) + SA(Ta = T5)) Jun(a)
G(h,y) = cosa-I+ilsina- A, a = yAzx
G ist normal. Ferner gilt
0*(G) = cos® a + A*sin® ap?(A).
Stabilitat liegt also vor fiir
A< 1/0(A),
ein sehr viel besseres Resultat als in Beispiel 3.15 . O
Beispiel 3.17  u; = Au, A n xn reell diagonalisierbar.

A h/Ax  fest.
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Lax—Wendroff-Verfahren:
C(h) =1+ INA(Tay — Tay) + AN A (Ta, — 21 + Ty,)
Amplifikationsmatriz G(h,y):
G(h,y) =1 +idsina- A — M\ A*(1 — cosa), a = yAx
FEigenwerte von G(h,y):
Aj=1—=Xp5(1 — cos ar) + iX(sin )y, p; = Eigenwerte von A

Wegen Satz 3.18 (3) liefert die von Neumann-Bedingung eine hinreichende und not-
wendige Stabilititsbedingung:

NP = Msin®apd + (1 — Np5(1 = cosa))?
= 4AN?sin?(%) cos® (S5 + (1 — Nu3 (COSZ(%) + sin(%) — (cos®($) — sinz(%))))2
= 4AN*sin®(9)p5 — AN sin®(§)pd + 1 — 4N sin®(§)pF + 4N 4 sin ($) 5
= 1—4Npdsin’($)(1 - uf) <1
fiir

In Satz 3.18 geht man davon aus, dafl eine Abschétzung
o(G(h,y)) < 1+ Kh

unmittelbar moglich ist. Selbst wenn dies erfiillt ist, kann der direkte Nachweis doch sehr
schwierig sein. Es ist deshalb niitzlich, auch andere hinreichende Kriterien fiir die Be-
schranktheit von ||G™(h, y)|| zu besitzen. Eines liefert der folgende Satz von Lax und Wen-
droff: (Comm. on pure and applied Math. 17, (1964), 381-398)

Satz 3.19 FEs set A € C™*"™ und mut

H
def T AT
R(x; A) = ppe

|R(z;A)] < 1 zreC", x#0

Dann existiert eine Konstante K(n) mit
|A™]|2 < K(n) Vm € N.

(Der Beweis wird tiber die Schursche Transformation auf Dreiecksgestalt und zundchst fir
n = 2 gefiihrt. Dann Induktion iber die Dimension n.) U
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Satz 3.20 Laz—Wendroff-Bedingung:
Hinreichend fir die Stabilitat eines Differenzenverfahrens (fir eine AWA mit konstanten
Koeffizienten) ist

|R(x;G(h,y))| <1+ Kh VeeC", x#0

Beweis: Man setze A ¢~ K" G(h,y) und wende Satz 3.19 an:
R(z;A) < e ®hM1 4+ Kh) < 1.

Damit
[|[A™|]2 < K*(n)Vm € N

und deshalb
IG(h,y)"|l2 < """ K*(n) < e"TK*(n)

Eine Anwendung dieses Satzes liefert

Beispiel 3.18 Hyperbolisches System in zwei Ortsvariablen:

u = Aug + Buy
u = u(z,y,t) GCR?x[0,T] - R"

A, B reell symmetrisch

Differenzenverfahren:
Un1(2,y) = ($(Taz+Tay +Tay + T&j)

M A(Tag = Tad) + X B(Tay — Tag) ()

(dies ist die unmittelbare Ubertragung des Friedrich-Verfahrens auf 2 riumliche Variablen)

und h h
— o= —. hEAt
2 Ay7

Die Amplifikationsmatriz G hdngt nun von zwei Parametern r, s ab und

a; = rAx, g = SAy
G(h,r,s) = <eudemal i\ sinag A+ AysinagB).
Da A und B reell symmetrisch sind, ist G normal und v Au, v Bu € R. Also

|R(u; G(h,7,8))]> < 4(cos®aq + 2| cos oy cos as| + cos® an)

—i—)\% sin? oy QQ(A) + 2\ Ao| sin g sin as|o(A)o(B) + )\g sin? 042@2(8).
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Fir
A

IN

folgt
|R(u; G(h,7,5))]> < 3(cos® ay + cos® az + sin® oy + sin® ap) = 1

(weil 2| cos ay cos as| < cos? ag + cos? ay und 2|sin ay sin ag| < sin? a; + sin ay ).
Somit liefern die Sdtze 3.18, 3.19 und 3.20 die Stabilitdt des Verfahrens. O

Die bisherigen Resultate gelten nur fiir DGLen mit konstanten Koeffizienten, wihrend die
allgemeine Theorie auch raumabhéngige Koeffizienten zulief. Tatséchlich kann man auch
fiir z-abhéngige Koeffizienten Stabilitdtskriterien mittels der (z-abhéngigen) Amplifikati-
onsmatrix G(h,y,x) erhalten.

Ein entsprechender Satz stammt von Lax und Nirenberg und lautet

Satz 3.21 Es sei Mp = {C(h): h> 0} mit

k

C(h)= ) Bu(x)TA,

p=—kK

und Ax = h/\, X fest, ein Differenzenverfahren zu einer sachgemdf gestellten Aufgabe
P(Ly(R,R™), T, A). Ferner gelte:

(1) B, € C*(R) w=—k, ...,k
2 BVl <K v=012 p=-k... .k z€eR
(3) IG(h,y,2)|2 <1 (h>0, yeR, zeR)
Dann ist Mp stabil. (Beweis z.B. bei Meis-Marcowitz) d

Bemerkung 3.11 Bei mehreren Raumverdinderlichen wird die Amplifikationsmatriz vollig
analog definiert. Ist etwa mit x € RY, Az € R?

C(z,h) = > Bi(x,WI,  scZ
Tgx = Tzlxl e Tzdxcﬂ
dann wird
G(h,y,x ZB x,h)exp(i ZsjyjAarj
wobei wiederum
Aj=h/Az; b N\ = h/Ax? konstant, 7 =1,...,d

angenommen ist. Die Sditze tbertragen sich auf diesen Fall entsprechend. 0
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Beispiel 3.19 Friedrichs-Verfahren fiir ein regquldr hyperbolisches symmetrisches System
u = Az, y)u, + Bz, y)u, (z,y) €R? t€[0,T)]

A(z,y), B(z,y) seien reell symmetrisch und erfillen die Voraussetzungen von Satz 3.21
(1) und (2) entsprechend.

Ferner seien die Eigenwerte von
P(x,y, k1, ko) = k1 A(z,y) + ko B(z,y)

fir |ky| + |k2| # 0 paarweise verschieden. Dann ist das gestellte Problem reguldr hyperbo-
lisch.
Die Wiederholung der Uberlequngen zu Beispiel 3.18 fihrt nun unter der Voraussetzung

1 1

M < <
Y= 2sup o(A(x, y)) = 2sup o(B(z,y))

zur Stabilitdtsaussage. O

In Satz 3.21 sind h-abhéngige Koeffizienten B),(x, h) nicht zugelassen, wie man sie bei der
Anwendung des Lax—Wendroff-Verfahrens auf Systeme mit variablen Koeffizienten erhalt.
Hier hilft jedoch Satz 3.10 (Satz von Kreiss) weiter:

Beispiel 3.20 Lax—Wendroff-Verfahren bei variablen Koeffizienten, d = 1:
u = A(x)u,, reR, 0<t<T.
A(x) reell symmetrisch mit paarweise verschiedenen Eigenwerten # 0 und
[A(z) — Al < Lllz —yll  Vz,y eR.
Differenzenverfahren:
uni(r) = (I +3A@)(Taw = Tay) + 5 A(@)(Alz + 58) (Taw — 1)
—Alr = )1 - Tx,))u (96)
C(h) = I+—A( )(Tar — TR)) +
—Ar — 35 — TAI))
= 14 3A@)(Ta, ~ T5))

FA@) (Al + 35)(Tae — 1)

+ XA (2)(Tag — 21 + T2 +O(R)

C(h)

Stabilititsnachweis fiir C(h):
Zugeordnete Amplifikationsmatriz

Gh,y,x) = I+ir(z)sina+NA%(2)( G —1)
= [ —2sin®(2)\*A%(z) + 21N A(x) sin(2) cos(2).



3.5. Kriterien fiir die Stabilitdt von Differenzenverfahren 157

Seien p;(x) die Eigenwerte von A(x). Dann sind die Eigenwerte X;(h,y,x) von G(h,y, )
Aj(hoy @) =1 — 2sin®($)Np5 (x) + 21\ (z) sin(§) cos(%).
G ist normal und deshalb ||G(h,y,x)|2 < 1 falls
ARy, 2) <1 V)

d.h. .
= Sup, o(A@)

(vgl. die entsprechende Rechnung in Beispiel 3.17) O
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