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IX. Vollstandigkeit und Konsequenzen

Wir haben letzte Woche den Kalkdes Naiirlichen SchlieRendif die Padikatenlogik kennengelernt und
gesehen, dass dieser korrekt ist. Wir haben auch bereithatwdass er in einem noch zwapisierenden
Sinnvollstandigist. Dazu wiederholen wir den Korrektheitssatz gleich in einer minimal verallgemeinerten
Form.

Satz 9.1 (Korrektheitssatz).Seil’ C Fx(X), A € Fx(X)undIl'y C I" eine beliebige (endliche) Teilmenge,
sodasd’y - A herleitbar ist. Dann giltl" E A.

Beweis.Dies folgt sofort aus Satz 8.6, da niit = A auch fir jede Obermengd” DO I’y stetsI” E A
gilt. []

Man erinnere sich dabei daran, d&ss A nach Definition bedeutet, dass in jedem Modetlund unter
jeder Variablenbelegung: X — M die Glltigkeit aller FormelnC' € T" unterp die Glltigkeit von A unter
p, also[A]p = w, zur Folge hat.

1 \olistandigkeit

Jetzt beschftigen wir uns mit der Umkehrung dieses Satzes. Wie in der Aussagenlogik (siehe Satz 3.8) ist
das Nailrliche SchlieRen aucliif die Padikatenlogik vollsindig. Wir werden aber nur die Grundidee des
Beweises betrachten und die technischen Deifiddésspringen.

Diesmal zeigen wir den Vollandigkeitssatz gleich in der allgemeinen Fassumghendliche Rrmiss-
enmengen, also dasgatikatenlogische Analogon zu Korollar 4.3. Der Beweis geht per Widerspruch und
ist sehrahnlich wie bei der Aussagenlogik: Kann mam keine (endliche) Teilmendg&, C G die Sequenz
I'y F A herleiten, so will man zeigen, dass dann alich A nicht gilt. Wie man das zeigt, kann man sich
wieder am besten durch ein Diagramm veranschaulichen

VIhCTI.IhyFA A

I',—A konsistent = I', - A erfullbar
wobei die Begriffe “konsistent” und “eiiflbar” wie folgt definiert sind:
Definition 9.2. SeiX eine Signatur und\ C Fy(X) beliebig.

e Dann heil3t die Formelmengke konsistentwenn eskeineTeilmenged, C A so gibt, dasg\, - L
herleitbar ist.

e Ferner heil3A erfillbar, wenn es eir2-Modell M und eine Belegung: X — M so gibt, dass
fur alle D € A die Beziehung D]p = w gilt. (Statt “erfullbar” sagt man manchmal auchdt ein
Modell’.)

Die beiden “vertikalen"Aquivalenzen sind sehr leicht und gehen genauso wie im aussagenlogischen
Fall.

Lemma 9.3. Eine Formelmengé&” U {—-A} C Fy(X) ist genau dann konsistent, wenn mam Keine
Teilmengd’y C I' die Sequenk, - A herleiten kann.

Lemma 9.4. Eine Formelmeng€ U {—~A} C Fx(X) ist genau dann eifllbar, wennl" E A nicht gilt.



1.1 Existenz von Modellen

Der technisch komplizierte Teil des Beweises steckt, wie bei der Aussagenlogik auch, in der Implikation,
dass konsistente Formelmengeriibar sind, also ein Modell habeAhnlich wie in der Aussagenlogik
konstruiert man sich dazu eifermmodellaus der Syntax, also der Sprache die durch die Signatye-

geben ist. Das Hauptproblem ist, dass man sich bei der dem Modell zugrundeliegenden Menge nicht at
Tx(X) beschénken kann, da man auch “Zeugeifit fille Existenzaussageétr. A braucht. Die Details der
Konstruktion sind recht verwickelt und wir wollen hier nicht genauer auf sie eingehen, sondern wir geben
nur das zentrale Ergebnis:

Satz 9.5.Jede konsistente FormelmenfyeC Fx,(.X) ist erfullbar.

1.2 \ollstandigkeit

Zusammen mit den Lemmas 9.3 und 9.4 sowie Satz 9.1 erhalten wir als Konsequenz aus diesem Sa
sofort den \Vollsindigkeitssatz der Bdikatenlogik, der besagt, dass man mit dem Kitles Naiirlichen
Schliel3ens genau das beweisen kann, watien Modellen gilt.

Satz 9.6 (Vollstindigkeitssatz). Seil’ C Fx(X) eine Menge von Formeln und € Fx(X). Dann gilt
genau dani’ F A, wenn es eine (notwendigerweise endliche) Teilmé&gge I' mitI'y - A gibt.

2 Lowenheim-Skolem

Wenn man sich die Konstruktion des Modells aus Satz 9.5 genauer ansiehtakarexrh folgende Ver-
scharfung:

Satz 9.7 (Lbwenheim-Skolem).Sei¥ = (Q, R, ) eine Signatur, wobe®2 und R hochstens atihlbar
sind, X eine ab#hlbare Variablenmenge untl C F%;(X) eine konsistente Formelmenge. Dann hagin
hochstens ali#hlbares Modell.

Dieser Satz sagt etwitber die Grenzen der Ausdruckadte der Padikatenlogik aus: Wir Kinnen in
dieser Sprache keine gro3en Kardirgbh erzwingen.

Das ist vielleicht zuachst nicht sehr verwunderlich, hat aber auch paradox anmutende Konsequenzen
Die axiomatische Mengenlehre — die Sprache, in der maildiehe Mathematik formalisieren kann — ist
eine Sprache erster Stufe mit nur einem Relationssymhold der Gleichheit. Wenn sie also konsistent
ist, wovon wir alle ausgehen, so hat sie ein&@flbares Modell. Innerhalb kann man aber die Existenz
von sehr vielen nicht al&ihlbaren Mengen, wie z.B3(N), beweisen, die aber alle in diesem ablbaren
Modell enthalten sind.

3 Kompaktheitssatz

Als eine Konsequenz aus dem Voélatigkeitssatz eéit man mit der folgenden Variante von Lemma 9.4
sofort den Kompaktheitssatiarfdie Padikatenlogik (vgl. Satz 4.2).

Lemma 9.8. Eine Formelmeng€& C Fx(X) ist genau dann uneiflbar, wennl™ £ L gilt.

Satz 9.9 (Kompaktheitssatz).Eine Mengd” C Fx(X) von Formeln ist genau dann étfbar, wennjede
endlicheTeilmengd’y C I erfullbar ist.

Beweis.Dass mitl" auch jede endliche Teilmendgg C I" erfullbar ist, ist klar.

Fur die andere Richtung nehmen wir nun an, déssicht erfillbar ist. Dann gilt nach Lemma 9.8
I' E 1 und aus der Vollstndigkeit erfalt man eine endliche Teilmend& C I' mit I'y - L. Mit dem
Korrektheitssatz schlie3t man nlig E L und somit, das§, unerfillbar ist. O

Der Kompaktheitssatz erlaubt es uns, noch viel genauer zu untersuchen, was manawli@téthiogik
ausdiicken kann und was nicht. Wir betrachten einige Beispielardaf

1Genauer gesagt derdlikatenlogikerster Stufe. Hierbei bedeutetrsterStufe, dass man niiber Elemente der Grundmen-
ge quantifizieren darf, nicht ab&ber Teilmengen.



3.1 Endlichkeit

Als erstes werden wir sehen, dass man Endlichkeit nicht axiomatisieren kann. Ubdeg haben wir
bereits gesehen, dass wir aber sehr wohl aid@dn lonnen, dass das Modell einelementig ist; z.B. mit
folgender Formel:

VaVy.x =y

Ahnlich kann man auch sagen, dass es genau zwei Elemente im Modell gibt
Jr.Jy. x=yANVzz=2Vz=y)

und manuberlegt sich schnell, dass mair fedesn € N ausdiicken kann, dass es genalElemente
gibt. Verknipft mank dieser Formeln mit/, so diickt man aus, dass es entweder gemguh.,,. .. odern,,
Elemente gibt. Man kann aber nicht auscken, dass es nur endlich (aber beliebig) viele Elemente gibt.

Satz 9.10.Seil" eine Formelmenge, die beliebig groRe endliche Modelle hat,id.lalle n € N gibt es ein
n’ € Nmitn' > n und ein ModellM fur I" mit der Machtigkeit|A/| = »n’. Dann hatI" ein unendliches
Modell.

Beweis.Wir betrachten die Formeln
A, = 3dxFxeTxs - Fx,. = X0 ANy =23 A AN =T A A\ DX = Ty,
die aussagen, dass das Modell mindesteBmente hat. Jede endliche Teilmenge von
I":=TU{A,|neN}
ist nach Voraussetzung étfbar und somit ist” nach dem Kompaktheitssatz ebenfalldiébfar. Ein Modell
fur I muss aber unendlich sein und istindith immernoch ein Modellifr I. O
3.2 Peano-Arithmetik

Die natirlichen Zahlen kann man wie folgt axiomatisieren. Man hat die Funktionssyribel€0, s, +, - },
wobei s fur die einstellige Nachfolgeroperation steht, und (auf3er der Gleichheit) keine Relationssymbole.
Dazu hat man die folgenden Axiome, die die definierenden Eigenschaften yonnd- beschreiben:

o Vr.—s(z)=0
o VaVy.s(x) =s(y) —x =y

Ve.z+0==x

VaVy. x + s(y) = s(x + y)
o Vx.x-0=0
o VaVy. x-s(y)=(x-y)+x

Zusatzlich braucht man noch ei@chemavon Axiomen, um das Induktionsprinzip ausziacken. Dafir
haben wir fir alle Variablen: und alle FormelM € Fy, dasinduktionsaxiom fur A:

Al0/z] A (Vo.A — Als(z)/z]) — Vz.A

Aus diesen Axiomen kann man allblichen Arithmetischen Eigenschaften, wie z.B. die Kommutati-
vitat und Assoziativat der Addition und der Multiplikation, der riaichen Zahlen herleiten. Es stellt sich
aber heraus, dass diese Axiome das Standardmiddetiht eindeutig bestimmen.



Um das einzusehen, bezeichnen wir die gerade aufgelisteten Peano-AxiomMemikitern die Signa-
tur um eine zuatzliche Konstante und betrachten zaszlich die Formeli,,

Ay = —c=0
Ay = —ce=s(0)
Ay = e =s(s(0))
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die aussagen, dassichtn ist. Wir betrachten nun die Formelmenge
[''=PU{A,|neN}

und stellen fest, dass jede endliche Teilmengelvomr endlich vieleAd,, entralt und deshalb im Standard-
modellN interpretiert werden kann. Also sind alle endlichen TeilmengenIvamd nach dem Kompakt-
heitssatz somit auch erfullbar. Also hatl" ein Modell M, das man wegen dem Satz voawenheim und
Skolem auch als alanlbar voraussetzen kann. Dieses Modell kann aber bicdgin, dac in N nicht so
interpretiert werden kann, dass alle gelten.

Also hat die Peano-Arithmetik Nonstandard-Modelle wie, in denen es auf3er den “normalen” Zahlen
noch andere gibtiir die aber ndirlich auch die in der Peano-Arithmetik beweisbaren Aussagen gelten.



