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XI. Resolution und Unifikation

Diese Woche wollen wir uns mit einigen Details des Resolutionsverfahrensdfégeh, die noch offen geblieben sind. Beginnen
wir aber damit, die einzelnen Schritte zu wiederholen:
Resolutionsverfahren

1. Wirwollenk A, also die Allgemeingltigkeit einer Formeld nachweisen.

2. Stattdessen zeigen wir, dasd unerfullbar ist.

3. Zurachst bringen wir dazs A in Pranex-Form.

4. Dann skolemisieren wir das Resultat.

5. Schliel3lich bringen wir die nun quantorenfreie Formel in konjunktive Normalform und kodieren das Ergebnis als Klausel-
mengel; eine Klausel € M entspricht dabei einem Disjunktionsterm uhfider Konjunktion aller Klauseln.

6. Jetzt iteriert man folgenddResolutionsschritt

(a) Man wahlt zwei KlauselnK, K’ € M
(b) und Substitutionen, ¢’, sodassiir ein Literal A gilt A € K[o] und—A € K'[¢’].
(c) Wir bilden daraus di®esolvente

R = (K[o]\ {A}) U (K'[0'] \ {=4})
und fugen sie zur Klauselmenge hinzu, d.h. die neue Klauselmenge ist
M =MuU {R}.

7. Mit diesem Resolutionsschriiidt man sukzessive immer neue Klauseln zur Klauselmenge hinzu, bis man die leere Klau-
sel) erhalt. Sobald man das geschafft hat, ist die Allgemaltigkeit von A bewiesen.

1 Korrektheit und Vollst andigkeit der pradikatenlogischen Resolution
1.1 Korrektheit

Es stellt sich natrlich die Frage, ob dieses Verfahren korrekt ist. Um d@zige formulieren zudnnen, niissen wir zuachst
definieren, wann wir eine Klauselmenge ui@dfar nennen. Die Begriffe sind gerade so definiert, wie man es aufgrund der
Erfullbarkeit fur Formeln erwarten iwrde, wenn man bedenkt, dass Klauselmengeimiplizit universell quantifizierte Formeln

in konjunktiver Normalform stehen.

Definition 11.1. Eine KlauselK heil3terfullbar, wenn es ein ModellM gibt, sodass egif alle Variablenbelegunggnmindes-
tens eindrormelA € K mit [A]]p = w gibt. Wir nennen diese$1 auch einModell fiir K.

Eine Klauselmengé/ nennen wirerfillbar, wenn es einM gibt, das ein Modell iir alle Klauseln K € M ist. Wieder
nennen wirM ein Modell fur M.

Um einzusehen, dass diese Definitionaatdich die Eriillbarkeit des universellen Abschlusses der einer Klauselmé&nhge
entsprechenden Formel fasst, machen wir folgende Beobachtung, die atehrggeh fitzlich sein wird.

Proposition 11.2. Seien4,, ..., A, € Fx(X) quantorenfreidormeln, die nur die Variablenr, ..., z,, enthalten. Dann sind
Vay Ve, Ay A ANAyund (Vg - Vo, Ay) A A (Vo -+ - Ve, Ay) aquivalent.

Mit den Schritten (1)—(5) des Resolutionsverfahrens haben wir uns schon letzte Woctidtizgselir wissen bereits, dasé
genau dann eine Tautologie ist, wenn die zugafe Klauselmengd/ unerfillbar ist. Wir missen also nur nodlberlegen, dass
der Resolutionsschritt (6) Erfibarkeit ertalt. Dazu befassen wir uns zachst mit der Substitution, also dem Teilschritt (6b).

Lemma 11.3. SeiM eine Klauselmenge\1 ein Modell fir M, K € M eine Klausel und eine Substitution. Dann istf auch
ein Modell fir K[o].

1Achtung: Im Skript 10 war die Resolvente ald¢ [o]U K'[0”]) \ { A, ~A} angegeben. Das ist fastimmer das selbe(digo] \ {A}) U (K’ [0']\ {~4}),
aber wenn sie sich unterscheiden, dann ist die Klausel aus Skriatstd!



Beweis.Das folgt praktisch unmittelbar aus der Definition; wenn man es genau nimmt, verwendet man aber das Substitutions-
lemma 7.4, wenigstens in der Form, ddso]] p = [A]p’ fur eine andere Variablenbelegup(gst. O

Damit kann man jetzt sofort die @dikatenlogische Verallgemeinerung von Satz 5.8 und Korollar 5.9 zeigen, dass jedes
Modell fur M auch ein Modell fir die Resolventd? aus (6c) ist. Da mit jeder difibaren Klauselmenge trivialerweise auch
jede Teilmenge eiillbar ist, sehen wir dass in Schritt (6) die Klauselmerdegenau dann eifflbar ist, wenn es die neue
Klauselmengell’ ist. Also erlalt die Durchfihrung eines Resolutionsschritts @Hbarkeit. Da die leere Klausel unter keiner
Belegung gilt, also jede Klauselmenge, dientralt, unerfillbar ist, erhalten wir somit folgendes Korollar

Korollar 11.4. SeiM eine Klauselmengeijf die wir in endlich vielen Resolutionsschritten die leere Kladisedzeugen &nnen.
Dann istM unerfillbar.

Dies zeigt, dass Resolution korrekt ist: Kann man die leere Klausel aus ded getrenden Klauselmenge erzeugen, so
ist A eine Tautologie.

1.2 Vollstandigkeit

Die nachste Frage ist nun, ob Resolution auch valigig ist. Wie immer ist Vollstndigkeit schwieriger zu zeigen als Korrektheit.
Aber verbliffenderweise ist edif Resolutiorohne Gleichheiverhaltnismaig einfach.

Satz 11.5 (Herbrand). SeiA € F einequantorenfreiéormel, in der= nicht vorkommt. Dann ist der universelle Abschluss von
A genau dann effllbar, wenn die Menge aller Substitutionsinstanzen

Sa:={Alo]|o: V = Tx(V)}
rein aussagenlogisékonsistent ist.

Beweis. Zunachst bemerken wir, dass aufgrund des aussagenlogischerahditgteitssatzesif unendliche Formelmengen
(Korollar 4.3) die Menge5 4 genau dann konsistent ist, wenn sieiéifar ist.

Hat der universelle Abschluss vahein Modell, so gibt uns dies wegen Lemma 11.3 sofort eine aussagenlogische Belegung,
die alle Formeln inS4 wahr macht.

Fur die Rickrichtung nehmen wir nun a4 sei rein aussagenlogisch konsistent. Dann gibt es eine aussagenlogische Be-
legungp: {R(tl, o ta(r)) | R € R,t1,...,tor) € Tg(V)} — {w,f}, die alle FormelnB € S, wahr macht. Aus
konstruieren wir uns nun ein Modell wie folgt. Als Grundmenge verwenden wir die Termal@glgFa) und wir interpretieren
die Operationen aug wie in der Termalgebrablich. Die Relationssymbol& € R interpretieren wir irls (1) wie folgt:

R0 = Lt tar) € (Ts()) ™™ p(Rits, - tagm) =w)

Fur jede quantorenfreie Formé € Fy und jede Variablenbelegung: V- — 7% (V) gilt nun in diesem Model[B]o =
[[B[a]]] p, wobei der zweite Ausdruck deussagenlogisch8emantik bezeichnet, wie man sofort per Indukiider den Aufbau
von B zeigt. Insbesondere gilt alsarfjede solche Variablenbelegurgdie Beziehund AJo = [A[o]]p = w, daA[o] € Su
undp alle Elemente auS 4 wahr macht. Somit gilt in unserem Termmodell der universelle Abschlussivon O

Solche Modelle, wie wir sie gerade im Satz gesehen haben, deren unterliegende Algebra die Termalgebra ist, heiRen au
Herbrand-Modelle.

Aus der Vollstindigkeit der Resolutioriif die Aussagenlogik und dem Satz von Herbrand erhalten wir nun unmittelbar die
Vollstandigkeit der Resolutioruf Pradikatenlogik ohne Gleichheit:

Korollar 11.6. SeiM eine Klauselmenge, in der das Symliml&leichheit= nicht vorkommt. Dann ist/ genau dann uneiil-
bar, wenn wir in endlich vielen Resolutionsschritten die leere Klafigezeugen &nnen.

Beweis.Kann man mit Resolutionsschritten aus einer Klauselmeérgtie leere Klausel erzeugen, so ist nach Korollar 1.4
unerfullbar.

Sei umgekehri/ unerfillbar. Diese Klauselmenge kodiert eine quantorenfreie Forimelkonjunktiver Normalform, deren
universeller Abschluss somit ebenfalls urididar ist. Nach Satz 11.5 ist die Menge der Substitutionsinstadzesomit rein
aussagenlogisch inkonsistent und wegen dem Kompaktheitssatz 4.2 gilt diesiaeictefendliche Teilmengg C S4. Wegen
der Vollstindigkeit der Resolutioruf Aussagenlogik kann man deshalb mit endlich vielen aussagenlogischen Resolutionsschrit-
ten die leere Klausel aus herleiten. Dies kann man nun mit de@gplikatenlogischen Resolution dadurch nachspielen, dass man
nacheinander die notwendigen Substitutionen bildet und die so entstehenden Klauseln dann resolviert. O

2D.h. wenn wir die atomaren FormeR(t1, . . . sta(r)), fUrR € Rundty, ... tyr) € Tx(V) alsatomare Aussage(statt den gedhnlichenpo, p1, . . .)
auffassen.



2 Resolution und Gleichheit

Die Gleichheitsrelatior hat gewisse Eigenschaften, die wir im Kalkles Naiirlichen Schlielens durch die beiden Redét
und (Eq) gefasst haben. Bei der Resolutiofissen wir uns aber anders behelfen.

2.1 Gleichheitsaxiome als Klauseln

Das einfachste Vorgehen ist es, die Eigenschaften der Gleichheit durch Axiome @gkeunddie den RegeliR), (S) und(7T')

aus Abschnitt VI11.3 entsprechen. Von der Re@iEly) brauchen wir nur den Spezialfall, der es uns erlaubt, bei den Argumenten
fur die Operations- bzw. die Relationssymbole gleictiesgfeiches zu ersetzen. Diese Eigenschaften kann man direkt durch
Klauseln ausdrcken:

o {x =2z}
o {~z=yy=a}
o {(~x=y,w=zx=z}
o {~@1 = Y1, Tap) T Yalr), F(@1s - Tan) = FW1, - Yagp) s furalle f € Q
o {~T1=y1,..., " Ta(r) = Ya(r)s "R(@1, ... Ta(r)), BY1, -, Ya(r)) }, firalleR e R
Die Menge aller dieser Klauseln bezeichnen wir ait-. Sind sowohk2 als auchR endlich, so ist auchz- endlich.

Beispiel 11.7. Wir betrachten die FormgVz3y. R(z,y)) A (YaVb. a = b) — IcVd. R(d, c), die wir in derUbung bereits mit
Natirlichem SchlieRen als Tautologie nachgewiesen haben. Durch Umformen erhalten wir

—\((Vaﬂy. R(z,y)) A (Yavb. a = b) — Fevd. R(d, c))
=~ (Vaz3y. R(z,y)) A (VaVb. a = b) AVc3d. =R(d, c)
und somit die folgenden Klausef:

K, = {R(.”L’,f(.fﬂ))}

K2 = {a = b}

K3 = {-R(g9(c),c)}

Ky = {~x1 = y1, 22 = y2,~R(21,22), R(y1,v2) }

Ky undKylz/xq, f(x)/22] Ks = {-z =y1,~f(x) = y2, R(y1,92) }
K3 und Kslg(c)/y1,c/ye] : Kg = {2z =g(c),~f(x) =c}
K[z /a, g(c)/bl und Ky : Kr ={~f(z) =}
Ks[f(x)/a,c/bl und Kg : Ks=10

2.2 Korrektheit und Vollst andigkeit

Das Hinzufigen der oben aufgélirten Klauseln, die die Gleichheit axiomatisieren, ist sicherlich korrekt, da die entsprechenden
Formeln in allen Modellen gelten. Also stellt sich nur noch die Frage nach deraraigikeit der Resolution mit Gleichheit.
Leider vertragen sich Herbrand-Modelle und Gleichheit nicht, da man die Gleidiiieiherweise nicht in einem Termmodell
interpretieren kann.

Satz 11.8.Eine Klauselmeng@/ ist genau dann uneifibar, wenn wir in endlich vielen Resolutionsschritten &dsJ Ax- die
leere Klausel erzeugerdknen.

Beweis.Da wir uns die Korrektheit bereiigberlegt haben, fissen wir nur zeigen, dass man die Unbbiarkeit einer Klausel-
mengeM per Resolution nachweisen kann.

Sei deshalbV/ eine Klauselmenge, sodass man ads) Az- durch Resolution die leere Klausel nicht erzeugen kann. Wir
ersetzen nun i/ U Az- systematisch die Gleichheitdurch ein neues zweistelliges Relationssymbaind wir nennen die
dadurch entstehende KlauselmerigeDann kann man au¥ ebenfalls die leere Klausel nicht herleiten, und\ddie Gleichheit
nicht entfalt, hatV ein Modell M.

In diesem Modell wird= nicht durch die Gleichheit sondern durch eine zweistellige Relation interpretiert, die aber den
definierenden Eigenschaften vergeriigt, da/N ja auch die Klauselmz - enthalt, die man bekommt, wenn man itz- das
Symbol= durch= ersetzt. Diese @tigkeit der Klauselndx_- in M impliziert sofort, dass= eine Kongruenzrelation bzgl. der
Operationeny™, fiir f € Q, ist. Deshalb betrachten wir das Modell, das aus der Quotientenalgéjpfaund den Relationen

RME = { ([, ram)) € M/2™ | (@1, 2oem) € BM ), RER,
besteht, wobei die Klauseln aul:. garantieren, das§z1], ..., [zq(r)]) € RM/= genau dann gilt, wenfi, . .. Ta(R)) €
RM. DaM ein Modell fur N ist, ist somitM /= ein Modell fur M, was zeigt, dass/ erfillbar ist. O

3Eigentlich misste die dritte Klausel, wenn man das Bringen #rfex-Form und das anschlieRende Skolemisieren expliziﬁlamhs{ﬂR(g(:c, ¢),c)} sein.
Die hier angegebene Klauselmenge ist amprivalent und erspart etwas Schreibarbeit.



3 Unifikation

Wenn man beim Resolutionsverfahren zwei Klaus€lnind K’ resolvieren will, stellt sich die Frage, wie man geeignete Sub-
stitutioneno und o’ berechnen kann, sodakgo] und K'[0’] eine Formel bis aus Negation gemeinsam haben. Die Antwort auf
diese Frage ist der Unifikations-Algorithmus.

3.1 Unifikation zweier Literale

Wir werden das Problem gleich darauf @akfiihreneine Substitution zu finden, die zwei Terme gleich macht. Betrachten wir
das BeispielP(z, z), P(y, z + z), so sieht man sehr schnell, dass die Substitytienz/z, z 4+ 2z /y] das erreicht. Wie &tten wir
diese Substitution aber systematisch findénrlen? Hier ist eine erste Skizze démsifikations-Algorithmus :

e Wir vergleichen die beiden Terme von links nach rechts — oder noch besser di@eggalSyntaxhume von der Wurzel
her zu den Bittern.

e Sind beide gleich, so sind wir fertig.

e Unterscheiden sich die Terme an einem Operations- oder Relationssymbol, so kann man sie nicht durch Substitution gleicl
machen, d.h. wir &nnen mit dem Ergebnis “nicht unifizierbar” abbrechen.

e Der einzige andere agliche Unterschied ist, dass ein Term eine Variabnthalt, wo der andere einen beliebigen Term
t hat. Dann wenden wir die Substitutiftyz] auf beide Terme an und beginnen wieder von vorne.

Beispiel 11.9.1n dem BeispielP(z, z), P(y, z + z) finden wir so zuerst die Substitutigg/x] und wir erhalten somit das neue
PaarP(y,y), P(y, z + z). Dort bekommen wir die Substitutida + z/y], die beide Terme z&(z + z, z 4+ z) macht. Insgesamt
ist die Substitutioniz + z/z, z + z/y].

Betrachten wir nun ein problematisches Paar von Terméa; f(a)), P(z, z). Man iberzeugt sich leicht davon, dass diese
beiden Termeiir keine Substitution gleich werden. Wiatten wir das aber bei der Durétifrung des Unifikations-Algorithmus
feststellen Bnnen? Zuachst finden wir die Substitutign:/a] und somit die beiden neuen TerRéx, f(x)), P(z, z). Fur diese
erhalten wir die Substitutiofy (x)/x], was problematisch ist, dain dem Termf(z), der fir z ersetzt werden soll, selbst wieder
vorkommt, was dazuihrt, dass die beiden Terme nach der Substitution an genau der selben Stelle immer noch nicht gleich sind.

Man muss deshalb devnifikations-Algorithmus wie folgt atandern:

e Kommt die der Substitutiof¢/z], die in einem Iterationsschritt ausgerechnet wird, die Variabie ¢ vor, so sind die
beiden Terme nicht unifizierbar und man kann abbrechen.

3.2 Berechnung von Substitutioneniir Resolution

Wie konnen Unifikation nunir Resolution verwenden? Im Schritt (6) nehmen Klaug€lond K’, sodasss” eine Formel der
FormL = R(...) und K’ eine der Form-R(...) enthalt, wobei wir den Rest ohne mit L’ bezeichnen. Im Prinzipdanten

wir jetzt versucherl, und L’ zu unifizieren. Das @re aber zu restriktiv, da wir bei der Resolutionija f. und L’ verschiedene
Substitutionen verwenderiiden. Das knnen wir aber dadurch erreichen, dass wir die Variableh’'iso umbenennen, dass
sie von denen aus disjunkt sind; ein Schritt, der zagzlich auch durch Proposition 11.2 gerechtfertigt ist. Auf diese beiden
Formeln wenden wir nun Unifikation an und erhalten als Ergebnis di¢igeshten Substitutionen.

Beispiel 11.10. Angenommen wir haben die Klausel®(a,a + b - b)} und{=P(b,a - a + b), Q(a)}. Nach Umbenennung der Variablen
erhalten wir das Unifikationsproble®(a, a + b - b), P(y, z - * + y). Wir bekommen die Substitutiojy/a] und das neue Pad#t(y,y + b -
b), P(y,z - x +y), daraudz - z/y] und das PaaP(z - z,z -z + b - b), P(xz - x,z - © + « - =), und somit schlieBlicli: /b] was beide Terme
zZuP(z - z,z - x + z - ) macht. Die Substitution daf ist [z - z/a, z/b, z - z/y] und fur die urspiinglichen Klauseln et man die beiden
Substitutionerix - x/a, x/b] und[z/a, x - x/b]. Also ist das Resultat der Resolution die Resolveidé¢r)}.

3.3 Allgemeinster Unifikator

Die Substitution, die der Unifikations-Algorithmus ausrechnet, hat eine weitere wichtige Eigenschaftu&itttiTerme, sowie
o eine Substitution mit[c] = ¢'[¢]. Dann findet Unifikation ebenfalls eine Substitutidmit ¢[o’'] = ¢'[¢’]. Diese hat ferner die
Eigenschaft dass spezieller in folgendem Sinn ist: Es gibt eine Substitutippodass|o] = t[o’][r] undt’[c] = t'[¢’][7]. Das
heifl3t, dass der Unifikations-Algorithmus einéglichst allgemeine Substitution ausrechnet.

Diese Eigenschaft garantiert (fast), dass man beim Resolutionsverfahren die Substitutionen verwenden kann, die durch Unif
kation ausgerechnet werden: Alles was man nach beliebigen Substitutionen resolvieren Kdinmaerlauch durch Unifikation
und Weitersubstituieren. Insbesondereidirman die leere Klausel durch Resolution mit durch Unifikation berechneten Substi-
tutionen, wann immer man sie durch beliebige Substitutioneglterh

3.4 Resolution mehrerer Literale

Das einzige Problem ist, dass durch eine speziellere Substitution eventuell mehrere Literale einer Klausel gleich werden un
damit wegfallen Bnnen. Deshalb muss man im Allgemeinen entweder Unifikataremeghr als zwei Terme berechnen oder
auch auf3er Resolution noch einen weiteren Schritt erlauben, der Spezialisierungen, also Substitutionsinstanzen, von bereits h
geleiteten Klauseln als neue Klauseln erzeugt.

Mehrere Terme kann man z.B. durch eine Verallgemeinerung des Unifikations-Algorithmus unifizieren, man kann aber auch
erstt; undt, zut’ und dannt’ mit ¢35 usw. unifizieren.



