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AI. Aussagenlogik

Logik

Logik ist allgegenẅartig in der Informatik: Jede mathematische Beschreibung eines Algorithmus, jede Spe-
zifikation von Programmen oder Komponenten, jede Datenbank-Anfrage etc. benutzt explizit die Sprache
der Logik als Beschreibungsmittel. Es gibt aber noch viele weitergehendere Anwendungen: Insbesonde-
re in sicherheitsrelevanten Situationen kann es angemessen sein, die Korrektheit eines Programms oder
eines Algorithmusformal zu beweisen; insbesondere bei der Untersuchung kryptographischer Protokolle
wird Logik zur Zeit intensiv eingesetzt. Bei verteilten Systemen werden Prozess-Kalküle — selbst eine
Art Logik — als Beschreibung verwendet, die dann z.B. mit temporaler Logik studiert werden. Es gibt
auch so genannte Logik-Programmiersprachen wie z.B. PROLOG, die automatische Beweissuche in einem
Logik-Kalkül direkt in ein Programmier-Paradigmaübersetzen. Desweiteren istintuitionistische Logik, ei-
ne konstruktive Variante der klassischen Logik, sehr eng mitfunktionalem Programmierenverbunden, und
die logische Untersuchung der Semantik von Programmiersprachen gibt oft wichtige Impulse für die Ent-
wicklung neuer Programmiersprachen bzw. die Erweiterung von bereits bestehenden.

In dieser Vorlesung k̈onnen wir naẗurlich nur die Grundlagen für diese weiterf̈uhrenden Anwendungen
legen. Dazu werden wir vor allemklassische AussagenlogikundPrädikatenlogikformal untersuchen und,
so weit die Zeit es zulässt, auf einige der oben genannten Verbindungen am Rand eingehen.

Das vorgehen derformalen Logik ist immerähnlich; man stellt insbesondere folgende Fragen: Was ist
der formale Gegenstand der Untersuchung, also was ist dieSyntaxder Sprache? Was ist dieBedeutungvon
syntaktischen korrekten Ausdrücken? Das ist die Frage nach derSemantik, und vor allem m̈ochte man die
Semantik einer Aussagekompositional aus ihren konstituierenden Teilen erklären. F̈ur die meisten Logiken
hat man auch einen formalen, d.h. syntaktischen, Begriff vonBeweis. Die formale Logik untersucht dann
die Verbindung zwischen Syntax, Semantik und Beweis.

Wir wollen einige dieser Begriffe an zwei Beispielen verdeutlichen:

Beispiel: Gleichungslogik

In der Vorlesung ALLGEMEINE ALGEBRA FÜR INFORMATIK haben wir bereitsGleichungslogikbetrachtet.
Dazu haben wir zun̈achst definiert, was wir̈uberhaupt formal unter einer Gleichung verstehen: ein Element
ausTΣ(V )× TΣ(V ), das wirüblicherweises = t geschrieben haben, wobeis, t ∈ TΣ(V ) Terme sind.

Als nächstes haben wir erklärt, was es heißt, dass eine Gleichungs = t in einer AlgebraA vom Typ
Σ gilt: Für jede Variablenbelegungρ : V → A gilt JsKρ = JtKρ. Dann haben wir einen semantischen
FolgerungsbegriffE � s = t erklärt, der besagt, dasss = t in allen Algebren gilt, die alle Gleichungen aus
E ⊆ TΣ(V )× TΣ(V ) erfüllen.

Schließlich haben wir einen syntaktischen Beweisbegriff angegeben, den man knapp mit “Schließen
durch Gleichungsketten” umreißen kann, und dann gezeigt (siehe Korollar A.14.71), dass sich mit diesem
“Gleichungskalk̈ul” genau die semantischen Konsequenzen vonE beweisen lassen, also dass diese “Glei-
chungslogik”korrekt undvollständig ist.

Beispiel: Mathematische Aussagen

Betrachten wir nun ein paar typische mathematische Aussagen:

1Alle Referenzen der Form “A.. . . ” beziehen sich auf das Skript ALLGEMEINE ALGEBRA FÜR INFORMATIK aus dem ver-
gangenen Semester.



• A ⊆ B ∧ B ⊆ C → A ⊆ C

• ∃k ∈ N. 2× k = n

• ∀x. ∀y. x · y = 0 → (x = 0 ∨ y = 0)

• ∀ε > 0. ∃δ > 0. ∀x′. |x′ − x| < δ →
∣∣f(x′)− f(x)

∣∣ < ε

In diesen Aussagen kommen sehr unterschiedliche Komponenten vor: Variablen (A, B, C, k, n, x, y, ε, δ,
x′, f ), Operationsymbole (×, | · |), Relationssymbole (⊆, =, <), Quantoren (∀, ∃) und logische Junktoren
(∧, →, ∨). Das interessante an diesen Aussage, vom logischen Standpunkt aus, ist es zu erklären, wie sich
die Bedeutung der Gesamtaussage aus ihren Komponenten ergibt. Wir beginnen dazu mit den einfachsten
Komponenten, den logischen Junktoren, also den rein logischen “Operationen”.

1 Aussagenlogik

Aussagenlogik untersucht was manüber eine Aussage rein aufgrund ihrer logischen Struktur, d.h. un-
abḧangig vor ihrem konkreten Gehalt, sagen kann. Zunächst m̈ussen wir aber erklären, was wir̈uberhaupt
unter einerAussageverstehen wollen. Die Grundidee ist, dass es sich dabei um einen Satz handelt, von
dem es Sinn macht zu sagen, er sei wahr oder falsch. Beispiele dafür sind “Heute ist Dienstag.”, “121 ist
prim.”, “Wenn der Mond aus K̈ase ist, dann ist er blau”.Keine Aussagendagegen sind “Pause!” oder “Was
kommt in der Klausur dran?”.

Bei umgangssprachlichen Ausdrücken f̈allt es manchmal schwer zu entscheiden, ob es sich um einen
Ausdruck handelt oder nicht, aber genau davon abstrahiert dieformaleLogik, wie wir gleich sehen werden.
Aussagen werden aufgebaut ausatomaren Aussagen, wie z.B. “121 ist prim.”, für die wir sp̈ater einfach
Aussagenvariablen schreiben werden, und den logischenJunktoren ¬ (Negation/nicht),∧ (Konjunktion /
und),∨ (Disjunktion /oder),→ (Implikation /impliziert), ↔ (Äquivalenz/genau dann wenn),> (wahr)
und⊥ (Falsum/Widerspruch).

2 Syntax

In der (klassischen) Aussagenlogik kann man viele der Junktoren durch andere ausdrücken, z.B. kann man
sich auf⊥ und→ beschr̈anken. Das entspricht aber zum einen nicht der mathematischen Praxis und passt
auch nicht zu dem Beweiskalkül, den wir ab n̈achster Woche verwenden werden. Wir benutzen deshalb die
Junktoren⊥, ∧, ∨,→ und wir werden sp̈ater sehen, wie wir damit¬ und↔ ausdr̈ucken k̈onnen.

Definition 1.1. Wir beginnen mit einer (abzählbar) unendlichen Menge von atomaren Aussagen

ATOM := {p0, p1, p2, . . .}.

Darauf aufbauend definieren wirinduktivdie MengePROP aller Aussagen (oderPropositionen):

1. Jede atomare Aussagepn ∈ ATOM ist eine Propositionpn ∈ PROP.

2. Falsum⊥ ∈ PROP ist eine Proposition.

3. SindA, B ∈ PROP Proposition, dann auch(A ∧B), (A ∨B), (A → B) ∈ PROP.

Bemerkung.Um die Lesbarkeit zu erḧohen, lassen wir gelegentlich Klammern — insbesondere dieäußers-
ten — weg. Rein formal sind Propositionen aber immervollständig geklammerteAusdr̈ucke.

2.1 Termalgebra

In der Sprache der Allgemeinen Algebra können wirPROP auch wie folgt verstehen. Wir betrachten die
SignaturΣ mit den OperationssymbolenΩ = {⊥,∧,∨,→} und den Stelligkeitenα(⊥) = 0 undα(∧) =
α(∨) = α(→) = 2. Dann istPROP bis auf die Verwendung von Infix-Notation einfach die Termalgebra
TΣ(ATOM).



2.2 Abgeleitete Operationen

Mit den gegebenen Junktoren erklären wirÄquivalenz undNegationwie folgt:

Definition 1.2. SeienA, B ∈ PROP Propositionen. Wir erklären die syntaktischen Ausdrücke(A ↔ B)
sowie(¬A) wie folgt als abk̈urzende Schreibweisen:

(A ↔ B) ≡
(
(A → B) ∧ (B → A)

)
(¬A) ≡ (A → ⊥)

3 Semantik

Die Grundidee f̈ur die Bedeutung einer PropositionA ∈ PROP ist, dass man ihr einenWahrheitswert
zuordnet. Dies ist,je nach der Bedeutung der atomaren Aussagenpi, die inA vorkommen, entweder “wahr”
oder “falsch”. Wir k̈onnen deshalb die SemantikJAKρ immer nur relativ zu einerBelegungder atomaren
Aussagen definieren.

3.1 Boolesche Algebren

Wie interpretieren daher Propositionen in der booleschen Algebra{w, f} aus Definition A.1.1, wobei wir
die Junktoren∧ und ∨ durch die entsprechenden booleschen Operationen,⊥ durch f und→ durch die
Operation

→ w f
w w f
f w w

interpretieren. Formal k̈onnen wir das wie folgt ausdrücken:

Definition 1.3. Sei ρ : ATOM → {w, f} eine Belegungder atomaren Aussagen. Dann definieren wir
induktiveine FunktionJ·Kρ : PROP → {w, f} wie folgt:

1. Für pi ∈ ATOM seiJpiKρ := ρ(pi).

2. J⊥Kρ := f

3. Für PropositionenA, B ∈ PROP seien:

(a) JA ∧BKρ := JAKρ ∧ JBKρ
(b) JA ∨BKρ := JAKρ ∨ JBKρ
(c) JA → BKρ := JAKρ → JBKρ

Bemerkung.Offensichtlich ḧangtJAKρ nur von der Belegung der atomaren Aussagen ab, die tatsächlich in
A vorkommen. In der Praxis gibt man deshalb oft nur die Werte vonρ an, die tats̈achlich gebraucht werden.

Bemerkung.Für die Semantik der abgeleiteten Junktoren¬ und↔ erhalten wir, dass¬ gerade durch und
↔ durch die boolesche Operation

↔ w f
w w f
f f w

interpretiert wird.

3.2 Auswertungshomomorphismus

Wie wir bereits gesehen haben, können wirPROP als Termalgebra verstehen. In dieser Sichtweise istJ·Kρ
gerade der Boolesche-Algebren-HomomorphismusTΣ(ATOM) → {w, f}, den wir aus dem Fortsetzungs-
satz A.13.3 erhalten, weshalb die gleiche BezeichnungJ·Kρ auch nicht zu Verwechslungen führen kann.



3.3 Gültigkeit und Erf üllbarkeit

Jetzt k̈onnen wir auch erklären, was es heißt, dass eine Aussage gilt.

Definition 1.4. SeiA ∈ PROP eine Proposition.

1. Für eine Belegungρ : ATOM → {w, f} sagen wir,A gilt unter der Belegungρ, wennJAKρ = w.

2. Die PropositionA heißterfüllbar , wenn es eine Belegungρ mit JAKρ = w gibt.

3. Wir sagenA ist eineTautologie (oderallgemeing̈ultig ), oder auchA gilt , wennA unterjederBele-
gungρ gilt. Wir schreiben daf̈ur:

� A

4. Wir nennenA unerfüllbar (widersprüchlich oderkontradiktorisch ), wenn es keine Belegungρ
mit JAKρ = w gibt, wenn also f̈ur alle Belegungenρ immerJAKρ = f gilt.

Da jede PropositionA nur endlich viele atomare Aussagen enthält, kann man diese Eigenschaften mit
Hilfe einerWahrheitstafel überpr̈ufen.

3.4 Substitutionslemma

Gelegentlich ist folgende Variante von Lemma A.13.9 nützlich:

Lemma 1.5. SeienB, B′ ∈ PROP Propositionen, die� B ↔ B′ erfüllen, A ∈ PROP eine Proposition
undp ∈ ATOM eine atomare Aussage, dann gilt� A[B/p] genau dann wenn� A[B′/p] gilt, wobei[B/p]
die Substitution vonp durchB bezeichne.

Die analoge Aussage gilt für Erfüllbarkeit bzw. Widerspr̈uchlichkeit.

3.5 Semantische Konsequenz

Nun wollen wir formalisieren, was es bedeutet, dass eine Aussage dieKonsequenzeiner anderen, oder
allgemeiner einer Menge von Aussagen ist.

Definition 1.6. Sei Γ ⊆ PROP eine Menge von Propositionen undA ∈ PROP eine Proposition. Dann
nennen wirA einesemantische KonsequenzvonΓ und schreiben dafür

Γ � A,

wenn f̈ur jede Belegungρ : ATOM → {w, f}, unter der alle Propositionen ausΓ gelten (alsoJCKρ für alle
C ∈ Γ), JAKρ = w erfüllt ist, alsoA unterρ gilt.

WennΓ endlich ist, k̈onnen wir dies ebenfalls durch eine Wahrheitstafelüberpr̈ufen.


