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|. Aussagenlogik

Logik

Logik ist allgegenvitrtig in der Informatik: Jede mathematische Beschreibung eines Algorithmus, jede Spe-
zifikation von Programmen oder Komponenten, jede Datenbank-Anfrage etc. benutzt explizit die Sprache
der Logik als Beschreibungsmittel. Es gibt aber noch viele weitergehendere Anwendungen: Insbesonde
re in sicherheitsrelevanten Situationen kann es angemessen sein, die Korrektheit eines Programms oc
eines Algorithmudormal zu beweisen; insbesondere bei der Untersuchung kryptographischer Protokolle
wird Logik zur Zeit intensiv eingesetzt. Bei verteilten Systemen werden Prozes&i&atk selbst eine
Art Logik — als Beschreibung verwendet, die dann z.B. mit temporaler Logik studiert werden. Es gibt
auch so genannte Logik-Programmiersprachen wie zR®.LBG, die automatische Beweissuche in einem
Logik-Kalkul direkt in ein Programmier-Paradigni@ersetzen. Desweiteren istuitionistische Logikei-
ne konstruktive Variante der klassischen Logik, sehr engumitionalem Programmiereverbunden, und
die logische Untersuchung der Semantik von Programmiersprachen gibt oft wichtige Impulse Ent-
wicklung neuer Programmiersprachen bzw. die Erweiterung von bereits bestehenden.

In dieser Vorlesung &nen wir nairlich nur die Grundlagenif diese weitefihrenden Anwendungen
legen. Dazu werden wir vor alleklassische Aussagenlogiikd Pradikatenlogikformal untersuchen und,
SO weit die Zeit es zdlsst, auf einige der oben genannten Verbindungen am Rand eingehen.

Das vorgehen ddormalen Logik ist immerahnlich; man stellt insbesondere folgende Fragen: Was ist
der formale Gegenstand der Untersuchung, also was iSydiaxder Sprache? Was ist dée=deutungvon
syntaktischen korrekten Ausitrken? Das ist die Frage nach & mantik, und vor allem ndbchte man die
Semantik einer Aussadg@mpositional aus ihren konstituierenden Teilen gxken. ir die meisten Logiken
hat man auch einen formalen, d.h. syntaktischen, BegriffReweis Die formale Logik untersucht dann
die Verbindung zwischen Syntax, Semantik und Beweis.

Wir wollen einige dieser Begriffe an zwei Beispielen verdeutlichen:

Beispiel: Gleichungslogik

In der Vorlesung ALGEMEINE ALGEBRA FUR INFORMATIK haben wir bereit§leichungslogilbetrachtet.
Dazu haben wir zuichst definiert, was wiilberhaupt formal unter einer Gleichung verstehen: ein Element
ausTx (V) x Tx(V), das wirtiblicherweises = ¢ geschrieben haben, wobeit € Tx (V') Terme sind.

Als nachstes haben wir eit, was es heil3t, dass eine Gleichung t in einer AlgebraA vom Typ
Y. gilt: FUr jede Variablenbelegung: V' — A gilt [s]p = [t]p. Dann haben wir einen semantischen
Folgerungsbegrify F s = ¢ erklart, der besagt, dass= t in allen Algebren gilt, die alle Gleichungen aus
E CTx(V) x Tx(V) erfullen.

Schlief3lich haben wir einen syntaktischen Beweisbegriff angegeben, den man knapp mit “Schliel3er
durch Gleichungsketten” umreif3en kann, und dann gezeigt (siehe Korollar A,1dlags sich mit diesem
“Gleichungskalkil” genau die semantischen Konsequenzen kKdmeweisen lassen, also dass diese “Glei-
chungslogik’korrekt undvollstandig ist.

Beispiel: Mathematische Aussagen

Betrachten wir nun ein paar typische mathematische Aussagen:

Alle Referenzen der Form “A....” beziehen sich auf das Skript &EMEINE ALGEBRA FUR INFORMATIK aus dem ver-
gangenen Semester.



« ACBABCC — ACC

e JkeN.2xk=n

e V. Vy.z-y=0—(z=0V y=0)

o Ve>0.30 > 0.V [/ — x| <6 — |f(a)) — f(z)] <e¢

In diesen Aussagen kommen sehr unterschiedliche Komponenten vor: VaridblBa ', k, n, z, y, €, ¢,

2, f), Operationsymbolex, | - |), Relationssymboled, =, <), QuantorenY, J) undlogische Junktoren

(A, —, V). Das interessante an diesen Aussage, vom logischen Standpunkt aus, ist edren,eské sich

die Bedeutung der Gesamtaussage aus ihren Komponenten ergibt. Wir beginnen dazu mit den einfachst
Komponenten, den logischen Junktoren, also den rein logischen “Operationen”.

1 Aussagenlogik

Aussagenlogik untersucht was maber eine Aussage rein aufgrund ihrer logischen Struktur, d.h. un-
abhangig vor ihrem konkreten Gehalt, sagen kann.atnst niissen wir aber erldken, was witilberhaupt
unter einerAussageverstehen wollen. Die Grundidee ist, dass es sich dabei um einen Satz handelt, von
dem es Sinn macht zu sagen, er sei wahr oder falsch. Beispié¢iesiiafl “Heute ist Dienstag.”, “121 ist
prim.”, “Wenn der Mond aus Kse ist, dann ist er blauKeine Aussagedagegen sind “Pause!” oder “Was
kommt in der Klausur dran?”.

Bei umgangssprachlichen Ausidken &llt es manchmal schwer zu entscheiden, ob es sich um einen
Ausdruck handelt oder nicht, aber genau davon abstrahieidmiraleLogik, wie wir gleich sehen werden.
Aussagen werden aufgebaut aiemaren Aussagen, wie z.B. “121 ist prim.”jif die wir sgater einfach
Aussagenvariablen schreiben werden, und den logiséimgktoren — (Negatior/nicht), A (Konjunktion /
und), v (Disjunktion /oder), — (Implikation /impliziert), < (Aquivalenz/genau dann wenn)| (wahr)
und L (FalsumyWiderspruch).

2 Syntax

In der (klassischen) Aussagenlogik kann man viele der Junktoren durch andeiligckesde.B. kann man

sich auf . und— beschéanken. Das entspricht aber zum einen nicht der mathematischen Praxis und passt
auch nicht zu dem Beweiskalk den wir ab chster Woche verwenden werden. Wir benutzen deshalb die
Junktorenl, A, vV, — und wir werden s@ter sehen, wie wir damit und«— ausdiicken lonnen.

Definition 1.1. Wir beginnen mit einer (al&hlbar) unendlichen Menge von atomaren Aussagen

ATOM := {pg, p1,p2,-- -}
Darauf aufbauend definieren wirduktivdie MengePROP aller Aussagen (odd?ropositionen):

1. Jede atomare Aussage < ATOM ist eine Propositiop,, € PROP.
2. FalsumlL € PROP ist eine Proposition.
3. SindA, B € PROP Proposition, dann audd A B), (A V B), (A — B) € PROP.

BemerkungUm die Lesbarkeit zu edhen, lassen wir gelegentlich Klammern — insbesonderaulters-
ten — weg. Rein formal sind Propositionen aber imvatstandig geklammertéusdiiicke.

2.1 Termalgebra

In der Sprache der Allgemeinen Algebrarinen wirPROP auch wie folgt verstehen. Wir betrachten die
Signatury: mit den Operationssymbolen = { L, A, vV, —} und den Stelligkeitem(L) = 0 unda(A) =
a(V) = a(—) = 2. Dann istPROP bis auf die Verwendung von Infix-Notation einfach die Termalgebra
T (ATOM).



2.2 Abgeleitete Operationen
Mit den gegebenen Junktoren eitén wirAquivalenz und Negationwie folgt:

Definition 1.2. SeienA, B € PROP Propositionen. Wir eridren die syntaktischen Audthke (A < B)
sowie(—A) wie folgt als abkirzende Schreibweisen:
(A—~ B) = ((A—>B)/\(B—>A))
(-4) = (A—1)

3 Semantik

Die Grundidee ifir die Bedeutung einer Propositich € PROP ist, dass man ihr eineWahrheitswert
zuordnet. Dies isfe nach der Bedeutung der atomaren Aussagedie in A vorkommenpentweder “wahr”
oder “falsch”. Wir kbnnen deshalb die Semanfil]p immer nur relativ zu eineBelegungder atomaren
Aussagen definieren.

3.1 Boolesche Algebren

Wie interpretieren daher Propositionen in der booleschen Algglré} aus Definition A.1.1, wobei wir
die JunktorenA und Vv durch die entsprechenden booleschen Operatiohesyrchf und — durch die
Operation

interpretieren. Formaldnnen wir das wie folgt ausidcken:

Definition 1.3. Seip : ATOM — {w,f} eine Belegungder atomaren Aussagen. Dann definieren wir
induktiveine Funktion]-]p: PROP — {w,f} wie folgt:
1. Rirp; € ATOM sei[p:]p := p(pi)-
2. [L]p:=f
3. HIr Propositionem, B € PROP seien:
@) [AA Blp:=[Alp A [Blp
(b) [AV B]p:=[A]pV [B]p
(©) [A— Blp:=[A]lp — [Blp
BemerkungOffensichtlich tangt[A]p nur von der Belegung der atomaren Aussagen ab, digdalish in
Avorkommen. In der Praxis gibt man deshalb oft nur die Wertepvan, die tatachlich gebraucht werden.

BemerkungFur die Semantik der abgeleiteten Junktoreand < erhalten wir, dass gerade durch und
«— durch die boolesche Operation

— |w f
wiw f

flf w
interpretiert wird.

3.2 Auswertungshomomorphismus

Wie wir bereits gesehen habergrinen wirPROP als Termalgebra verstehen. In dieser Sichtweisp]ist
gerade der Boolesche-Algebren-HomomorphisfigATOM) — {w, f}, den wir aus dem Fortsetzungs-
satz A.13.3 erhalten, weshalb die gleiche Bezeichrjtgauch nicht zu VerwechslungeiiHren kann.



3.3 Glltigkeit und Erf tllbarkeit

Jetzt lonnen wir auch erldren, was es heil3t, dass eine Aussage gilt.
Definition 1.4. SeiA € PROP eine Proposition.

1. Hir eine Belegung: ATOM — {w, f} sagen wir,A gilt unter der Belegung p, wenn[A]p = w.
2. Die Propositiord heif3terfullbar, wenn es eine Belegungmit [A]p = w gibt.

3. Wir sagenA ist eineTautologie (oderallgemeingiltig), oder auch4 gilt, wenn A unterjeder Bele-
gungp gilt. Wir schreiben dair:
FA

4. Wir nennenA unerfillbar (widersprichlich oderkontradiktorisch ), wenn es keine Belegung
mit [A] p = w gibt, wenn alsoifir alle Belegungep immer[A]p = f gilt.

Da jede Propositiomd nur endlich viele atomare Aussagen eilthkann man diese Eigenschaften mit
Hilfe einerWahrheitstafel Uberpiifen.
3.4 Substitutionslemma

Gelegentlich ist folgende Variante von Lemma A.13i@ztich:

Lemma 1.5. SeienB, B’ € PROP Propositionen, die= B « B’ erfullen, A € PROP eine Proposition
undp € ATOM eine atomare Aussage, dann giltA[B/p|] genau dann wenk A[B’/p| gilt, wobei[B/p]
die Substitution vop durch B bezeichne.

Die analoge Aussage giliif Erfullbarkeit bzw. Widersypirchlichkeit.
3.5 Semantische Konsequenz

Nun wollen wir formalisieren, was es bedeutet, dass eine Aussage€otdigequenziner anderen, oder
allgemeiner einer Menge von Aussagen ist.

Definition 1.6. Seil’ € PROP eine Menge von Propositionen uad € PROP eine Proposition. Dann
nennen wird einesemantische KonsequengonI' und schreiben daf

TE A,

wenn fur jede Belegung: ATOM — {w, f}, unter der alle Propositionen aligyelten (alsdC]p fur alle
C el), [A]p = w erfullt ist, also A unterp gilt.

WennI" endlich ist, kbonnen wir dies ebenfalls durch eine Wahrheitstafedrpiifen.



