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Aufgabe 1 2 3 4 5 Summe Note
Punkte 20 20 20 25 15 100

Für das Bestehen der Klausur reichen 40 Punkte!

Aufgabe 1 [Algebraische Induktion] (20 Punkte) SeiM ein Monoid, das vonX ⊆ M erzeugt
wird, also〈X〉 = M . Ferner seih : M → (R; ·, 1) ein Monoid-Homomorphismus.

Zeigemit algebraischer Induktion: Wenn es einm ∈ M mit h(m) ≤ 0 gibt, dann muss es auch
einen Erzeugerx ∈ X mit h(x) ≤ 0 geben.

Aufgabe 2 [Isomorphiesatz] (20 Punkte) SeienA,B undB′ Algebren gleichen TypsΣ. Ferner
seienh : A→ B sowieh′ : A→ B′ surjektiveHomomorphismen, diekern(h) = kern(h′) erfüllen.
Zeige, dass dannB undB′ isomorph sind.

Aufgabe 3 [Kongruenzrelationen] (20 Punkte) SeienA, A′ undB′ Algebren gleichen TypsΣ
undh : A′ → B′ ein Homomorphismus. Wir definieren nun eine RelationR ⊆ (A×A′)2 wie folgt:

(x, x′) R (y, y′) :⇐⇒ h(x′) = h(y′)

Zeige, dassR eine Kongruenzrelation aufA×A′ ist.



Aufgabe 4 [Verbände] (25 Punkte)

(a) Betrachte den im folgenden Hasse-Diagramm skizzierten Verband V: (5)
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Berechne:

(i) b ∧ d
(ii) a ∧ d

(iii) b ∨ d
(iv) a ∧ b

(b) (5)

(i) Zeichne das Hasse-Diagramm eineszweielementigenVerbandes und einesdreielementi-
genVerbandes.

(ii) Zeige, dass diese (bis auf Isomorphie) eindeutig bestimmt sind.

(c) Die beiden Verb̈ande aus Teilaufgabe (b) bezeichnet man mitC2 bzw.C3. Zeige dass der Ver- (5)
bandV aus Teilaufgabe (a) isomorph zuC2 × C3 ist.

HinweisEs reicht, wenn du dazu —ohneNachrechnen der Homomorphiebedingung — den
Isomorphismus angibst.

(d) Zeige, dass jeder Verband, der total geordnet1 ist, immer auch distributiv ist. (5)

(e) Seien nunV1 undV2 beliebige distributive Verb̈ande. Zeige, dass dann auchV1 × V2 distributiv (5)
ist.

Aufgabe 5 [Hüllensysteme] (15 Punkte) Eine TeilmengeM ⊆ R3 heißtkonvex, wenn zu je zwei
Punktenx, y ∈ M die ganze Verbindungsstreckexy auch inM liegt, also wennxy ⊆ M . Sei nun
K die Mengealler konvexen Mengen:

K := {M ⊆ R3 | ∀x, y ∈M. xy ⊆M}

(a) Zeige, dassK ein Hüllensystem ist. (5)

(b) Was ist die Ḧulle hK
(
{x, y, z}

)
für drei beliebige Punktex, y, z ∈ R3? (5)

(c) Zeige oder widerlege, dass die Vereinigung von zwei konvexen Mengen wieder konvex ist. (5)

1Man sagt dazu auchKette; siehe Definition 6.2.


