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1 Einleitung

Aufgrund der im vorigen Kapitel ausfiihrlich dargestellten Unabhéngigkeitsphéno-
mene mufl man zu dem Schlufl kommen, dafl die Beweisbarkeit einer Aussage A
in einem bestimmten formalen System wie etwa der PA mehr Information bein-
haltet als die blofle Giiltigkeit von A in einem Standardmodell wie etwa N. Auf
sehr schone Weise ist diese Fragestellung in folgendem Zitat von G. Kreisel zu-
sammengefaflt.

What more do we know if we have proved a theorem by restricted
means than if we merely know that it is true?

Man kann nun die Stérke eines formalen Systems S etwa dadurch messen, indem
man untersucht welche Sétze einer bestimmten einfachen Bauart in S hergelei-
tet werden konnen. Welche Klasse von Sétzen man dabei in Betracht zieht, ist
natiirlich etwas subjektiv. Folgende zwei Klassen werden traditionell in der soge-
nannten Beweistheorie betrachtet.

(1) Man untersucht, welche IIo—Sétze ein formales System zu beweisen gestattet,
d.h. welche Sitze der Form Vz.3y.R(x,y), wobei R(x,y) quantorenfrei ist, d.h. im
Falle der Arithmetik ein primitiv rekursives Pradikat. In der Heyting Arithmetik
HA, d.h. PA aber mit intuitionistischer Logik, 18t sich leicht zeigen (Ubung!),
daB jeder II,—-Satz dquivalent ist zu einem der Gestalt

Vm.3k.T(n,m, k)

fiir eine geeignet gewéhlte Godelnummer n, d.h. der Aussage, daf§ der Algorith-
mus mit Gédelnummer n fiir alle Eingaben terminiert. Unter diesem Gesichts-
punkt erscheint es natiirlich, ein formales System dadurch zu messen, indem man
die Klasse derjenigen total rekursiven Funktionen bestimmt, fiir die ein Algorith-
mus existiert, dessen Termination in dem betrachteten formalen System bewiesen
werden kann.

Definition 1.1 Sei S ein formales System, das die Sprache der primitiv rekur-
siven Arithmetik enthdlt. Die Menge R(S) der in S beweisbar total rekursiven
Funktionen besteht aus allen f € R, sodafl ein e € N existiert mit der Eigen-
schaft, daf f = {e} und S +Vn.3k.T(e,n, k). O

Es sei erinnert, daf nicht alle Algorithmen, die ein f € R(S) implementieren, in
S als terminierend nachgewiesen werden konnen, da dies schon fiir die Funktion
Ax.0 schiefgeht, wie wir am Ende des letzten Kapitels gesehen haben.

Es sei darauf hingewiesen, dafl man fiir jedes formale System S eine offensicht-
lich total rekursive Funktion finden kann, deren Termination in S selbst nicht
nachgewiesen werden kann, nimlich den Interpreter fiir R(S)', welcher durchaus

1Sei h eine total rekursive Funktion, die {¢ € N | S - Vn.3k.T(e,n,k)} enumeriert. Dann
ist v(n,m) := u(h(n), m) ein Interpreter fiir R(S), also offensichtlich total rekursiv. Wenn man



von “praktischem Interesse” ist. Daraus ersehen wir, dafl jedes formale System S
auch in dem starken Sinn unvollstindig ist, dal es auch interessante Algorithmen
nicht als terminierend nachweisen kann.

(2) Das in der traditionellen Beweistheorie (a la Gentzen) am meisten studierte
Kriterium ist, fiir welche primitiv rekursiven Wohlordnungen < von N man das
Prinzip der transfiniten Induktion

TI(<) V. (Vy < 2.X(y)) — X(x)) — Vo.X(x)

im betrachteten formalen System herleitbar ist, wobei X eine frische 1-stellige
Pradikatenkonstante ist, {iber die nichts vorausgesetzt wird. Wegen des Vollsténdig-
keitssatzes fiir die Pradikatenlogik ist TI(<) in S herleitbar genau dann, wenn
TI(<) in allen Modellen von S wahr ist (weil X durch eine beliebige Teilmenge
des Grundbereichs interpretiert werden kann).

Bemerkung. In dem Buch Basic Proof Theory von Troelstra und Schwichten-
berg findet man ein Beispiel fiir eine primitiv rekursive Ordnung < auf N, die
nicht wohlfundiert ist, fiir die jedoch

Ve.(Vy < 2. A(y)) — A(x)) — V. A(z)

fiir alle arithmetischen Priadikate A(x) in PA herleitbar ist. Daraus ersieht man,
dal das Schema der transfiniten Induktion im allgemeinen schwicher ist als das
Prinzip der der transfiniten Induktion.

Es sei aulerdem darauf hingewiesen, dafl die primitiv rekursiven Wohlordnungen
<, fiir die TI(<) in einem formalen System herleitbar ist, nicht unter extensionaler
Gleichheit abgeschlofien sind. Der Grund ist, daf§ extensionale Gleichheit von
primitiv rekursiven Relationen nicht immer im formalen Sytem herleitbar ist.

Fiir ein gegebenes formales System S kann man sich nun die Frage stellen, was
das Supremum aller Ordinalzahlen ist, fiir die & das Prinzip der transfiniten
Induktion herleitet. Diese Ordinalzahl wird als “beweistheoretische Ordinalzahl
von 8” oder einfach “das Ordinal von S” bezeichnet.?

Fiir die Peanoarithmetik PA wurde ihre Ordinalzahl bereits von Gerhard GENT-
ZEN in den 30er Jahren des 20. Jahrhunderts bestimmt, ndmlich als die Ordinal-
zahl g, die definiert ist als das kleinste Ordinal o mit @ = w®. Das Ordinal g
kann “ganz konkret” bestimmt werden als sup,,cywy, wobei wy = w (das kleinste

aber in S die Termination von v nachweisen konnte, so auch die von f(n) := v(n,n) + 1. Es
giibe also ein e € N, sodafl v(e,n) = f(n) = v(n,n) + 1 fiir alle n € N, woraus folgen wiirde,
dal v(e,e) =wv(e,e) + 1. Also wird v von S nicht als total rekursiv erkannt.

2Leider gibt es fiir Ordinalzahlen i.a. verschiedene primitiv rekursive Wohlordnungen < des-
selben Ordnungstyps. Da die Beweisbarkeit von TI(<) von der Wahl von < abhiéingen kann, ist
der Begriff “Ordinal eines Systems” etwas vage. In der Praxis schrankt man sich auf sogenannte
“natiirliche Wohlordnungen” ein, was zwar inhérent vage, jedoch in konkreten Fillen immer
klar ist.



unendliche Ordinal) und w,;; = w*". Basierend auf dem “Cantorschen Normal-
formentheorem” hat Gentzen eine “natiirliche Wohlordnung” angegeben, die ¢
reprasentiert, und gezeigt, dafl fiir o < ¢y das Prinzip der transfiniten Induktion
in PA herleitbar ist, nicht jedoch fiir &y selbst, da andernfalls in PA durch Induk-
tion iiber £y der Schnitteliminationssatz fiir die PA hergeleitet werden konnte,
was unmoglich ist, da aus dem Schnitteliminationssatz fiir PA unmittelbar die
Konsistenz der PA folgt und diese nach Gdédel ja nicht in der PA selbst bewiesen
werden kann.

Seitdem haben sich die Beweistheoretiker dahingehend amdisiert, fiir immer stérke-
re Systeme die Ordinalzahl zu bestimmen, was zunehmend schwieriger wird je
starker die Systeme werden. Ein magischer Grenzwert ist PAy, die Arithmetik
zweiter Stufe, fiir die bisher noch keine Ordinalzahl bestimmt werden konnte. Es
stellt sich ndmlich heraus, daf§ die Grée der Ordinalzahlen mit der Méachtigkeit
der Komprehensionsprinzipien rapide zunehmen (und PA, hat ja uneingeschrénk-
te Komprehension).

Da die Ordinalzahlanalyse ein zwar schones, jedoch technisch sehr anspruchsvol-
les Gebiet der Beweistheorie ist, wenden wir uns im weiteren den in (1) beschrie-
benen Fragestellungen zu, die iiberdies fiir die Mathematik und Informatik als
fruchtbarer und auch anwendungsorientierter erscheinen.?

2 Die beweisbar rekursiven Funktionen von PA

Wir definieren im folgenden eine Programmiersprache, die genau diejenigen total
rekursiven Funktionen zu programmieren gestattet, die durch einen Algorithmus
implementiert werden kénnen, dessen Termination in PA bewiesen werden kann.
Diese Programmiersprache ist als “Godels System T” bekannt und basiert auf
dem typisierten \-Kalkiil, der um arithmetische Konstanten und einen Rekursor
R angereichert wird.

Wir setzen die Sprache des typisierten A-Kalkiils im weiteren als bekannt voraus.
Es sei blofl erwahnt, dafl wir blof3 folgende Gleichheitsaxiome postulieren

(B) (\x:0.t)s = t[s/x]
(C) tl = t2 A S1 = S9 — t181 = t282

die fiir unsere Zwecke voll ausreichen, da sie gestatten, Programme “auszuwerten”.?
Godels T stellt einen Basistyp ¢ der natiirlichen Zahlen bereit sowie die Kon-
struktoren 0 und succ, die es gestatten, natiirliche Zahlen kanonisch als Terme

3Da ja terminierende Programme einem meist etwas niherliegen als Ordinalzahlen. Es sei
jedoch bemerkt, dafl transfinite Induktion iiber wohlfundierte Relationen sehr oft fiir Termi-
nationsbeweise in der (theoretischen) Informatik herangezogen werden. Man kann z.B. auch
nachweisen, daf} die in PA beweisbar rekursiven Funktionen gerade die eg—rekursiven sind.

1Die bekannte n-Regel A\z:0.tz =t (wobei x ¢ FV(t)) wird zu diesem Zweck nicht benétigt.



zu repréasentieren. Dariiber hinaus gibt es fiir jeden Typen o einen “primitiven
Rekursor”
R, 0 —>(t—0—0)—>1—0

der folgenden Gleichungen geniigt
Raf0=a Rafsucc(n) = fn(Rafn)

der es gestattet unter anderem auch alle primitiv rekursiven Funktionen zu pro-
grammieren.

Aus Griinden der Bequemlichkeit, um unnétiges Codieren zu vermeiden, gestat-
ten wir uns auch Produkttypen o x 7 und einen “unit type” v wie sie in funk-
tionalen Programmiersprachen {iiblich sind. Fiir Terme ¢ : o und s : 7 ist (¢, s)
ein Term vom Typ o x 7. Wenn t : ¢ X 7, so konnen wir auf seine Komponenten
vermittels 7 (f) : o und my(t) : 7 zugreifen. Wir postulieren folgende G-Regel fiir
Produkte

m((t,s)) =t mo((t,s)) = s .
Der unit type v enthilt ein ausgezeichnetes Element * .°

Der Beweis, da3 die PA beweisbar rekursiven Funktionen genau die in Godel
T programmierbaren sind, unterteilt sich in zwei Schritte. Zuerst zeigen wir,
daB PA bzgl. [Io,-Sétzen konservativ ist iiber HA, vermittels des sogenannten
“Friedman Tricks”. Anschliefend weisen wir mithilfe der Kreiselschen Modified
Realizability nach, dal die HA beweisbar rekursiven Funktionen genau die in
Godel T programmierbaren sind.

2.1 Friedman Trick

Sei R eine frische propositionale Konstante, fiir die wir a posteriori beliebige
Formeln einsetzen konnen, sofern diese Ersetzung zu keiner Verletzung der Varia-
blenbedingungen fiithrt. Um die gewiinschte Konservativitét zu zeigen, definieren
wir folgende R-Ubersetzung, die die wohlbekannte “double negation translation”
verallgemeinert.

PR=(P— R)— R fiir atomare Formeln P
1R=R

(AN B)R = AR A BE

(A— B)f= AR — BE

(Va. A)ft = V. AR

SWir kénnten fiir v die -Regel t =, * postulieren, was jedoch fiir unser Zwecke iiberfliissig
ist.



(Av B)®R = ((A®R - R)A(B® — R)) - R
(Fr. At = (Vo. AR - R) > R
Man beachte, dafl (—) — R Rolle einer Art verallgemeinerter Negation spielt.

Lemma 2.1 Fiir alle Formeln A ist die logische Aquivalenz von A" und (AR —
R) — R in der intuitionistischen Prddikatenlogik beweisbar.

Beweis: Die behauptete Eigenschaft gilt offensichtlich fiir alle Formeln, die in-
tuitionistisch beweisbar dquivalent sind zu einer Formel der Gestalt B — R. Im
Falle atomarer Formeln und von R-Ubersetzungen von Disjunktionen und exi-
stenziellen Quantifikationen ist dies offensichtlich der Fall. Fiir die restlichen Féalle
mufl man die Induktionshypothese verwenden, die besagt, dafl die gewiinschte
Eigenschaft bereits fiir die unmittelbaren Konstituenten gilt, sowie folgende in-
tutionistische Tautologien

(A= R)A (B — R)) < ((AV B) — R)
(A= (B — R)) < ((AANB) = R)
((3z.A) - R) < (Vz.(A — R))
a

Mithilfe diese Lemmas 148t sich nun vollig iiberraschungsfrei der folgende Satz
herleiten.

Satz 2.1 Wenn I' = A in der PA herleitbar ist, so ist T® = AR in der HA
herleitbar.®

Beweis: Ganz allgemein ist diese Aussage fiir pradikatenlogische Formeln herleit-
bar durch Induktion iiber die Struktur klassischer Herleitungen. Wir betrachten
nur folgende nicht ganz trivialen Félle.

(3E) Angenommen I'®  (32.4)% und T'%, A(2)® + B sind intuitionistisch her-
leitbar, wobei x eine frische Variable ist, die weder in I' noch in B frei vorkommt.
Wenn wir die Definition der R-Ubersetzung ausfalten, heifit das, daf

(1) T®+ (Vo.(A(x)® — R)) - R
(2) TR A(x)* - (B®R - R) - R

wobei wir fiir (2) bereits Lemma 2.1 verwendet haben. Aus (2) folgt unmittelbar
(3) 'E,Bf — RFVax.(A(x)? — R)

woraus mithilfe von (1) folgt, dal I'?, B® — R+ R und somit

6Wobei I'f als Abkiirzung steht fiir AT, ... AR fallsT = Ay,..., A,.

)y 4in
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(4) TR+ (B® - R) — R

Somit folgt aber mit Lemma 2.1 (angewendet auf B), dal I'® = B, wie gewiinscht.
(L) Wenn T+ L, dann aufgrund der Induktionshypothese auch T' R und so-
mit I'? + (A® — R) — R. Mit Lemma 2.1 folgt, dann aber I'* - AT wie
erwiinscht.

(raa) Wenn T + (==A)f dann gilt aufgrund der Induktionshypothese, daf
' (A® — R) — R, da die R Ubersetzung von (——A)% = (A" — R) — R.
Wiederum mit Lemma 2.1 ergibt sich I'? - A%,

Aus diesem letzten Fall ergibt sich zwangslaufig die Notwendigkeit von Lem-
ma 2.1, da ansonsten die Ubersetzung von reductio ad absurdum nicht intuitio-
nistisch beweisbar wire!

Die R-Ubersetzungen der nichtlogischen Axiome von HA sind offensichtlich in
der HA beweisbar. O

Korollar 2.1 Wenn die PA eine Formel der Gestalt 3x.P(x) beweist, wobei P
atomar ist, dann beweist bereits HA die Formel Jz.P(x).

Beweis: Wenn PA die Formel 3z.P(x) beweist, dann beweist HA ihre R-Uber-
setzung (Jz.P(z))* = (Vz. P(z)® — R) — R und somit die dazu #quivalente
Formel (Vz. P(z) — R) — R. Also beweist HA auch

(Vx. P(z) — Jz.P(x)) — Jx.P(x)

indem wir R = Jz.P(z) setzen.” Da aber Vx. P(x) — Jz.P(z) intuitionistisch
(ganz einfach) herleitbar ist, ist somit auch Jz. P(x) in der HA herleitbar. O

2.2 Kreisel’s Modified Realizability

ist eine allgemeine Methode, um aus konstruktiven Beweisen einen algorithmi-
schen Gehalt zu extrahieren. Insbesondere liefert diese Methode fiir jede Her-
leitung in der HA eines Ilo—Satz Va.3y.P(z,y) in der HA einen Godel T Term
t: 1 — ¢ mit Vo. A(x,t(z)), d.h. eine Godel T programmierbare Skolemfunkti-
on. Aus Griinden der Zweckmaéssigkeit definieren wir Modified Realizability nicht
blof} fiir die HA sondern fiir ihre Erweiterung HA,, deren Termsprache gerade
Godel’s T ist und deren Axiome neben den Gleichungen von Gédel’s T das Axiom
0 # succ(z) und das (uneingeschrénkte) Induktionsschema umfassen.

Aus Griinden der Okonomie werden wir im weiteren die Disjunktion aus unseren
Betrachtungen ausklammern. Dies ist gerechtfertigt, da sie sowohl in der HA

"Was ohne Verletzung der Variablenbedingungen moglich ist, indem wir die gebundenen
Variablen in der Herleitung zu den freien Variablen von Jz.P(z) disjunkt halten, was durch
geeignete Umbenennung immer moglich ist.



wie auch in der HA,, aus den restlichen logischen Operationen folgendermafien
definiert werden kann

AVB=3n:1.in=0—A)AN(n#0— B)

Dies ist dem strengen Sinn zu verstehen, daf fiir die so definierte Disjunktion
die iibliche zugehorige Introduktions- und Eliminationsregel aus den restlichen
Regeln abgeleitet werden kann (Ubung!).

Definition 2.1 Induktiv assoziieren wir wie folgt jeder Formel A (der HA,)
einen Gédel T Typ der sogenannten potentiellen Realisatoren :

tp(P)=v  fiir atomare Formeln P

(
(
(AN B) =tp(A) x tp(B)
tp(4 — B) = tp(4) — tp(B)
tp(Vr:0.A(z)) = 0 — tp(4)
tp(Jz:0.A(z)) = o x tp(A) .

Man beachte, dafi die Definition von tp(A) rein von der logischen Struktur von
A abhingt und nicht von der Struktur der atomaren Formeln.

Ebenfalls durch Induktion iiber den Aufbau von A definieren wir ein Prddikat
(—)mrA auf den potentiellen Realisatoren von A, das sie sogenannten aktualen
Realisatoren aus den potentiellen aussondert

wumrP=P fir atomare Formeln P
uvmr L =1

umr AA B = (m(u) mr A) A (m2(u) mr B)

umr A— B=VYv:tp(A). (v mr A) — (u(v) mr B)

uwmr Vz:o. A(z) = Vaio. u(x) mr A(z)

umr Jz:0. A(z) = mo(u) mr A(m(u)) . O

Als néchstes zeigen wir, dafl es fiir jede in HA, herleitbare Formel einen sie
realisierenden Godel T Term gibt, wobei diese Eigenschaft in HA, auch herleitbar
ist.



Satz 2.2 Wenn I' H A in HA,, herleitbar ist, dann gibt es einen Gdédel T Term
t vom Typ tp(A), sodafl
dumr'Ftmr A

in HA,, herleitbar ist, wobei die Variablen von u frisch sind, d.h. weder in I noch
in A frei vorkommen. Dabei steht @ mar I' abkiirzend fiir uy mr Ay, ... u, mr A,,
fallsT'= Ay, ..., A,.

Beweis: Man beweist die Aussage geradlinig durch Induktion iiber die Struktur
von Herleitungen.

(—I) Wenn
dumrl,umr A tmr B
dann
dmrl' - Au:tp(A).tmr A — B
weil

umr'FVu:tp(A). (umr A) — ((Au : tp(A).t)(u) mr B)

da b (Au:tp(A).t)(u) =t.

(—E) Wenn ¢mrI" - tmrA — B und dmrl' - smrA, dann ¢mr[
t(s)mr B, weil aus Yu : tp(A). (umr A) — t(u) mrB und smr A unmittelbar
folgt, dafl ¢(s) mr B.

Fiir die restlichen logischen Regeln ist der Nachweis dhnlich einfach. Wir betrach-
ten blofl noch

(JE) Angenommen ¢mr[' F tmr3z:0. A(z) und dmr ', umr A(z) - smr B,
wobei u eine frische Variable ist. Dann gilt auch @ mr I' - s[my (), mo(t) /2, u) mr B,
da tmr3x:o. A(x) = mo(t) mr A(my(t)).

Fiir die nichtlogischen Axiome von HA,, ist der Nachweis trivial, da sich die Eigen-
schaft ein aktualer Realisator zu sein darauf reduziert, daf§ die Axiome herleitbar
sind, was trivial ist. Eine Ausnahme bildet natiirlich das Induktionsschema. Die-
ses wird jedoch durch R realisiert, wie folgende Uberlegung zeigt. Fiir eine Formel
A(x) gilt

F Rep(ay mr A(0) — Vo (A(x) — A(succ(x))) — Vo A(x)

da aus umr A(0) und Vz:.Vz:itp(A). (zmr A(z)) — v(x)(2) mr A(succ(z)) die
Aussage Va:r. Ruve mr A(x) leicht mit Induktion bewiesen werden kann. a

Aus der Inspektion dieses Beweises ergibt sich unmittelbar, daf fiir Herleitungen
in der HA,, Schritt fiir Schritt der algorithmische oder konstruktive Gehalt in
Form eines Gédel T Terms “mitgerechnet” werden kann. Somit stellt Modified
Realizability in folgendem prézisen Sinn eine Methode der Programmeztraktion
bereit: aus einer Herleitung von Va:o.3y:7.A(x,y) in HA,, lesen wir (durch eine
Art “Buchhaltungsprozess”) ein Godel T Programm ¢ : 0 — 7 X tp(A) ab, fiir
welches
Vo, mo(t(x)) mr Az, m (t(x)))
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in der HA_, herleitbar ist.
Falls A selbst schon quantorenfrei ist, gilt folgende stérkere Aussage.

Satz 2.3 Wenn Yz.3y.R(z,y) fir ein primitiv rekursives Pradikat R in der PA
herleitbar ist, dann gibt es einen Géodel T Term f : v — 1, fir den in der HA,
bewiesen werden kann, daf$ Vx:o.R(x, f(x)).

Beweis: Wenn die PA die Aussage Va.3y.R(x,y) beweist, so auch HA und somit
auch HA,,, da HA ein Teilsystem von HA, ist. Wegen Satz 2.2 gibt es in Goédel’s T
einen Term ¢ : ¢« — ¢ X v, sodafl Vz:t. mo(t(z)) mr R(x, mi(t(x)) in HA,, hergeleitet
werden kann. Wenn wir f definieren als Axz:c. m(t(x)), beweist also HA,,, daf§

Vo :o.R(z, f(z))
da ja mo(t(x)) mr R(z, m(t(x)) = R(z, m1(t(z))), weil R(x,m(t(x)) atomar ist. O

Als wichtiges Korollar erhalten wir, dal PA beweisbar rekursive Funktionen in
System T implementiert werden koénnen.

Korollar 2.2 Wenn PA - Vax.3y.T(e,x,y), dann gibt es einen (geschlossenen)
Term t : 1 — ¢ mit {e}(n) = t(n) fir alle n.

Beweis: Wenn PA + Vz.3y.T (e, z,y), dann gibt es aufgrund von Satz 2.3 einen
Term t : + — ¢, sodaB Va:. T(e,x,(z)) in HA, herleitbar ist. Offensichtlich
implementiert dann ¢ = A\z:. U(#(x)) die rekursive Funktion mit Gédelnummer
e in Godel’s T. O

2.3 Termination von Goédel T Programmen in PA

Durch Induktion iiber den Aufbau von Typen o definieren wir ein Pradikat T,
auf natiirlichen Zahlen in der Sprache der HA

Ty r(x) =Vy. T,(y) — 32.T(x,y,2) NTH(U(2))
TUXT(-T) = Ta(prl(x)) A TT(prZ(x)) :

Darauf basierend definieren wir durch Induktion iiber ¢ eine Relation I, zwischen
natiirlichen Zahlen und Objekten des Typs o

rlhy=x=y

rlF,by=2=0



ooy f=EVy tVu:0. Yyl u— 2T (x,y,2) NU(2) Ik, f(u)
T lFoxr u = pry(z) Ik, m1(u) A pry(z) I, mo(u) .

Satz 2.4 Fiir jeden Term xi:0q,...,x,:0, F t : 7 in Godel’s T gibt es eine
natirliche Zahl e, sodafs

(1) Ty, (u)) Ao ATy, (uy) — F2.T(e, (uny ooy un), 2) AT (U(2))
in HA und

(2) up by 21 Ao Aug g, @ — 3200 T (e, (Ury ooy up), 2) AU(2) IF, 8
m HA,

herleitbar ist.

Beweis: Geradlinige Induktion iiber den Aufbau von System T" Termen. O

Korollar 2.3 Fir jeden geschlossenen Term t : + — 1+ von Godels System T
gibt es eine Gidelnummer e, sodaff Vx.3z.T(e,x,z) in HA beweisbar ist und
{e}(n) = tin/x] fir alle n.

Beweis: Folgt unmittelbar aus Satz 2.4, indem man 7 gleich ¢ — ¢ setzt, da
ekt =Ve,y o=y — 3z.T(e,x,2) NU(2) = t(y)

was aquivalent ist zu Va.3z. T'(e, x, 2) AU(2) = t(z). O
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